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Vorwort

,Eine mathematische Formelsammlung hilft auch nicht, wenn man nichts von Ma-
thematik versteht.“ Dies war der Kommentar, den ich zu horen bekam, als ich zum
ersten Mal meinen Gedanken dulerte, das Angebot des Verlages Pearson Studium an-
zunehmen, eine mathematische Formelsammlung fiir Wirtschaftswissenschaftler zu
schreiben. Ich habe mich nicht entmutigen lassen. Denn ich pflege bei Diskussionen
um schwierige Formeln, ,,die man sich ja auf keinen Fall im Kopf merken kann®, zu
antworten: ,,Man muss die nicht im Kopf haben, man muss wissen, wo die stehen.”
Und hier stehen jetzt eine ganze Reihe einfacher, schwieriger und schwerster For-
meln gebtindelt in einem Buch zusammen. Natiirlich sollte jeder Anwender wissen
(und insofern ist die obige Kritik berechtigt), was er berechnet und wie die Ergebnisse
zu interpretieren sind. Diese Formelsammlung ersetzt also kein Lehrbuch und keine
Vorlesung der Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler. Das nétige Verstdndnis fiir
Mathematik kann nur dort und durch stindiges Training, d.h. Rechnen von Ubungs-
aufgaben erworben werden.

Natiirlich haben einige Lehrbiicher der Mathematik und Statistik fiir Wirtschaftswis-
senschaftler als Vorlage gedient zum Zusammentragen dieser Formelsammlung und
z.T. sind auch die Notationen und Formulierungen aus diesen Biichern in die vor-
liegende Formelsammlung eingeflossen. Zu nennen sind hier Mathematik fiir Wirt-
schaftswissenschaftler von Knut Sydseeter und Peter Hammond, sowie Statistik von
Fahrmeir, Kiinstler, Pigeot und Tutz. Im zweiten, dritten und vierten Durchlauf wur-
den dann weitere bekannte Lehrbiicher der Mathematik und Statistik herangezogen,
bis die Zahl der noch nicht aufgenommenen Formeln gegen Null konvergierte. Einige
dieser Lehrbiicher finden Sie im Literaturverzeichnis.

Ich wiinsche, dass dieses Buch fiir viele Studierende wihrend des Studiums und auch
danach als Nachschlagewerk eine Hilfe sein moge.

Es bleibt mir nur noch zu danken, den Lektoren des Verlages Pearson Studium,
Dennis Brunotte und Christian Schneider, dass Sie das Vertrauen hatten, mich mit
dieser Aufgabe zu betrauen, dass Sie mich fortwéhrend (zwar manchmal mit sanftem
no6tigen) Druck unterstiitzt und ermutigt haben. Ich danke beiden fiir die angeneh-
me Zusammenarbeit. Ich danke Herrn Oleg Nenadic, der die Tabelle zum Wilcoxon-
Rangsummen-Test erstellt hat.

Fred Boker
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Kapitel 1
Algebra

Natirliche Zahlen

N={1,2, 3,4,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen oder positiven ganzen Zah-
len mit den Teilmengen:

{2,4,6,8,...} (Gerade Zahlen) {1,3,5,7,...} (Ungerade Zahlen)

Ny =NU{0}={0,1,2,3,4,...} ist die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen.

Ganze Zahlen

Z ={0,+1, £2,+3, +4, ...} ist die Menge der ganzen Zahlen bestehend aus:
{1,2,3,...} (positive ganze Zahlen),

{—1,-2,-3,...} (negative ganze Zahlen)

und 0 (Null)

Rationale Zahlen
Q = {a/b, wobei a, b € Z mit b # 0} Menge der rationalen Zahlen
Aquivalente Definition: Q = {a/b, wobeia € Z, b € N}

Dezimaldarstellung

Mit den Ziffern ¢; € {0, 1, 2, ..., 9} gelten die folgenden Dezimaldarstellungen fiir
k

m Natiirliche Zahlen: x = Zciloi keNy, ¢ #0
=0
k
m Ganze Zahlen: x = + Zciloi ke N,

i=0



1.1 Aufbau des Zahlensystems

k
m Rationale Zahlen: x = Z ¢i10! k €7, cx #0, wobei die Anzahl der Sum-

i=—

manden (Dezimalstellen) entweder endlich ist (endlicher Dezimalbruch) oder
sich eine endliche Folge von Ziffern unendlich oft wiederholt (periodischer
Dezimalbruch).

Reelle Zahlen

R ist die Menge der reellen Zahlen, d.h. aller endlichen oder unendlichen Dezimal-
briiche
X =1ImM.Cc1C2C3 . ..

mitmeZund ¢, € {0,1,2,...,9}, n=1,2,... mit den Teilmengen:

R, ={x e Rix > 0} (nichtnegative Zahlen)
R* ={x e Rix #0} (Zahlen ungleich Null)
R*={xeR,:x#0} ={x € Rix >0} (Zahlen groBer als Null)

Alle Dezimalbriiche, die nicht endlich oder periodisch, d.h. nicht rational sind,
bilden die Menge der irrationalen Zahlen.

Komplexe Zahlen
Grundlegende Definitionen

C ={z=a+bi:a,b € R} ist die Menge der komplexen Zahlen, wobei i = /-1 die
imaginire Einheit (> = —1), a der Realteil und b der Imaginirteil ist.

Die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl ist definiert durch z = a — bi.

Zwei komplexe Zahlen z = a + bi und w = ¢ + di sind genau dann gleich, wenn
a=cund b=d.

Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl z = a + bi ist definiert durch:

1zl = Va2 + b2 = Vzz

Rechenregeln fir komplexe Zahlen

Firz=a+bie Cund w = c+di € Cgilt:

z+w=(a+c)+(b+d)i Addition
z—w=(a—c)+(b-d)i Subtraktion
Az = Aa + Abi Multiplikation mit einer reellen Zahl
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z-w = (ac — bd) + (ad + be)i Multiplikation

+bd bc—ad
%: (Z,Z_,_dz + Ccz_,_sz i, fallsc?+d? >0 Division

Fiir das Rechnen mit Betrdgen komplexer Zahlen gilt:

z |z _
zowl=lzl wl | == w#0) 12l =Iz]
wi |w|
Imaginére
Achse Abbildung 1.1. Polarkoordinaten
a+bi
r
o Reelle
Achse

Darstellung komplexer Zahlen in Polarkoordinaten

Nach Abb. 1.1 ist z = a + bi = r(cos 6 + isin6) = re??, wobei 0 (das Argument der
komplexen Zahl) der Winkel zwischen der positiven reellen Achse und dem Vektor
von (0, 0) nach (a, b) ist*. Es gilt:

a=rcosé b=rsin# r=+~a?+b?=|z|

Fir z; = ry1(cos 6, + isin 6,) und z, = ry(cos 6, + isin 0,) gilt:

Z1Zy = I'NI'y (COS(01 + 02) + 1 Sin(01 + 02)) é = ?(COS(Ol - 02) + lsin(01 - 02)
Z3 2
Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist die komplexe Zahl, deren Betrag das Pro-
dukt der Betrdge und deren Argument die Summe der Argumente ist. Der Quotient
zweier komplexer Zahlen ist die komplexe Zahl, deren Betrag der Quotient der Be-
trdge ist und deren Argument die Differenz der Argumente ist.

* Jeder Punkt (a, b) in der Ebene kann auch durch seine Polarkoordinaten (r, §) dargestellt wer-
den.



1.2 Ganzzahlige Potenzen

Nach der Formel von De Moivre
(cos@+1isinh)" =cosnf+isinnfd (n=1,2,...)

ist n# das Argument der n-ten Potenz einer komplexen Zahl mit Argument 6. “

Definition der n-ten Potenz

Fira e R und n € Nist
a"=a-a-a-...-a
—_—
n Faktoren

die n-te Potenz von a mit der Basis a und dem Exponenten n.

a®=1 fir a#0 a‘“:lz(l) fira#Z0undneN

0° ist nicht definiert, jedoch wird es gelegentlich auch als 1 definiert!

Rechenregeln fiir Potenzen

Fira, b,c,d e R*und r, s € Z gilt:
I+S IS Is __ S\ a_r_T—S_ 1 r _ TRl
a® = a (@) = a™ = (a°) T =4 = (ab)" = a*b
(abcd) = a*b'ctd* a"a™=a’=1

Speziell fiir Zehnerpotenzen gilt: 10°=1 10" =100...0
—_—

n Nullen

107" =0.00...01 (neN)
—_———

n Nullen

Achtung: (a + b)" # a* + b" im Allgemeinen.
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1.3 Wichtige Regeln der Algebra

n Grundlegende Gesetze

Fir a, b, ¢ € R gilt:

a+b=b+a Kommutativgesetz der Addition
(a+b)+c=a+((b+c)=a+b+c Assoziativgesetz der Addition
a+0=0+a=a Null ist neutrales Element der Addition
a+(—a)=0 —a ist invers zu a beziiglich Addition
ab = ba Kommutativgesetz der Multiplikation
(ab)c = a(be) = abc Assoziativgesetz der Multiplikation
l-a=a-1=a 1 ist neutrales Element der Multiplikation
aa'=ala=%=1fira#0 a~' istinvers zu a beziiglich Multiplikation
—a=(-1)-a=a-(-1) —(—=a) =a Rechnen mit Minuszeichen
(—a)b = a(—b) = —(ab) = —ab (—a)(—=b) = ab Rechnen mit Minuszeichen
a(b+c)=ab+ac Distributivgesetz oder Ausklammern
(a+ b)c = ac + be Distributivgesetz
a-0=0-a=0 Multiplikation mit Null
a-b=0 < a=0 oder b=0 Produkt Null, wenn ein Faktor Null
af0 = % =0 Division der Null
& nicht definiert Division durch Null nicht erlaubt
d-0 < a=0 und b#0 Quotient Null, wenn Zahler Null

Folgerungen

alb—-c¢) =ab-ac (a + b)(c+d) =ac+ad + bc + bd, d.h. jedes Glied der einen
Klammer ist mit jedem Glied der anderen Klammer zu multiplizieren.

—(a+b—-c+d)=—a—-b+c—d,d.h. alle Vorzeichen sind zu dndern.

Quadratische Identitaten oder binomische Formeln

Fir a, b € R gilt:

(a+ b)? = a® + 2ab + b? (a — b)? = a® — 2ab + b? (a+ b)(a—b) = a® — b?



1.4 Bruchrechnung

Definition eines Bruches “

% =a/b a,beR,b #0 ist ein Bruch mit dem Zihler a und dem Nenner b.

Rechenregeln fiir Briiche

Fiir a, b, ¢, d € R gilt, wenn alle Nenner # 0 sind:

% = % (c #0) Erweitern eines Bruches
ac _ a " .
be=D Kiirzen eines Bruches
—a_(=1)a _a .
5 =(C1b " b Vorzeichenregel
_a_cqpa_(Ela_—a_ a _(=1)(=q i

b= (-1) b=~ p = p S—p= — Vorzeichenregel
% + % = *C' b Addition von Briichen mit gleichem Nenner
% — % =4 = b Subtraktion von Briichen mit gleichem Nenner
a.c_a-d+b-c - . .
bYd= b d Addition von beliebigen Briichen
a_c_a-d-=b-c q - .
p—d= bd Subtraktion von beliebigen Briichen
a+ % = &8 5': b Addition/Subtraktion eines Bruches zu einer Zahl
a- % = ch =2.p Multiplikation eines Bruches mit einer Zahl
a cC _a-c PR T] . . "
b d=hd Multiplikation zweier Briiche
% 2. d = ad Division zweier Briiche = Multiplikation mit dem Kehrwert
5 b c bec
% = (a/b)/c = a/(bc) = % Division eines Bruches durch eine Zahl
% =af(c/d)=a-d/c=ad/c= % Divsion einer Zahl durch einen Bruch
d

Definition der Quadratwurzel

Fiir a € R, ist v/a > 0, die Quadratwurzel von a, definiert durch /a - v/a = a, d.h.
b=+ya < b>0undb?=a.
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Ferner wird definiert a'/? = \/a, wobei /a die eindeutige nichtnegative Losung der
Gleichung x? = a.

Rechenregeln fiir Quadratwurzeln

Fir a, b € R, gilt:

B a_ a 11
Jab = Ja/b \@‘E \fg-ﬁ (b > 0)

Achtung: va+b #/a++b

Achtung: x> =a <= x==4./a, aber va?=|a >0

Definition der n-ten Wurzel

Fiira > 0, n € Nist &/a, die n-te Wurzel von q, definiert als die eindeutig bestimmte
positive Losung der Gleichung x" = @, d.h. b= ¥a < b" =a.
Ferner wird definiert: a¥/* = &/a

Rechenregeln fiir n-te Wurzeln

Firn,m e Nund a, b > 0 gilt:

Va-b=a Vb \'/gzé_% \I/%:(;E " ya = Wa= mq= g/ mn

Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Fira> 0,p e Z,q € Nist:

a1 = (a'/9)P = (Ya)”

Rechenregeln fiir Potenzen mit gebrochenen Exponenten

Fira> 0,p € Z,q € Ngilt:
aPld = (al/q)P - (%)P = (@P)V9 = Yap



1.6 Reihenfolge der Rechenoperationen in R

Rechenregeln fiir Wurzeln aus Potenzen mit rationalem
Exponenten

Fira,b> 0, nmeN r,s € Qgilt:

Y W = g NG prrrarry o (@) = "as
m/as

= =
TR
~ ~
=

—~
o
SN
~

Potenzen mit reellen Exponenten kénnen als Grenzwerte von Potenzen mit rationa-
len Exponenten erkldrt werden.

Rechenregeln fiir Potenzen mit reellen Exponenten

Fira,b > 0, r,s € Rgilt:

aI'aS - aI'+S (aI')S - aI'S - (aS)I' g_: - aI'—S - asl_[ (ab)l' - aI'bI'
(%) = % =a'b" ab'=a(b’) —-a =-(a) a =d?)= (@)
ad=a < (r=s oder a=1) a’"=b" & (a=b oder r=0) a >0

1.6 Reihenfolge der Rechenoperationen in R

1) Klammern werden stets zuerst berechnet.

2) Danach werden alle Potenzen berechnet, bei fehlenden Klammern von oben nach
unten.

3) Danach werden alle Punktoperationen (Multiplikation; Division) durchgefiihrt,
bei fehlenden Klammern von links nach rechts.

4) Danach werden alle Strichoperationen (Addition, Subtraktion) durchgefiihrt, bei
fehlenden Klammern von links nach rechts.

Klammern vor Potenz vor Punkt vor Strich.
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1.7 Ungleichungen

Definition einer GroBBenrelation

Ist a € R positiv, so schreiben wir a > 0,d.h.a> 0 < aeR,unda #0.
Ist a € R negativ, so schreiben wira < 0,dh.a <0 — a¢R,.

aist groBerals b (in Zeichen: a > b) oder b ist kleiner als a (in Zeichen: b < a) genau
dann, wenn a — b > 0.

a ist groBer oder gleich b (in Zeichen: a > b) oder b ist kleiner oder gleich a (in
Zeichen: b < a) genau dann, wenn a > bodera=b < a—b > 0. In allen Féllen
spricht man von Ungleichungen.

Rechenregeln fiir Ungleichungen

Fira,b,c € R, n € Ngilt:

a>0und b>0 = a+b>0 a>0und b>0 = a+b>0
a>0und b>0 = a-b>0 a>0und b>0 = a-b>0
a>0und b<0 = a-b<0 a>0und b<0 = a-b<0
a>b & a+c>b+c Ve a>b & a+c>b+c Ve
a>b & a-c>b—c Vc a>b & a-c>b-c Ve
a>bund b>¢c = a>c a>bund b>¢c = a>c
a>b und ¢>0 < ac > bc a>b und ¢ >0 < ac > bc
a>bundc>0(=>%>% azbundc>04=>%2%
a>b und ¢ <0 & ac < bc a>b und ¢ <0 < ac < bc
a>bundc<0(=>%<% azbundc<04=>%§%
a>bund c>d = a+c>b+d a>bund c>d = a+c>b+d
a>bund c>d = ac>bd a>bund ¢c>d = ac > bd
0<a<b & a* <b" 0<a<b & a" <b"
0<a<b4=>%>% 0<a§b4=>%2%
0<a<b4=>a‘“=aln>bln=b‘“ 0<a§b4=>a‘“=al—nzbln=b‘“
a<b<04=>%>% a§b<04=>%2%

ab>0 < (a>0 und b> 0) oder (a <0 und b <0)
%>0 <= (@>0 und b> 0) oder (@ <0 und b < 0)
ab <0 & (a<0 und b> 0) oder (a> 0 und b <0)
%<0 <= (@<0 und b> 0) oder (@>0 und b < 0)

0O<a<b & log,a<log,b (c>1) 0<a<b < log,a<log,b (c>1)

a<b e c®<cP (c>1) a<b & ci<cb (c>1)

a<b4=>c‘”=la>lb=c‘b (c>1) agb(:}c‘”:%g%:c‘b (c>1)
c c c c
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1.8 Intervalle und Absolutbetrag

Doppelungleichung

Wir schreibena < z <b &= a <z und z < b und sprechen von einer Doppel-
ungleichung. Ebenso:a<z<b & a<z und z<b.

Achtung: Nicht zuldssig: a < z > b, d.h. erlaubt sind nur Ungleichungen in gleicher
Richtung!

1.8 Intervalle und Absolutbetrag

Beschrankte Intervalle
Fira, b e R ist

m (a, b) = {x:a < x < b} das offene Intervall von a bis b
m [a, b] = {x:a < x < b} das abgeschlossene Intervall von a bis b

m (a, b] = {x:a < x < b} das halboffene (links offene, rechts abgeschlossene) Inter-
vall von a bis b

m [a, b) = {x:a < x < b} das halboffene (rechts abgeschlossene, links offene) Inter-
vall von a bis b

Die Linge aller Intervalle ist b — a. Anstelle (a, b) schreibt man auch ]a, bl.

Das Symbol oo
Wir benutzen das Symbol oo fiir Unendlich. Fiir jede reelle Zahl x ist —oco < x < 0.

Achtung: oo ist ein Symbol, keine Zahl.

Unbeschrankte Intervalle
Fira, b € R ist:

a,0)={xeRia<x <x}={xeR:x >ada}
a,0)={xeRia<x <oo}={xeR:x > a}

[
(
(—oo,b]l={xeRi—c0 <x < b}={xeR:x < b}
(

R=(-00,00), R,=10,00), R:=(0,00)

Absolutbetrag

Fir x € R ist der Betrag oder Absolutbetrag von x definiert durch:

X falls x >0

IxI = —X falls x <0
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| | | |
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| | | |
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? ? ? ?
2 -1 0 1 2
X
Rechenregeln fiir Absolutbetrage
Fira e R,, x, v € R gilt:
|x] >0 |x]|=a < x=a oder x=—a |x] =] — x|
X=0 = x=0 Ix-yi=xl-lyl |¥|=P  x-yi=ly-x
Dreiecksungleichungen:
|x +y| < |x|+ |yl (Gleichheit bei gleichen Vorzeichen von x und y)
||x| — |y|| <|x+y| (Gleichheit bei entgegengesetzten Vorzeichen von x und y)

Abstand zwischen zwei Zahlen

Der Abstand zwischen zwei Zahlen x,, x, € R ist definiert durch:

[x1 — X2| = |x2 — X1

Rechenregeln fiir Abstande

Fir x € R ist |x| der Abstand zwischen x und Null auf der Zahlengeraden.

Firx e R,a e R%, d.h. a > 0gilt:

X] <a & —-a<x<a < xe(—a,a)
x| <a & —-a<x<a &< xel[-a,d

[x—cl<a & —-a<x—-c<a¢& c—a<x<c+a < xelc—a,c+a)
[x—c|<a & —-a<x—-c<a ¢ c—a<x<c+a & xelc—a,c+d]
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Kapitel 2
Gleichungen

2.1 Losen einer Gleichung

Allgemeine Definitionen im Zusammenhang mit Gleichungen und
deren Lésung

Eine Gleichung ist die Verbindung zweier algebraischer Ausdriicke a und b durch
ein Gleichheitszeichen: a = b, wobei in a und (oder) b im Allgemeinen Variablen
auftreten. Zulédssige Werte der Variablen sind diejenigen Werte, fiir die die algebrai-
schen Ausdriicke definiert sind. Losungsmenge L einer Gleichung ist die Menge
aller Werte der Variablen in der Gleichung, die die Gleichung erfiillen. Unter dem
Losen einer Gleichung verstehen wir die Bestimmung der Losungsmenge. Erlaubte
Umformungen oder Aquivalenzumformungen einer Gleichung sind Umformungen
der urpriinglichen Gleichung in eine neue dquivalente Gleichung mit derselben L6-
sungsmenge. Definitionsmenge D der Gleichung ist die Menge aller Elemente der
Grundmenge, bei deren Einsetzen anstelle der Variablen die Gleichung in eine (wah-
re oder falsche) Aussage libergeht.

Die Gleichung ist nicht lésbar, wenn L = @, l6sbar, wenn L # @, allgemeingiiltig,
wenn sie fiir alle Werte aus der Definitionsmenge D¢ der Gleichung erfiillt ist.

Erlaubte Umformungen einer Gleichung

Es sei D; die Definitionsmenge einer Gleichung und ¢ € R oder ein auf D defi-
nierter algebraischer Ausdruck. Dann gilt:

a=b < a+c=b+c a=b < a—-c=b-c

a=b < ac=bc a=b < %:% c#0

a=bh %:% a=b %:% a,b,c#0
a=bh & di=d> a=b < expla) = exp(b) d e R} \ {1}

a=b < log ;a=1log;b a=b < Ina=Inb d e R} \ {1}

a=b & da’"=b" a=b < Ya=+b n € N, n ungerade
a=b < a°=b° ceR\{0},a,b>0
a®=b" & a=b oder a=—-b n € N, n gerade

Wenn a = a* und b = b* allgemeingiiltig sind, so gilta=b < a* = b*.
a-b=0 & a=0vb=0 ap-az-...-ap=0 < a;=0va;=0Vv...va,=0
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n GLEICHUNGEN
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Definition
Fiir a, b € R ist die allgemeine lineare Gleichung gegeben durch:

ax+b=0

Losung der linearen Gleichung

Fir a, b, ¢, d € R gilt:

Qo

a#0: ax+b=0 < ax=-b < x=-—
a=0,b=0: ax+b=0 firallexeR
a=0,b#0: ax+b=0 istnicht l6sbar.

a#c: ax+b=cx+d < (a—c)x=d-b < x= —

Definition

Fira, b,c,p,q e R,a #0 ist
ax’+bx+c=0

die allgemeine Form der quadratischen Gleichung, wéhrend
x> +px+q=0
die Normalform der quadratischen Gleichung ist.

Uberfiihren der allgemeinen Form in Normalform

ax’+bx+c=0 X2+%X+%=O,d.h.p=%,q=

Qo

Lésungen der quadratischen Gleichung

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung ax* + bx + ¢ = 0 mit a # 0 ist
genau dann fiir x € R 16sbar, wenn b? — 4ac > 0:

N —b + /b2 —4ac
12 = — -~
’ 2a



2.3 Quadratische Gleichungen

Es gilt: x; = x, & b? —4ac = 0. Fir b*> — 4ac < 0 gibt es keine Losung in R.
Dabei heilit D = b? — 4ac die Diskriminante.

Die Normalform der quadratischen Gleichung x* + px + g = 0 ist genau dann fiir
2

x € R losbar, wenn PT —q>0:

Esgilt x; =x, & % —q =0. Fiir % — q < 0 gibt es keine Losung in R.

Zwei Spezialfille:

Fir c=0gilt: ax? +bx =0 < x =0 oder X=—g

Firb=0gilt: ax’?+¢c=0 < x =+ —%, falls % < 0, andernfalls gibt es keine
Losung in R.

Eigenschaften der L6sungen

Es seien xq, x, Losungen von ax?® + bx + ¢ = 0 bzw. x? + px + q = 0. Dann gilt:

ax® +bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3) x>+ px+q=(x —x1)(x — x;)

(o]
X1 +Xy = —— X1Xy = — X1 +Xy =—p X1X2 =q
a a

Methode der quadratischen Ergénzung
x?+2bx=c e x*+2bx+b*=c+b> = (x+b)?>=c+b?

b2 b2 2 b2
2 _ 2 _ —
X*+bx=c &= x*+bx+ —=c+— & (x+=) =c+—

4 4 2 4

2
b? bzw. bT ist die quadratische Ergdnzung zu x? + 2bx bzw. x* + bx.
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n GLEICHUNGEN

2.4 Zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten

Definition
Fir a,b,c,d,e,f € R,a,b,d,e # 0 ist ein lineares Gleichungssysten mit zwei
Ungleichungen und zwei Unbekannten gegeben durch:

ax+by =c¢

dx+ey = f

Erlaubte Umformungen oder Aquivalenzumformungen

Eine Gleichung darf mit einer Zahl k # 0 multipliziert werden.

Zu einer Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches der anderen Gleichung addiert
werden.

Allgemeine Lésungsmethoden

Einsetzungs- oder Substitutionsmethode: Auflésen einer Gleichung nach einer
Variablen ergibt z.B. y = f(x), Einsetzen in die andere Gleichung ergibt Gleichung
mit einer Variablen, hier mit x. Auflésen nach dieser Variablen ergibt Losung fiir x,
Einsetzen in y = f(x) ergibt Losung fiir y.

Gleichsetzungsverfahren: Beide Gleichungen werden nach derselben Variablen auf-
gelostund die Ausdriicke werden gleichgesetzt. Dies ergibt eine Gleichung mit einer
(der anderen) Variablen. Aufl6sen nach dieser Variablen ergibt Losung fiir diese, Ein-
setzen in einen der beiden Ausdriicke fiir die andere Variable ergibt Losung fiir diese.

Eliminationsmethode: Addition oder Subtraktion eines geeigneten Vielfachen einer
Gleichung zur anderen fiihrt zu einer Gleichung mit einer Variablen und ergibt eine
Losung fiir diese Variable. Einsetzen dieser Losung in eine der Originalgleichungen
fiihrt zur Losung fiir die andere Variable.

Losungsformel

Falls ae — bd # 0, gilt:

ce — bf af —cd
" ae—bd Y= 4e—bd




2.5 Nichtlineare Gleichungen

2.5 Nichtlineare Gleichungen

Losungshinweise

Ein Produkt von zwei oder mehr Faktoren ist genau dann gleich Null, wenn wenigs-
tens einer der Faktoren Null ist:

a-b=0 < a=0 oder b=0
a;-Ay-...-0,=0 & a,=0 oder a, =0 oder ... oder a,=0
ab=ac < a=0 oder b=c¢

Eine Bruchgleichung ist eine Gleichung, in der die gesuchte Variable mindestens
einmal im Nenner auftaucht. Man multipliziere die Gleichung mit dem Hauptnen-
ner.

Eine Wurzelgleichung ist eine Gleichung, in der die gesuchte Variable mindestens
einmal im Radikanden einer Wurzel auftaucht. Man versuche die Wurzel zu iso-
lieren, d.h. allein auf eine Seite zu bringen, und wende dann die entsprechende
Umkehroperation an (z.B. n-te Potenz bei n-ter Wurzel). Eine Probe ist unerldsslich!

Eine Exponentialgleichung ist eine Gleichung, in der die gesuchte Variable min-
destens einmal im Exponenten einer Potenz oder einer Wurzel auftaucht. Tritt die
Variable nur im Exponenten auf, isoliere man diesen Ausdruck und wende die ent-
sprechende Umkehroperation an, d.h. Logarithmieren oder Potenzieren, wobei die
Gesetze des Logarithmierens anzuwenden sind. Es ist eine Probe erforderlich!

Inb
@ =b & xlna=Inb & x= 12_a e x=log,b (a,b>0, a#1)
Eine Logarithmengleichung ist eine Gleichung, in der die gesuchte Variable min-
destens einmal im Argument eines Logarithmus auftaucht. Man versuche die Glei-
chung durch Potenzieren mit der Basis des vorkommenden Logarithmus (entloga-
rithmieren) zu losen.
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Kapitel 3
Summen, Produkte, Logik,
Mengen, Abbildungen

Definition des Summenzeichens

FirneN,q> p, p,ge Zund a; € Rist

n q
Zai=01+az+...+an Zaizap+ap+1+...+aq
i=1 i=p

Rechenregeln fiir Summen

Firn,keN, q> p, p,q € Z, a;, b;,c € Rgilt:

n n

Z(ai + bz) = ZH:ai + Zn:bl Z(ai = bl) = ZH: a; — ZH:bl AdditiVitat
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1 i=1

n n
> cai=c) q Homogenitit
i=1 i=1
n q
> c=nc > ec=(g-p+1c Summe iiber eine Konstante
i=1 i=p
n n—1 n+1
Dai=D au=D a4 Verschiebung des Summationsindex
i=1 =0 =2

n+1 n 1 0
Z a; = (Z ai) + e Z a; = a, Z a;:=0 Rekursion

=1 =1 =1 =1
n n n
>ai=>a= a Unabhéngigkeit von Bezeichnung des Index
i=1 =l k=1
n k n
a=Y a+ > a (1<k<n Aufteilung in Teilsummen
i=1 i=1 I=k+1



3.2 Wichtige Summen und niitzliche Formelnfiir Summen

Arithmetisches Mittel oder Mittelwert
Definition

Das arithmetische Mittel oder der Mittelwert der Zahlen x;, x5, ..., x,, ist

1 n
Mx = H Zl:Xi
i=

Niitzliche Rechenregeln

n

D (xi— ) =0 Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist Null
iil n
Z(Xi — pe)? = fo — nu? Summe der quadratischen Abweichungen vom Mittelwert
i=1 i=1

1 . . .
= Z(Xi — )= fo — u?2  Mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert
n

i=1 i=1

Arithmetische Reihe
Definition

Die Folge a; = a, a,, as, ... heiBt eine arithmetische Reihe mit der Differenz d, wenn

dpy=ap1+d=a;,+(n—1)d=a+n-1)d

Summenformel

Die Summe der ersten n Glieder einer arithmetischen Reihe a = a3, a5, as, ..., a, =
z mit Anfangsglied a und Schlussglied z ist

n
2 a
i=1

n—-1

Z(a+id)=a+(a+d)+(a+2d)+...+(a+[n—1]d)
i=0

na+w=g(a+(a+[n—1]d))=g(a+z)

2 —_———

=z
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H SUMMEN, PRODUKTE, LOGIK, MENGEN, ABBILDUNGEN

Einige Summen spezieller arithmetischer Reihen

Fiir n € N gilt:

n
1 .
Zi: 14+2+3+...+n==n(n+1) Summe der Zahlen von 1 bis n
=1 2
n
Z(Zi —1)=1+3+...+(2n—-1)=n? Summe der ersten n ungeraden Zahlen

i=1

n
n > 2i=2+4+...+2n=n(n+1) Summe der ersten n geraden Zahlen
i=1

Summe der Quadrat- und Kubikzahlen

Fiir n € N gilt:

n
Ziz =12+22+3%+... +n%= %n(n +1)2n+1) Summe der Quadrate
=1

£ 1
Z(Zi —1)%=12+3%+5%+...+(2n—1)* = §n(4nZ -1) ungerade
i=1
S (20 = 22 442 460 +...+ (2n) = %n(n +1)(2n+1) gerade
i=1

£ 1
Zis =134+2°+3%+. .. +n®= an(n +1)? Summe der Kubikzahlen
=1

n
Z(Zi —1P¥=1"+3%+5+...+(2n—1)® = n*(2n* — 1) ungerade
i=1
Z(zi)3 =2%+4°+6%+...+(2n) = 2n%(n + 1) gerade

i=1

Geometrische Reihe

Definition
Die Folge ay, a;, as, ... heilit eine geometrische Reihe oder geometrische Folge mit
dem Quotienten k, wenn
ani1
— =k
an

fir alle n € Ny, d.h. a,,1 = a, - k und a, = apk™.
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3.3 Doppelsummen

Summenformel*

Fiir eine geometrische Reihe mit dem Anfangsglied a; = @ und dem Quotienten k

gilt:
= k=1 1-k"
i_ 2 n-1 _ —
ank-a+ak+ak +...+ak _ak—l_al—k (k #1)

Speziell fiir a, = 1 gilt:

. i 2 n kn+1_1
§k=1+k+k +.. . +k"= ——— (k#1)
pn k-1

Summe aufeinanderfolgender Differenzen

n

Fiir n € Nund a; € R gilt: Z(ak+1 —ay) =apq — ay
k=1

Annahmen

Gegeben seien g e R 1 < i < m;1 < j < n, geschrieben in rechteckiger Anord-
nung:

ay1 Qqz --- Qip
dg1 dzz -+ dzp
am1 Qmz **+ Amn

Zeilen- und Spaltensummen

Fiir die obige Anordnung ist die Zeilensumme {iber die i-te Zeile: 3" a;
Jj=1

Die Spaltensumme iiber die j-te Spalte ist: " a;
i=1

* Siehe auch S. 130
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- SUMMEN, PRODUKTE, LOGIK, MENGEN, ABBILDUNGEN

Summe der Zeilen- oder Spaltensummen

Die Summe tiber alle Zeilensummen ist

n n n m n
201]-+202]-+...+20m]-=z ZGU- =
j=1 j=1 j=1 i=1 \ j=1

(011+012+...+01n)+(021+022+...+02n)+...+(am1+am2+...+amn)

Die Summe iiber alle Spaltensummen ist

m m m n m
i=1 i=1 i=1 j=1 \li=1

(011+021+...+am1)+(012+022+...+am2)+...+(01n+02n+...+amn)

Unabhangigkeit von der Reihenfolge der Summation

Die Summe der Zeilensummen ist gleich der Summe der Spaltensummen, d.h.

i=1 j=1 j=1 i=1

Definition einer Doppelsumme

Eine Summe der Gestalt z z a;; heifit eine Doppelsumme.

i=1 j=1

Definition des Produktzeichens

FirneN,q> p, p,ge Zund a; € Rist

n q9
Haj=01'02'...'0n Haj=0p'0p+1'...'0q
i=1 i=p

34



3.5 Fakultaten und Binomialkoeffizienten

Rechenregeln fiir Produkte

Firn,keN, q> p, p,q € Z, a;, b;,c € Rgilt:

n

H(ai'bi) =H01'Hbi

i=1

n Multiplikativitat
. la
B (b; #0)
i=1 H bi
i=1

n n
[Ttc-ay=c"T]a Homogenitit vom Grad n
i=1 i=1

n q
[Te=¢" [Te=crr Produkt {iber eine Konstante
i=1 =p

n n—-1 n+1
[Tai=]]aw=]]a- Verschiebung des Index
i=1 =0 =2

n+1 n 1
H a; = (H aj) Ay H a; = a Rekursion
i=1 i=1 i=1

n n n
[Ta=]]a=]]a Unabhéngigkeit von Bezeichnung des Index
i=1 j=1 k=1

n k n
Hai = Hai . H a (1<k<n) Aufteilung in Teilprodukte
i=1 =1 i=k+1

3.5 Fakultaten und Binomialkoeffizienten

n Fakultat

Definition
Fiir n € Nist n Fakultit definiertdurch: n!=1-2-3-...-(n—1)-n= Hi ol=1
i=1

Eigenschaften

(n+1)!'=n!n+1)
n!'~ «/27n-n"-e™" =+27n- (E) Stirlingsche Formel fiir groBe n € N
e
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H SUMMEN, PRODUKTE, LOGIK, MENGEN, ABBILDUNGEN

Binomialkoeffizient

Fiir m, k € Ny; k < m ist der Binomialkoeffizient (gelesen als ,,m tiber k) definiert

durch
m\ m!
(k) ~ (m — k)'k!

Aquivalente Definition

Fiir k, m € N mit k < m gilt die dquivalente Definition

k! B k-(k—1)-...-1

m\ m-(m—1)-...-m—k+1) m-(m-1)-...-(m—k+1)
k
Man merke sich: Im Zihler und Nenner stehen jeweils k Faktoren natiirlicher Zah-

len, um 1 absteigend, beginnend bei m im Zahler und k im Nenner!

Rechenregeln fiir Binomialkoeffizienten

Es gelten die folgenden Regeln, die am Pascal’schen Dreieck iiberpriifbar sind!

oS (6 I R = )
=1 = = =m =1
0 0 1 m-—1 m
m m Symmetrie
" \m-k y
+1 m m ees
N 1) = (k) + (k e Additionssatz

m-—1 k ..

) + ( X ) +...+ (k) Additionssatz
m+1 m+n m+n+1 .

) + ( ) +.+ ( i ) = ( Y ) Additionstheoreme

° 5

° 5

o

/'\/'\/'\/'\6‘;/‘\/‘\/‘\/‘\/‘\
—~—"
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3.6 Aussagenlogik

Pascal'sches Dreieck

m k
0

0 1 1
1 1 1 2
2 1 2 1 3
3 1 3 3 1 4
4 1 4 6 4 1 5
5 1 5 10 10 5 1 6
6 1 6 15 20 15 6 1
) GG (") )

0 1 2 n—1 n

Jede Zahl ist Summe der beiden Nachbarn links und rechts in der Zeile dartiber.

Newtons Binomische Formeln

a+b)! =a+b

a+b)? = a®+2ab + b?

a+b)® = a®+3a®b +3ab* + b®
a+b)* = a*+4ad®b + 6a*b? + 4ab® + b*

(a+by™ = @™ + (Ma™ b +...+ (" )ab™ + ()b = 3 (M)am kb

1.

Aussage und Aussageform

Eine Aussage ist eine Behauptung (Satz) p, der (dem) eindeutig der Wahrheitswert
wahr (W) oder falsch (F) zugeordnet werden kann.

Eine offene Aussage oder Aussageform ist eine Aussage p(x), in der eine Variable
vorkommt. Erst nach Einsetzen des Variablenwertes kann {iber den Wahrheitswert
entschieden werden.
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Negation einer Aussage

Ist p eine Aussage, so ist =p (Nicht p, gelegentlich auch p oder ~ p) die Negation
W falls p falsch

dieser Aussage mit den Wahrheitswerten F falls p wahr

Verbindung zweier Aussagen

Zwischen zwei Aussagen p und q gibt es die folgenden Verbindungen oder Verkniip-
fungen:

Aussagenverbindung Name Notation
pund q Konjunktion pPAgQ

p oder g Disjunktion pVvg
Wenn p, so q (Aus p folgt q) Implikation (Subjunktion) | p — ¢

p genau dann, wenn q (p dquivalent zu q) | Aquivalenz (Bijunktion) peq

Sie werden durch die folgende Wahrheitstafel definiert:

Pl a|prqpvgp—q|peg
wiwlw | w | w | w
wlF| F | w]| F F
Flw|  F | w | w | F
F|F| F | F | w | W

Notation: Statt p — g bzw. p <> q findet man auch p = g bzw. p & q

Tautologie
Definition

Eine Tautologie (Identitdt oder ein aussagenlogisches Gesetz) ist eine Aussagenver-
bindung, die stets wahr ist.

Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten und vom Widerspruch

Die folgenden Aussagenverbindungen sind Tautologien:
pV—p Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten
—(p A —p) Gesetz vom Widerspruch



3.6 Aussagenlogik

Tautologische Aquivalenzen (<)

—-(=p)ep Doppelte Negation
pvpep pApep Idempotenz
(pvgvrepvigvr)epvgvr Assoziativitat
(pAgdAropA(@AT) S pAgAT Assoziativitat
(pegernepeo@er)eopeoqgeor Assoziativitat
pPVq@eSqVp  pPAQESQAp (peq) e (g p) Kommutativitat

pvigar)e(pvgAalpvr) pAalgvr)e(paq VvipAar) Distributivitat

=(p—>qg epr—q) Negation der Implikation
=(pAq)e —-pVv—q =(pvq) &-pAr—q de Morgansche Regeln
p=>ge(pve

(p— q < (=qg— —p) Kontraposition

sentweder p oder ¢“ < [(p A —q) V (=p A q)]

pvigr—-qgep  pAlgv—gep
po>@-or)e(pag-—>r

“peogepe—q)

Pegdelp-galg—p pPogepargVvicpa—g)

Tautologische Implikationen: (=)

PAQ=p pPAgG=>(q Vereinfachung
p=pVvqg q=pVvq Addition
p=pP—->q9 qg={p-4q

“po>g=p -lp-oqg=—q

pAlpvag=gq

(p=>gArlg—o>1)]=(p>r1) Transitivitat, Kettenschluss
[pA(p— gl=q Abtrennungsregel, direkter Schluss
~qAlp—> g =-p

[pA(=q— —p)l=q Indirekter Schluss
[(pr V) A(pr = @ A(p2 = gl =g Fallunterscheidung
(p—= QAl=p— q@l=q Fallunterscheidung, Alternativschluss
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Quantoren
Definition

Das Zeichen V heifit der Allquantor und (Vx: p(x)) bedeutet: fiir alle x ist die Aussage
p(x) wahr.

Das Zeichen 3 heiit der Existenzquantor und (3x: p(x)) bedeutet: Es gibt (existiert)
ein x, fiir das p(x) wahr ist.

Rechenregeln fiir Quantoren

Vx: p(x) & —~Ix: —p(x) Ix: p(x) & —Vx: —p(x) Austausch der Quantoren
Vx: p(x) A q(x) © Vx: p(x) A Vx: g(x) Distributivgesetz
Ix: p(x) v qx) © Ix: p(x) v Ax: q(x) Distributivgesetz

vx:(p Vv q(x)) © pV (Vx: q(x)) vx:(p A q(x)) © p A (Vx: g(x))

dx:(pVvqlx)) ©pvVv(@x:qx) dx:(p A q(x)) © p A (@x:q(x))

Vx:p(x) » g < Ix: plx) - q

p - Vx:qx) © Vx:p — q(x) p— Ix:qlx) © 3Ix:p - q(x)

(Vx: p(x)) V (¥x: q(x)) = Vx: p(x) Vv q(x)

@x: px) A g(x)) = @x: px)) A @x: q(x))

Vx:Vy: p(x, y) & Vy: Vx: p(x, y) Kommutativgesetz
Ix:3Jy: plx, y) & Jy:Ix: p(x, y) Kommutativgesetz

3.7 Mathematische Beweise

Mathematische Satze als Implikationen

Mathematische Sdtze (Theoreme) konnen als Implikationen P = Q formuliert wer-
den, wobei P und Q jeweils eine Aussage oder eine Reihe von Aussagen sind. Be-
deutung: Wenn P wabhr ist, so ist notwendig auch QQ wahr. Andere Redeweisen fiir
P = Q: P impliziert ; wenn P, dann auch Q; Q ist eine Folgerung (folgt) aus P; Q,
wenn P; P nur, wenn Q oder ( ist eine Implikation von P. Besonders wichtig sind
die Formulierungen:

P ist eine hinreichende Bedingung fiir Q und Q ist eine notwendige Bedingung
fiir P.

Direkter und indirekter Beweis

Bei einem direkten Beweis zeigt man ausgehend von P, dass Q wahr ist.



