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Vorwort

Die Mikroelektronik ist wohl die wichtigste Basistechnologie unserer modernen Welt.
Computer, Mobiltelefone, Kameras, das Internet, aber auch Automobile, Eisenbahnen und
Flugzeuge sind ohne den Einsatz mikroelektronischer Systeme nicht mehr denkbar. Die
Mikroelektronik begriindet das Informationszeitalter, die moderne medizinische Diagnostik
und unser gesamtes elektronisches Kommunikationswesen.

Herzstiick all dieser Anwendungen sind integrierte Schaltungen, bei denen aktive und pas-
sive elektronische Halbleiterbauelemente auf einem einkristallinen Silizium-Chip integ-
riert werden. Besonderes Merkmal ist dabei die enorme Miniaturisierung, die mittlerweile
zu lateralen Abmessungen von weniger als 50 nm gefiihrt hat. Damit konnte die Bauele-
ment-Dichte und im selben Zuge die Taktfrequenz und damit die Leistungsfdhigkeit mikro-
elektronischer Schaltungen massiv erhcht werden.

Die zur Herstellung integrierter Schaltungen verwendeten Entwicklungs- und Fertigungs-
verfahren erfordern heutzutage ein enorm hohes Maf} an technischem Know-how, verbun-
den mit erheblichen Investitionskosten. Die Weiterentwicklung integrierter Schaltungen
vollzieht sich deshalb auf unterschiedlichen, hoch spezialisierten Ebenen getrennt vonein-
ander und mit einem jeweils sehr hohen Abstraktionsgrad: Bauelement-Physik, Halbleiter-
leitertechnologie, Entwurf, Simulation, Layout. Gleichzeitig konnte gerade der Entwurf,
die Simulation und Verifikation digitaler Schaltungen teilweise automatisiert werden. Die
entsprechenden Software-Werkzeuge bewegen sich auf Abstraktionsebenen jenseits der
elektrotechnischen Vorgiange auf Bauelementebene.

In den Curricula der Elektrotechnik, Physik und Informatik driften diese verschiedenen
Spezialisierungsebenen immer weiter auseinander. Ziel dieses Buches ist es, dem entge-
genzuwirken, umfassende Grundlagen zu legen und alle wesentlichen Aspekte der Bauele-
ment-Physik, des Entwurfs, der Simulation und der Layout-Erstellung integrierter Schal-
tungen einheitlich zu vermitteln. Der Leser soll in die Lage versetzt werden, integrierte
Schaltungen ausgehend vom einfachen Transistor und digitalen Gatter bis hin zu aufwen-
digen analogen Operationsverstirkerschaltungen selbst zu entwerfen und zu simulieren.

Als CAD-Werkzeuge fiir die Schaltungssimulation und Layout-Erstellung wurden ganz
bewusst Softwareprogramme ausgewdhlt, die auf einem normalen PC unter Windows einge-
setzt werden konnen und kostenfrei zur Verfiigung stehen. So wird fiir die Schaltungsent-
wicklung die Vollversion des leistungsfahigen Simulators ,, LT-SPICE“ der Firma Linear Tech-
nology eingesetzt; fiir die Layout-Arbeiten stellt die Firma Tanner Research, Inc., Pasadena,
CA, eine Studentenversion des hervorragenden und einfach zu bedienenden Werkzeuges
, L-Edit“ zur Verfiigung.

Der erfolgreiche Einstieg in das komplexe Gebiet des Chip-Designs steht und fdllt mit dem
Erlangen eigener praktischer Erfahrungen. Mittlerweile bieten namhafte Halbleiterherstel-
ler ihre Technologie auch auBerhalb der eigenen Produktion an. Uber Multiprojekt-Wafer-
Runs haben neben mittelstdndischen und kleinen Industriebetrieben auch Hochschulen
den Zugang zu moderner Prozesstechnologie. Das vorliegende Buch soll deshalb vor allem
auch zu Projektarbeiten anregen mit dem Ziel, dass einfache Schaltungen wirklich in Sili-
zium realisiert, anschlieBend vermessen und die Resultate mit den Simulationsergebnissen
verglichen werden koénnen.
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Inhalt

Das Buch ist in vier Teile gegliedert.

Nach einer Einfithrung in den Themenbereich der integrierten Elektronik stehen im ersten
Teil des Buches die Beschreibung der Halbleiterphysik, integrierte Bauelemente sowie die
grundlegenden Technologien bei der Fertigung im Mittelpunkt.

Im Teil I werden anhand einfacher, industriell verfiigharer Prozesse die Grundlagen fiir
einen prozessspezifischen Schaltungsentwurf und die zugehorige Layout-Erstellung praxis-
nah erldutert. Dabei wird sowohl auf die erforderlichen schaltungstechnischen Grundlagen
als auch auf die gédngigen Design-Methoden und Verifikationsverfahren (Simulation, Design-
Rule-Check, Layout-Versus-Schematic) eingegangen.

Die vorgestellten Prozesse und Grundregeln finden dann in den Teilen III und IV konkrete
Anwendung: Anhand ausgewihlter analoger und digitaler Grundschaltungen werden
Rechen- und Layout-Beispiele ausfiihrlich erldutert.

Der Leser wird mit diesem Buch in die Lage versetzt, integrierte Schaltungen vom einfa-
chen digitalen Gatter bis hin zu aufwendigen analogen Operationsverstiarkerschaltungen
selbst zu entwerfen und zu simulieren. Die zugehorige Simulations- und Design-Software
(LT-SPICE, L-Edit) steht im Downloadbereich des Verlages zur Verfiigung.

Zielgruppe

Das Buch richtet sich an Studierende der Elektrotechnik, Informatik oder Physik und kann
wihrend des Studiums angefangen bei den Grundlagen der Elektronik und Schaltungstech-
nik iiber die Halbleiter- und Prozesstechnologie bis hin zum Design integrierter Schaltungen
vorlesungsbegleitend verwendet werden. Die ausfiihrlichen Rechen- und Simulations-
beispiele sollen zudem ein Selbststudium fiir Quereinsteiger ermoglichen.
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des Manuskripts, Frau Katharina Heuck fiir das Erstellen der zahlreichen Abbildungen
gedankt.



Webseite

Teile des Buches begleiten die Lehrveranstaltungen Integrierte Schaltungen und Grund-
lagen der Elektronik, die an der TU Braunschweig im Studiengang Elektrotechnik abgehal-
ten werden. Die Grundziige dieser Vorlesungen wurden in hohem Mafe durch Herrn Prof.
Andreas Schlachetzki, dem ehemaligen Leiter des Instituts fiir Halbleitertechnik, gepragt.
Fiir diese ausgesprochen hilfreichen Vorarbeiten sind wir sehr dankbar.

Dariiber hinaus danken wir dem Pearson-Verlag und insbesondere Herrn Birger Peil fiir die
geduldige Begleitung beim Verfassen des Manuskripts.

Ein besonderer Dank gilt unseren Familien, durch deren Verstdndnis und Geduld dieses
Buch erst moglich gemacht wurde.

Webseite

Die Simulations- und Design-Software (LT-SPICE und L-Edit) kann aus dem Internet herun-
tergeladen werden. Sie wird dem Leser dariiber hinaus aber auch im Downloadbereich des
Verlages zur Verfiigung gestellt. Die Webseite des Verlages steht unter http://www.pearson-
studium.de. Am schnellsten gelangen Sie von dort zur Buchseite, wenn Sie in das Feld
»Schnellsuche“ die Buchnummer 4011 eingeben. In einer einzigen ZIP-Datei ,,IC.zip*“ sind
alle Unterlagen, die Sie zum Studium des Buches benétigen, zusammengefasst. So finden
Sie neben den Programmen (Ordner ,,Programme*) auch die meisten Schaltungen und Lay-
outs dieses Buches. Sie sind kapitelweise geordnet (Ordner , Kapitel 8¢ bis , Kapitel 14,
,Kapitel 16 bis , Kapitel 18“ sowie ,,Anhang“). Auch die Technologiedaten (Ordner , Tech-
nologie-Files“) und die SPICE-Parameter fiir die verwendeten Bauelemente (Ordner ,,Spi-
celib“) sind in der Datei IC.zip enthalten. Die Schaltungen sind mit dem Schematic-Editor
von LT-SPICE erstellt worden (Dateiendung ,asc”) und konnen deshalb direkt, eventuell
nach einer Anpassung der Dateipfade, simuliert werden. Die Layout-Dateien (Dateiendung
,tdb*) lassen sich mit L-Edit 6ffnen. Im Ordner ,,Skripten® sind kurze Einfithrungen in die
Programme SPICE, LT-SPICE und L-Edit im PDF-Format enthalten.
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Der erste Teil dieses Buches widmet sich den physikalischen, technologischen und ferti-
gungsspezifischen Grundlagen integrierter Bauelemente und Schaltungen.

In Kapitel 1 wird zunéchst eine Unterscheidung der Technologien innerhalb der Mikroelekt-
ronik vorgenommen: Leiterplattentechnik — Hybridtechnik — Halbleitertechnik. Im Sinne
einer Einfithrung in die Thematik wird in Kapitel 1 der Begriff ,Integrierte Schaltung”
erklart, der generelle Aufbau vorgestellt und der allgemeine Verlauf eines Entwurfsprozesses
erldutert.

Kapitel 2 widmet sich den physikalischen Grundlagen der Halbleitertechnik. Um den Begriff
,Bandstruktur von Halbleitern® zu erkléren, erfolgt zundchst eine knappe Einfithrung in eine
quantenmechanische Beschreibung der Energieniveaus in Halbleitern. Von dieser Bandstruk-
tur ausgehend werden die elektronischen Eigenschaften von Halbleitern kurz besprochen
und wichtige Begriffe wie Fermi-Energie, elektrische Leitfiahigkeit und Dotierung diskutiert.
Fiir ein Verstdndnis der quantenmechanischen Betrachtungen sind einige Grundkenntnisse
der Vektoranalysis notwendig. Da diese z. B. an Fachhochschulen teilweise nicht gelehrt
werden, sind die hier vorgestellten Zusammenhénge keine Voraussetzung fiir das Verstdnd-
nis der weiteren Kapitel.

In Kapitel 3 werden die wichtigsten Bauelemente in ihrer integrierten Form vorgestellt. Ausge-
hend von der Diode erfolgen die Beschreibung der wichtigsten Eigenschaften von Bipolar- und
Feldeffekt-Transistoren sowie die Herleitung und Erlduterung der fiir eine Schaltungsberech-
nung wichtigen Kennliniengleichungen. Des Weiteren werden verschiedene Ausfithrungen
integrierter Speicher und die Grundziige passiver Bauelemente eingefiihrt. Die in Kapitel 3
vorgestellten Bauelementbeschreibungen bilden die Basis fiir die Erlduterungen zur Schal-
tungsdimensionierung in den Teilen IITund IV.

Kapitel 4 behandelt die technologischen Grundlagen der Herstellung integrierter Bauelemente
in Silizium. Dabei werden die gédngigen Prozeduren und Anlagen der IC-Fabrikation
beschrieben; diese bilden wiederum die Basis fiir die in Teil IT erlduterten Herstellungs-
abldufe bei den in diesem Buch verwendeten CMOS- und Bipolar-Prozessen.

Um eine in Silizium integrierte Schaltungsstruktur als elektronisches Bauelement nutzen
zu konnen, miissen sowohl eine geeignete Kontaktierung als auch ein der Anwendung ent-
sprechendes Gehduse gewihrleistet werden. Die dabei gédngigen Verfahren zur Weiterverar-
beitung und Kontaktierung des ,reinen® Silizium-Chips sowie die unterschiedlichen
Gehduseausfithrungen werden in Kapitel 5 vorgestellt.

In Kapitel 6 werden mogliche Defekte in integrierten Schaltungen sowie allgemeine Teststrate-
gien im Uberblick eingefiihrt. Das Kapitel schlieBt mit der Beschreibung einer praxisnahen
Testprozedur an einer analogen Schaltung.
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Einleitung

> Dieses Kapitel dient der Einfithrung des Lesers in den Themenbereich der integrierten

Schaltungen. Dafiir erfolgt zundchst eine kurze Beschreibung der géngigen Realisie-
rungsmoglichkeiten fiir elektronische Schaltungen im Allgemeinen. Anschliefend werden
die Merkmale unterschiedlicher Typen von integrierten Schaltungen hinsichtlich der
Anwendung und des Entwurfsprozesses kurz erldutert, um so eine erste Vorstellung fiir die
Verfahrensabléufe beim Design und Layout kundenspezifischer Schaltungen (ASICs) ((
zu vermitteln.

B Unterscheidung von Leiterplattentechnik, Hybridtechnik und Halbleitertechnik
B Was ist eine integrierte Schaltung?
B Aufbau von integrierten Schaltungen

B Entwurfsprozess integrierter Schaltungen

In der Mikroelektronik gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten, elektronische Schaltungen
zu realisieren. Um den Anwendungsbereich und die charakteristischen Eigenschaften integ-
rierter Schaltungen einordnen zu kénnen, werden an dieser Stelle die gdngigen Technologien
der Mikroelektronik zusammenfassend beschrieben. Eine iibliche Einteilung unterscheidet
drei Hauptgruppen: die Leiterplattentechnik, die Hybridtechnik und die Halbleitertechnik.

1.1 Leiterplattentechnik

Die Leiterplattentechnik stellt das Standardaufbaukonzept elektronischer Baugruppen dar. Es
gibt viele verschiedene Ausfiihrungsmoglichkeiten elektronischer Leiterplattenschaltungen,
die abhéngig von Einsatzgebiet und Anforderungen anwendungsspezifisch genutzt werden.
Generell unterscheidet man Leiterplattenbaugruppen mit steckbaren Bauteilen (Through Hole
Technology, THT) von Aufbauten mit aufsetzbaren Bauelementen (Surface Mount Technology,
SMT; das Bauteil wird als Surface Mounted Device, kurz SMD bezeichnet). Wahrend sich die
Durchsteckmontage durch eine sehr hohe Robustheit und flexible Anwendung auszeichnet,
sind als Vorteile des SMT-Prozesses vor allem eine bessere Automatisierbarkeit, ein héherer
Integrationsgrad durch den Wegfall der Bohrungen und in den meisten Féllen auch die nied-
rigeren Kosten zu nennen. Zusétzlich bietet die Oberflichenmontage die Moglichkeit, eine
Leiterplatte von beiden Seiten zu kontaktieren. Dies ist bei der Durchsteckmontage prinzipi-
ell zwar auch moglich, birgt verfahrenstechnisch aber zu viele Schwierigkeiten.

In vielen Anwendungen werden die beiden Montagetechniken SMT und THT auch kombi-
niert (Mixed Print), was immer dann nétig wird, wenn die elektrische Belastung aufsetzbarer
Bauteile tiberschritten wird oder aber bestimmte Komponenten nur in einer Bauart zur Ver-
fligung stehen [1].
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Abbildung 1.1: (a) Through Hole Technology (THT) und (b) Surface Mount Technology (SMT).

Das Einsatzfeld der Leiterplattentechnik reicht von einfachen Anwendungen als Schal-
tungstrdger fiir Schaltungen aus diskreten Einzelbauelementen bis hin zur Plattform fiir
komplexe Flachbaugruppen; bei diesen werden komplexe integrierte Bauelemente in Form
von SCPs (Single-Chip-Packages) zusammen mit duBleren Beschaltungen durch aktive und
passive Bauelemente zu einer Einheit zusammengefasst. In diesem Fall kann man nicht
mehr von einem Leiterplattenschaltungskonzept sprechen; vielmehr stellt die Leiterplatte
eine Ebene des Packaging (siehe Kapitel 5) dar.

Sowohl bei der SMT- als auch bei der THT-Realisierung von Leiterplattenbaugruppen wer-
den die Bauelemente iiber metallische Leiterbahnen — zumeist Kupfer — miteinander ver-
schaltet. Grundmaterialien der Leiterplatten sind fiir Low-Cost-Anwendungen vor allem
Phenolharze mit Papier, fiir anspruchsvollere Strukturen kommen glasfaserverstirkte
Epoxidharze zum Einsatz. Fiir komplexere Leiterplattenaufbauten, wie beispielsweise in
Handys oder Computern, werden als Metallisierungsebenen nicht nur die Ober- und Unter-
seite genutzt, sondern mehrlagige Leiterplatten verwendet.

Die Leiterplattentechnik ist im Allgemeinen vor allem fiir Strukturen mit einer begrenzten
Anzahl von Bauelementen sowie als Grundlage von Anwendungen mit integrierten Schal-
tungen geeignet. Der Entwicklungsaufwand von Schaltungen mit Leiterplattentechnik ist
dabei im Vergleich zu anderen Technologien der Mikroelektronik geringer, Schaltungen
konnen schnell und flexibel realisiert werden.

1.2 Hybridtechnik

In der Hybridtechnik werden im Gegensatz zur normalen Leiterplattentechnik viele passive
Bauelemente mit speziellen Schichttechniken direkt auf der Leiterplatte realisiert und
anschliefend mit diskreten Funktionselementen und integrierten Bausteinen auf dem Tréger-
substrat kombiniert. Fiir die Herstellung der Leiterbahnen und Funktionselemente auf dem
Schaltungstrdger kommen im Wesentlichen zwei Technologietypen zum Einsatz. Man unter-
scheidet Diinnschichttechnik und Dickschichttechnik. Generell gilt, dass die Hybridtechnik —
wie die Leiterplattentechnik — sowohl ein separates Schaltungskonzept als auch eine Schal-
tungstragervariante fiir verschiedene ICs darstellen kann.

Bei der Dickschichttechnik werden die Leiterbahn-, Widerstands-, Dielektrikums- und
Abdeckstrukturen tiber einen Siebdruckprozess hergestellt. Hierbei miissen die siebdruck-
fahigen Pasten durch eine strukturierte Druckform auf dem Substratmaterial aufgebracht und
anschliefend in einem Wéarmeschritt eingebrannt werden. Vor allem Mehrlagenstrukturen in
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Dickschichttechnik haben eine sehr hohe Verbreitung. Dazu zédhlen auch Kernbestandteile
von Computeranlagen und Array-Anordnungen fiir die Montage von Chip-Carriern. In Abbil-
dung 1.2 ist ein solches Dickschichtmodul dargestellt. Man beachte dabei die Pins an den
Seiten der Schaltung, die eine Weiterverarbeitung als THT-Bauteil auf einer hoheren Hierar-
chieebene erméglichen.

Abbildung 1.2: Vorder- und Riickseite eines Hybridtragers in Dickschichttechnik. Auf der Riickseite in (Teilbild b) sind zwei
Widerstande zu erkennen, die getrimmt werden kdnnen (ASIC GmbH, D-83550 Emmering).

In der Diinnschichttechnik lassen sich zwei Grundprinzipien der Schichtabscheidung
unterscheiden: das thermische Verdampfen eines Materials mittels Elektronenstrahl- oder
Widerstandsverdampfung und das Sputtern (siehe Abschnitt 4.4.1). Die Strukturierung der
Schichten erfolgt mithilfe fotolithografischer Techniken (siehe unten). Mit der Diinn-
schichttechnik lassen sich daher wesentlich kleinere Abmessungen realisieren als mit der
Dickschichttechnik.

Als Substratmaterial werden fiir Hybridtrdger meist Keramiken wie z. B. Al,05 oder AIN
verwendet. In aufwendigeren Anordnungen kommen auch polymer- oder keramik-
beschichtete Metallsubstrate zum Einsatz.

Der Anteil von Dickschichthybridanordnungen am gesamten Hybridtragermarkt liegt bei
tiber 90 % [3]. Dies ist vor allem auf die niedrigeren Kosten, eine einfachere Prozessfiih-
rung und die hohe Belastbarkeit von Dickschichtaufbauten zuriickzufithren. Baugruppen
in Schichttechnik kénnen hoher integriert werden als Standardmodule der Leiterplatten-
technik, auBerdem ist die thermische Belastbarkeit meist besser.

1.3 Halbleitertechnik

Unter dem Begriff der Halbleitertechnik fasst man allgemein die Realisierung von elektronischen
Schaltungen oder optischen Bauelementen mithilfe von Halbleitermaterialien zusammen. Eine
besondere Bedeutung kommt dabei den integrierten Schaltungen zu, die als Bauelemente der
Halbleitertechnik die Kernbestandteile der modernen Elektronik darstellen.

1.3.1 Integrierte Schaltungen

Eine integrierte Schaltung stellt die Kombination von passiven und aktiven Bauelementen auf
einem einzigen monolithischen Halbleiterkristall dar. Auf diesem Wege kénnen sehr zuverlas-
sige und energiesparende Schaltungen auf kleinster Fldche realisiert werden (Abbildung 1.3).
Waihrend die Entwicklung und das Design von ICs verhéltnisméBig kostspielig sind, werden
die Stiickkosten bei einer Massenfertigung vergleichsweise niedrig. So stellen hochintegrierte
Schaltungen auf Silizium-Basis die Kernbestandteile von Computern, Kameras und allen
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modernen Steuerungs- und Kontrolleinheiten dar. Zudem finden ICs aller Art in Kombination
mit der Leiterplatten- und Hybridtechnik als Speicher, logische Gatter oder Verstarkerbauele-
ment vielfach Verwendung. Allgemein konnen integrierte Schaltungen als die Schliisselkom-
ponenten der modernen Mikroelektronik betrachtet werden.

i
it

Abbildung 1.3: Intel Pentium IV Mikroprozessor (Foto: Intel Inc.).

Die Fertigung von modernen ICs stellt héchste Anforderungen an die Halbleitertechnolo-
gie. Die Verwendung immer neuer Materialien und besserer Verfahren der Fotolithografie
und Diinnschichttechnik ldsst BauelementgréBen von unter 30 nm zu. Durch diese hohe
Integration werden beziiglich Zuverldssigkeit, Komplexitdt, Preis pro Bauelement sowie
Platz- und Energieverbrauch Werte erreicht, die mit anderen Verfahren der Mikroelektronik
nicht anndhernd realisiert werden kénnen.

Im praktischen Einsatz bendtigen integrierte Bauelemente immer einen Schaltungstréger
und werden direkt (Chip On Board, siehe Abschnitt 5.4), einzeln verpackt (Single-Chip-
Package (SCP), Abschnitt 5.3) oder in Form eines Multi Chip Module (MCM, siehe Abschnitt
5.5) auf einem Hybrid- oder Leiterplattentrdager befestigt.

Dieses Buch behandelt im Schwerpunkt die Grundlagen, das Design, das Layout und
die Technologie integrierter Bauelemente und Schaltungen. Die Leiterplatten- und
Hybridtechnik finden nur in Kapitel 5 im Rahmen der Aufbau- und Verbindungstech-
nik integrierter Schaltungen am Rande Erwadhnung.

Die Herstellung integrierter Schaltungen basiert auf der Fotolithografie; hierbei erfolgt die
Strukturierung der unterschiedlichen Bereiche auf dem Chip iiber eine Belichtung von vor-
strukturierten Masken. Ein beispielhafter Schritt zur Strukturierung einer Leiterbahn ist in
Abbildung 1.4 dargestellt. Zundchst wird in Abbildung 1.4a die durch eine Oxidschicht
passivierte Struktur ganzflachig mit der gewiinschten Metallisierung (z. B. AlSiTi) bedeckt.
AnschlieBend erfolgt in Abbildung 1.4b der Auftrag mit Fotoresist. Dieser dndert bei Ein-
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strahlung mit UV-Licht seine chemischen Eigenschaften. In dem hier vorgestellten Beispiel
resultiert aus der Bestrahlung mit UV-Licht eine h6here Vernetzung von Kohlenwasser-
stoffmolekiilen innerhalb des Fotoresists, wodurch eine hohe Bestidndigkeit gegen den
Entwickler erreicht wird. Durch die sich anschlieBende Entwicklung lsen sich so nur die
unbelichteten Bereiche des Fotoresists. Danach kann der eigentliche strukturgebende Pro-
zessschritt erfolgen, im Beispiel aus Abbildung 1.4 ist dies das Atzen der Metallisierungs-
schicht in Abbildung 1.4 e). Im letzten Schritt wird der ausgehértete Fotoresist wieder ent-
fernt; es bleibt eine strukturierte Leiterbahnebene zuriick.

Das Grundprinzip, iiber die Belichtung von strukturgebenden Masken die einzelnen Ebenen
fiir die Bauelemente auf dem Silizium-Substrat erzeugen zu konnen, bestimmt die Herstel-
lung von integrierten Schaltungen. Die technologischen Grundlagen fiir die IC-Fertigung
werden in Kapitel 4 eingehender erldutert; die Beschreibung vollstdndiger Herstellungs-
prozesse fiir grundlegende integrierte Schaltungskonzepte erfolgt in Kapitel 7.

Metallisierung auf oxidiertem Fotolack-Auftrag
Silizium-Substrat

(d |

1

Belichtung durch Maske Entwicklung des Fotolacks

Eﬁ/ﬁ — a

r i

Atzen des Metalls Ablosen des entwickelten
Fotolacks

Abbildung 1.4: Herstellung einer Metallisierungsstruktur mittels Fotolithografie unter Verwendung von Negativ-Fotolack.

Die fiir den Herstellungsprozess notwendigen Masken werden aus dem Layout generiert;
dieses besteht aus der grafisch darstellbaren Geometrie der fiir den Schaltungsdesigner
relevanten Schaltungsstrukturen auf dem Chip. In Abbildung 1.5 ist das Layout einer einfa-
chen Zwei-Transistor-Struktur (Inverter, sieche Abschnitt 7.4 und 18.1) mit dem zugehori-
gen Schaltplan dargestellt.

Aus Anwendersicht lassen sich vier Gruppen von integrierten Schaltungen unterscheiden. Der
IC-Markt wird durch digitale Hochleistungsmikroprozessoren und kostengiinstige program-
mierbare Mikrocontroller einerseits und ASICs sowie Standard-ICs andererseits bestimmt.

Die Grenzen zwischen Mikrocontrollern und Mikroprozessoren sind flieBend; Unter-
schiede sind vor allem durch die Leistungsfihigkeit gegeben. Es besteht aber die Gemein-
samkeit, dass die konkrete Anwendung in gewissen Grenzen variabel ist und durch eine
externe Programmierung vorgegeben wird.
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VDD

Slb

Abbildung 1.5: Layout und Schaltplan einer Inverter-Schaltung in CMOS-Technologie.

Standard-ICs werden als Grundbausteine fiir die Bestiickung von Schaltungstrdgern ver-
kauft; die Funktionen sind vorher festgelegt. So konnen digitale Gatter oder Flip-Flops und
analoge Verstdrkerschaltungen erworben und auf einem Schaltungstrdger mit Einzelbau-
elementen zu der gewiinschten Schaltung zusammengefasst werden (z. B. auf einer Leiter-
platte oder einem Hybridtréger, siehe oben).

Bei den sogenannten ASICs (Application Specific Integrated Circuit) erfolgen der Entwurf und die
Fertigung einer integrierter Schaltung nach den Erfordernissen eines konkreten Kundenwun-
sches (Abbildung 1.6). Auf diese Weise kann die Schaltung hinsichtlich der Performance, des
Leistungsverbrauchs oder des Flachenbedarfs fiir die gewiinschte Funktion optimiert werden.

Design und Layout

Spezifikationen

Kunde

ASIC

Abbildung 1.6: Der Weg vom Kundenwusch zur integrierten Schaltung.
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Auf Anwenderseite war man in der Vergangenheit — speziell im Low-Cost-Sektor — oft
bemiiht, nach Moglichkeit auf die Entwicklungskosten produktspezifischer ASICs zu ver-
zichten und stattdessen Losungen durch Verschalten von Standard-ICs zu finden. Doch
gegenwirtig zeichnet sich in vielen Unternehmen die Tendenz ab, Kernfunktionen auch
ohne technische Notwendigkeit in ASICs zusammenzufassen, um dadurch einen mog-
lichen ,,Technologieklau“ zu erschweren. Im Zuge dessen gehen Firmen dazu tiber, fir
Design und Layout der benétigten ICs eigene Abteilungen aufzubauen. Das fertige Layout
eines ASIC kann dann an eine Auftragsfabrik (Foundry) weitergegeben werden, die die
eigentliche Fertigung tibernimmt.

Mikroprozessoren, Standard-ICs und ASICs lassen sich in Abhéngigkeit der Anforderun-
gen und des Anwendungsgebietes durch unterschiedlich aufwendige Prozesstechnologien
realisieren (siehe Kapitel 4 und Kapitel 7). Ein wichtiges Merkmal fiir einen IC-Prozess ist
der jeweilige Integrationsgrad. Durch immer weiter optimierte Lithografie- und Fertigungs-
verfahren, verbesserte Materialien und neue Technologiekonzepte sind die minimalen Bau-
teilabmessungen stetig verringert worden; die Anzahl der Schaltungskomponenten auf den
Chips hat sich zeitgleich massiv erhéht. In Tabelle 1.1 sind die gdngigen Integrationsstufen
und das jeweilige Jahr der Entwicklung zusammenfassend dargestellt.

Es soll an dieser Stelle nicht unerwdhnt bleiben, dass die sehr hohen Integrationsgrade
hauptsédchlich fiir digitale Mikroprozessoren von mafigebender Bedeutung sind. Fiir analoge
integrierte Schaltungen sowie die meisten Standard-ICs und ASICs sind niedrigere Integra-
tionsgrade meist technisch ausreichend und in der Herstellung wesentlich kostengiinstiger.

Tabelle 1.1

Integrationsgrade integrierter Schaltungen [4].

| |
Scale Bedeutung Transistoren/Chip Jahr

- |
SSI Small Scale Integration 1-10 1964

| .
MSI Medium Scale Integration 10-100 1967

| .
LSI Large Scale Integration 100-1000 1972

- |
VLSI Very Large Scale Integration 103-10* 1978

| .
uLsl Ultra Large Scale Integration 10%-107 1989

| .
GSI Giant Scale Integration >107 2000

r

Auf Basis der in Kapitel 7 vorgestellten praxisrelevanten Prozesstechnologien beschéftigt
sich dieses Buch in den Kapiteln 8-18 vor allem mit dem Design und dem Layout von
ASICs und Standardschaltungen.

1.3.2 Aufbau einer integrierten Schaltung

Aus Abbildung 1.7 geht hervor, wie eine integrierte Schaltung im Prinzip aufgebaut ist. Die
Schaltungsteile, d. h. Standardzellen, spezielle Zellen, analoge Zellen usw. befinden sich
im inneren Teil des Chips, dem sogenannten Core.
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Abbildung 1.7: Prinzipieller Aufbau einer integrierten Schaltung.

Um den Chip-Core ist der Pad-Ring angeordnet. Uber die Bondpads wird die Verbindung zur
AuBenwelt hergestellt. Die Pads sind in der Regel mit ESD-Schutzdioden (Electro Static
Discharge) ausgestattet, damit von aulen einwirkende elektrostatische Entladungen im
Innern des Chips, d. h. im Core, keinen Schaden anrichten kénnen [9]. Die Dioden sorgen
dafiir, dass Signale an den Bondpads die Potentiale der Versorgungsleitungen nicht um
mehr als eine Diodenspannung iiber- bzw. unterschreiten konnen. Die Versorgungsleitungen
(Power-Rails) VCC (bipolare Schaltungen) bzw. VDD (MOS-Schaltungen) und GND (Ground)
werden meist ringformig in die Chip-Peripherie gelegt. Bei einem Standard-Bipolar- oder
einem CMOS-Prozess (siehe Kapitel 7) stellt GND als duBerster Ring die Verbindung zum
Substrat her. Der innere Ring fithrt dagegen meist die positive Versorgungsspannung VCC
bzw. VDD. Oft wird auch innen ein zweiter GND-Ring vorgesehen. Dieser ist in Abbildung 1.7
nicht dargestellt.

Zwischen dem Core und dem inneren Versorgungsring bleibt in der Regel ein Sicherheitsring
(Noman's Land) frei von aktiven Elementen. Hier sind nur ,,Verdrahtungsleitungen® erlaubt.

Ganz auBen wird der Chip durch den sogenannten Ritzgraben (Scribe Line oder Scribe Street)
begrenzt. Wie der Name schon andeutet, ist dieser Platz fiir das Auftrennen des Wafers in
die einzelnen Chips vorgesehen. In fritheren Zeiten erfolgte das Trennen mittels eines
,Ritzdiamanten“, daher der Name Ritzgraben. Heute wird fast ausschlieBlich ein Trenn-
schleifverfahren verwendet, siehe Abbildung 5.2.

Der gesamte Pad-Rahmen, einschlieflich Bondpads mit ESD-Schutzstrukturen, Versorgungs-
ringen und Ritzgraben wird in der Regel vom Halbleiterhersteller in Form einer Chip-Rah-
menzelle zur Verfiigung gestellt. Diese kann dann an den eigenen Chipentwurf angepasst
werden. Eventuell miissen einige Standard-Pads durch spezielle, fiir andere Spannungswerte
zugelassene Pads ausgetauscht werden.

Abbildung 1.8 zeigt ein Beispiel, das die Arbeiten von Studierenden der FH Hannover ent-
hilt. Es besteht aus zwei Teilen und wurde im Rahmen eines Multi-Projekt-Wafer-Runs im
,,CM5-Prozess“ (siehe Prozessbeschreibungen in den Kapiteln 7 und 8) gefertigt. Die

gesamte Fliche betrigt ungefihr 5 mm?.
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Abbildung 1.8: Beispiel eines Chip-Layouts mit einer Fléche von ca. 5 mm?.

1.3.3 Entwurfsprozess integrierter Schaltungen

Es ist das Ziel eines jeden Schaltungsdesigners, anhand der Spezifikationen und gewtinsch-
ten Funktionen eines geplanten ICs mit moglichst geringem Aufwand das Layout als Grund-
lage fiir die Chipfertigung erstellen zu konnen. Zusatzlich sollte dieser Chip idealerweise
platzsparend, verlustarm, schnell und kostengiinstig in der Herstellung sein. Dabei ist es
wiinschenswert, mdglichst viele Prozessschritte beim Entwurf durch automatisierte Soft-
ware-Prozeduren bearbeiten zu kénnen. Speziell bei hochintegrierten digitalen Mikroprozes-
soren liegen ,,Welten“ zwischen der abstrakten Beschreibung der Hardwarefunktionen, den
elektrotechnischen Prinzipien der Schaltungstechnik und den physikalischen Abldufen auf
Bauelementebene. Diese Unterschiede in den Zugéngen zur Layout-Erstellung lassen sich am
besten anhand von Abbildung 1.9 verdeutlichen: Ob iiber die direkte Ableitung aus dem
Schaltplan oder iiber abstraktere Darstellung mittels Hardwarebeschreibungssprachen: Es
bestehen in Abhédngigkeit von der Schaltungsart und -anforderung prinzipiell mehrere
Ansétze, um von einer Schaltungsspezifikation zu einem fertigen Layout zu gelangen.

Jentity irnverter is <
port {I1 : *n Rit ;i"HbL-Beschreibung

1 0l : ouL BiL);f

“.end inverter; ¢

Abbildung 1.9: Der Weg zum Layout.



1.3 Halbleitertechnik

Dabei gibt es keine standardisierten Entwurfsablédufe, die fiir alle Arten von analogen und digi-
talen integrierten Schaltungen Giiltigkeit haben. Allgemein ist aber die Einteilung aus Abbil-
dung 1.10 fiir eine erste Betrachtung der unterschiedlichen Entwurfsebenen zweckmabBig.

/

Datenbus

CPU

=

Digital

Abbildung 1.10: Schematische Darstellung der unterschiedlichen Ebenen des IC-Entwurfs: Ein Schaltkreis lasst sich ent-
sprechend der Komplexitat in eine unterschiedliche Anzahl von Blocken unterteilen (die Darstellung oben links gilt nur fiir ein
digitales System), diese wiederum kénnen in Gatter- oder Baugruppenpléne zerlegt werden. In den darunterliegenden
Betrachtungsebenen steht der Schaltplan der Untereinheiten bis hinab zum einzelnen Bauelement im Mittelpunkt.

Am Beginn des Schaltungsentwurfs steht der Systementwurf. Dabei werden die grundlegenden
Merkmale der zu erstellenden Schaltung festgelegt. So ist neben der Bestimmung fundamenta-
ler Rahmendaten wie Anforderungsprofil, genereller Abmessungen und Wahl der Prozess-
technologie eine erste Strukturierung in Funktionsgruppen vorzunehmen. In der Folge findet
— abhéngig von der Schaltungsart und -komplexitédt — eine Unterteilung in weitere Entwurfs-
ebenen statt, wobei sich die klar unterscheidbaren Entwurfsprozeduren fiir digitale und
analoge Schaltungen in vielerlei Hinsicht unterscheiden. Der Weg vom Entwurf einer funktio-
nalen Struktur bis hin zum vollstdndigen Layout lédsst sich fiir digitale Chips in wesentlich
stairkerem Male automatisieren; die einzelnen Bauelemente und deren Verhalten innerhalb
der Schaltung treten fiir den Digital-Designer dabei zunédchst in den Hintergrund.

So erfolgt fiir den Entwurf hochintegrierter digitaler Chips in der Literatur eine Unterteilung in
den Architektur-, Verhaltens-, Registertransfer- und Logikentwurf, bei dem das System jeweils in
feinere Abstraktionsebenen unterteilt wird. Der Schaltungsentwurf und die -simulation finden
zumeist mithilfe von Hardwarebeschreibungssprachen wie Verilog oder VHDL statt, wodurch
ohne Riicksichtnahme auf herstellungsspezifische Bauelementeigenschaften eine Schaltung
ereignisgesteuert entworfen und simuliert werden kann, die eigentlichen elektrotechnischen
Abldufe sind fiir den Digital-Designer zundchst nur von geringer Bedeutung. Trotzdem greifen
auch hierbei die Entwurfsprogramme an verschiedenen Punkten der Simulation und Verifikation
(siehe unten) in Form von Standardzellen auf die relevanten technischen Daten der einzelnen
logischen Baugruppen zuriick. Um ein hochkomplexes digitales System mit einer Hardware-
beschreibungssprache zuverlédssig erstellen zu kénnen, miissen die Eigenschaften der einzelnen
digitalen Grundgatter daher zuvor auf Transistorebene ermittelt werden (siehe Teil IV).
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Bei analogen Schaltungen ist die Beschreibung der Zustdnde einzelner Bauelemente
wesentlich komplexer, sodass beim Schaltungsentwurf nach einer groben Einteilung in
einzelne Funktionsblécke in den meisten Fallen direkt die Simulation auf Transistorebene
mit geeigneten Simulationsprogrammen wie z. B. SPICE erfolgt. Diese Programme erlauben
eine Funktionstiberpriifung der Schaltung tiber die aus dem Schaltplan (Schematic Entry)
generierte Netzliste, wobei die Eigenschaften der einzelnen Transistoren, Widerstdnde oder
Kondensatoren anhand von Bauelementmodellen direkt einflieBen. Als Beispiel sei hier
eine SPICE-Circuit-Datei fiir die Inverter-Schaltung aus Abbildung 1.5 angegeben. Sie
besteht aus einer Titelzeile, der eigentlichen Netzliste, die die Schaltung beschreibt, der
Modellanweisung fiir die ndhere Beschreibung der Bauelemente, einer externen Beschaltung,
der Simulationsanweisung und einer End-Anweisung:

*CMOS-Inverter

M1 Out IN VDD VDD MP7 W=5u [=0.8u

M2 Out IN O O MN7 W=2u L=0.8u

.1ib D:\Spicelib\CM5\CM5-N.phy

VDD VDD 0 1.5V

VIN IN 0 Pulse(0V 1.5 10ns 1ns Ins 30ns 50ns)
.Tran 200ns

.end

Die Bezeichnungen der Einzelbauelemente (hier die Transistoren M1 und M2) stehen zu
Beginn jeder Zeile, dahinter sind die Knoten zu finden, die den Einbau des Bauelementes
in der Schaltung beschreiben (Knoten ,,IN“, ,OUT*, ,,VDD*“ und ,,0“). Zusétzlich werden
bei MOS-Transistoren die geometrischen Daten (Kanalldnge und -weite) angegeben.

Die Modelle fiir Bauelemente oder ganze Gatter sind Teil einer Bauelement-Bibliothek, die
zumeist vom Anbieter des Herstellungsprozesses zur Verfiigung gestellt wird (siehe Teil II).

Bei der Layout-Synthese wird die Netzliste schlieBlich in das fiir die eigentliche Chipferti-
gung erforderliche Layout iibertragen. Fiir hochintegrierte digitale Systeme ist dieser Pro-
zess wiederum hochautomatisiert und wird in Partitionierung, Floorplanning, Platzierung,
Verdrahtung und Kompaktierung unterteilt. Im analogen Schaltungsdesign werden die
Maskenlayouts mit sogenannten Layout-Generatoren (z. B. Cadence, L-Edit) ,,per Hand"
oder nur teilautomatisiert erzeugt. So ist es zwar moglich, sich das Maskenlayout von ein-
zelnen elektrischen Bauelementen anhand der Modellparameter generieren zu lassen, doch
sind eine Minimierung der genutzten Chipflache und ein moglichst stérungsfreier Entwurf
nicht durch Computerprogramme systematisierbar. Um das Layout fiir die Herstellung
einer integrierten Schaltung anfertigen zu konnen, muss zundchst die gewiinschte Funk-
tion und der Aufbau der Schaltung im Schaltplan (Schematic) bekannt sein. Der Ubergang
von einem fiir diskrete Bauelemente geplanten Schaltplan zu dem Layout einer ganzen
integrierten Schaltung fiihrt allerdings zu mehreren Problemstellungen, wie beispielsweise
eng nebeneinanderliegende aktive Halbleiterbereiche, die unbeabsichtigt iiber parasitére
Bauelemente (wie z. B. Dioden oder Transistoren) miteinander verkniipft sein kénnen —
und so das eigentlich beabsichtigte Schaltungsverhalten verdndern. Hier ist das Kénnen
des einzelnen Analog-Designers gefragt (Kapitel 8-14)!
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Um die Richtigkeit des Maskendesigns tiberpriifen zu konnen, folgt dem Layout-Entwurf die
Layout-Verifikation. Diese beginnt mit dem DRC (Design-Rule-Check), wodurch sichergestellt
wird, dass alle technologisch bedingten Entwurfsregeln erfiillt sind. Die Design-Rules sind
prozessabhdngige Gréfen und dndern sich fiir jede neu eingefiihrte Technologieform (siehe
Abschnitt 8.3). Der LVS-Test (Layout Versus Schematic) wird mithilfe des Layout-Programms
durchgefiihrt. So lédsst sich aus dem Maskendesign wiederum eine Netzliste erstellen, die
genaue Informationen tiber Ort und Parameter der einzelnen Bauelemente liefert. Wenn man
diese Netzliste mit derjenigen aus der Schaltungssimulation auf Transistorebene vergleicht,
diirfen keine Widerspriiche auftauchen (Abschnitt 8.7). Vor allem bei manuellen Entwiirfen
analoger Schaltungen sind nach einzelnen Syntheseschritten (Transistorebene = Layout-
Synthese) immer wieder Soll-Ist-Kontrollen vorzunehmen, sodass kein geradliniger Ablauf
entsteht, sondern manche Schritte mehrfach wiederholt werden miissen.

Sofern das entworfene Design alle Anforderungen erfiillt, folgt die fiir eine Produktion not-
wendige Maskenherstellung. Hierbei wird mithilfe eines Elektronenstrahlschreibers oder
dem Pattern-Generator der eigentliche Maskensatz fiir die Fotolithografie hergestellt
(Abschnitt 4.2).

Mit den Masken kann die parallele Fertigung einer grofen Anzahl von Schaltungen auf
einem Wafer vorgenommen werden (Kapitel 4 und 7).

Anschliefend werden die ICs nach der mehrstufigen Fabrikation auf dem Wafer einem ersten
elektrischen Eignungstest unterzogen (Kapitel 6).

Danach wird der IC mit einem anwendungsspezifischen Trager, Anschliissen und einem
Gehduse versehen (Packaging, Kapitel 5).

Den Abschluss der Schaltungsherstellung bildet die Endkontrolle des fertigen Bauelements
(Kapitel 6).

Der inhaltliche Schwerpunkt dieses Buches liegt auf dem nicht automatisierten Design
und Layout integrierter Schaltungen. Der Entwurf digitaler Systeme oberhalb der Bau-
elementebene wird in der Literatur vielfach behandelt und ist nicht Teil dieses Buches.
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Einleitung

> Im vorliegenden Kapitel werden die physikalischen Grundlagen moderner Halblei-
terphysik kompakt dargestellt. Diese dienen als Grundlage fiir das Verstdndnis einer
Bandstruktur in Halbleitern und damit der Funktionsweise von Halbleiterbauelementen.

Zur Bewertung neuer Technologien und Konzepte der Nanoelektronik — und es ist auch
Ziel des vorliegenden Buches, diese Kompetenz zu vermitteln — muss notwendigerweise
ein quantenmechanisches Grundverstdndnis vorhanden sein. Im Folgenden wird deshalb
eine kompakte Einfiihrung in den Formalismus der Quantenmechanik an den Anfang einer
Beschreibung der Eigenschaften von Halbleitern gestellt.

Fiir das Verstdndnis der integrierten Schaltungstechnik selbst greift man spéter aber wieder
auf eine parametrisierte Beschreibung des Verhaltens von Halbleiterbauelementen zurtick.
Die Kapitel zur integrierten Schaltungstechnik konnen deshalb auch ohne ein tieferes Ein-
dringen in die physikalischen Grundlagen bearbeitet werden.

Die Eigenschaften von Halbleitern werden durch die atomaren Bindungen der Konstituen-
ten im Halbleiterkristall bestimmt. Manche Halbleiter konnen Licht emittieren, andere sind
gute elektrische Leiter. Wieder andere haben herausragende magnetische Eigenschaften,
sind supraleitend oder kénnen als Isolator verwendet werden. Nur eine quantenmechani-
sche Beschreibung von Halbleitern kann derartige Unterschiede erkldren.

In diesem Kapitel werden zundchst das Gedankengebdude sowie der Formalismus einer
quantenmechanischen Beschreibung vorgestellt. Besonderes Augenmerk liegt auf einer
knappen, pragnanten Darstellung, um mdoglichst ziigig zu einer qualitativen Erklarung der
Bandstruktur (das ist die Gesamtheit aller zur Verfiigung stehenden Energieniveaus) in
Halbleitern zu kommen. Dabei kénnen viele Besonderheiten einer quantenmechanischen
Beschreibung nicht ausreichend detailliert beschrieben werden. An diesen Stellen wird
dann auf die weiterfithrende Literatur verwiesen.

Um Halbleiter in elektronischen Bauelementen zu verwenden, muss deren elektrische Leitfa-
higkeit kontrolliert eingestellt werden. Die Eigenschaften von Ladungstrdgern wie Elektronen
oder Locher sowie deren Einfluss auf die Leitfahigkeit von Halbleitern werden vorgestellt.

Stréme konnen durch ein elektrisches Feld (Feldstrom) oder durch einen Konzentrations-
gradienten (Diffusionsstrom) angetrieben werden. Beide Anteile sind fiir die Berechnung von
Halbleiterbauelementen zu beriicksichtigen. Neben der zugehorigen Driftdiffusionsgleichung
miissen auch Kontinuitdtsbedingungen erfiillt werden: Ladung kann im Laufe der Zeit nicht
verloren gehen. Die Driftdiffusionsgleichung sowie die Kontinuitédtsgleichung stellen die
Grundlage fiir die Berechnung der Eigenschaften von Halbleiterbauelementen wie Dio- ((
den oder Transistoren dar.
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Eigenschaften von Silizium

2.1 Grundlagen der Halbleiterphysik

Der Begriff Halbleiter bezieht sich auf Materialien, deren Leitfdhigkeit in weiten Grenzen
verdndert werden kann, von ,isolierend” bis ,, metallisch”. Es ist gerade diese Variabilitét,
die Halbleiter fiir elektronische Bauelemente interessant macht. In Silizium kann z. B.
durch eine von aulfen angelegte Spannung ein elektrisches Feld im Inneren des Halbleiters
erzeugt und damit die Elektronenkonzentration verdndert werden. Dieser ,Feldeffekt®
schaltet einen Silizium-Kanal zwischen ,isolierend,, und ,leitfdhig“ hin und her. Elektro-
nische Schalter sind die Grundlage integrierter digitaler Schaltungen ebenso wie fiir
analoge integrierte Schaltungen wie z. B. Digital-Analog-Wandler oder Verstdrker. Spéter
werden wir diesen Feldeffekt und dessen physikalische Ursachen detailliert beschreiben.

Die elektronischen Eigenschaften von Halbleitern sind mit Methoden der klassischen Physik,
d. h. im Rahmen der Mechanik und Elektrodynamik, grundsétzlich nicht umfassend zu ver-
stehen. Es muss stattdessen eine quantenmechanische Beschreibungsweise gewdhlt werden.
Dies liegt daran, dass Elektronen Wellencharakter haben und der quantenmechanischen
Grundgleichung, der Schrodinger-Gleichung, gehorchen. Es sind Elektronenwellen, die sich
durch den Atomverbund ausbreiten, den wir Kristallgitter nennen, und eben keine Punkt-
ladungen und schon gar keine kontinuierlichen Stréme. Erst die Losung der Schrédinger-
Gleichung liefert alle moglichen Energieniveaus, die die Elektronen in Halbleitern besetzen
koénnen. Diese Energieniveaus werden dann vom niedrigsten Energieniveau beginnend suk-
zessive von unten nach oben aufgefiillt. Manchmal wird dies verglichen mit dem Befiillen
eines Eimers mit Wasser. Ganz analog kénnen namlich zwei Elektronen auch nicht in einem
identischen Energieniveau sitzen. Die Gesamtheit aller Energieniveaus in Halbleitern wird
Bandstruktur genannt. Die Bandstruktur ist die Grundlage fiir alle elektronischen, optischen
und magnetischen Eigenschaften von Halbleitern.

Oft wird aus Griinden der Vereinfachung zur Beschreibung der elektronischen Eigenschaften
von Halbleitern trotzdem ein klassischer Ansatz gewéhlt. Man betrachtet dann nicht mehr
die Bewegung von Elektronenwellen, sondern beschreibt Strome, die durch elektrische Fel-
der (Feldstrom) oder Gradienten in der Ladungstriagerkonzentration (Diffusionsstrom) ange-
trieben werden. Hiermit kann die prinzipielle Funktionsweise von Dioden und Transistoren
erstaunlich gut berechnet werden. Ein klassischer Ansatz zur Beschreibung von Halbleiterei-
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genschaften ist einfacher und anschaulicher als ein quantenmechanischer. Hierzu miissen
allerdings vereinfachende Modelle verwendet werden, die letztlich auch wieder in der richti-
gen, quantenmechanischen Beschreibung ihren Ursprung haben und durch diese begriindet
werden. AuBerdem bleiben bei einer nur klassischen Beschreibung von Halbleitern viele
grundlegende Aspekte zwangsldufig unverstanden. Elektronen sind eben doch Wellen, die
sich durch ein periodisches Potential, den Halbleiterkristall, ausbreiten.

Eine vollstindige quantenmechanische Beschreibung von Halbleitereigenschaften wiirde weit
iiber die geplanten Inhalte dieses Buches hinausgehen. Trotzdem ist gerade fiir das Verstdndnis
der neuesten Entwicklungen im Bereich der CMOS-Technologie und der Nanobauelemente
quantenmechanisches Grundwissen wichtig, um zumindest gemeinsame Begriffe definieren zu
konnen. Dieses Grundwissen kann aber insbesondere bei Studierenden der Elektrotechnik
nicht von vornherein vorausgesetzt werden. Zundchst werden deshalb kurz die Grundlagen
einer quantenmechanischen Beschreibung zusammengefasst, um zumindest im Prinzip und
qualitativ im Rahmen des quantenmechanischen Formalismus die Entstehung von Bandstruk-
tur und damit von Leitungs- und Valenzbéndern nachvollziehen zu kénnen. Erst wenn diese
Grundlagen gelegt sind, werden wir Vereinfachungen treffen, um so die Eigenschaften von
Halbleitern und die Arbeitsweise von realen elektronischen Bauelementen zu beschreiben.

Dabei bleibt die Natur von Elektronen aber immer wellenartig und letztlich ist es immer
die Quantenmechanik, die die Arbeitsweise von elektronischen Bauelementen bestimmt.
Wie stark elektronische Bauelemente heutzutage ,quantisiert” sind, ldsst sich z. B. schon
an der Zahl der Elektronen in den kleinsten heute hergestellten Transistoren ablesen. Der
aktive Teil eines Transistors besteht heute nur noch aus wenigen 1000 Elektronen. Ein
weiterer Aspekt, der die Beschrédnktheit einer klassischen Beschreibung demonstriert, ist
die Tatsache, dass Silizium kein Licht emittieren kann, wiahrend aus GaN und GaAs sehr
effiziente Lichtemitter (LEDs und Laserdioden) hergestellt werden kénnen. Die Ursache
liegt in Details der Bandstruktur von Silizium. Dariiber hinaus werden heutzutage ,,Einzel-
elektronentransistoren® erforscht, bei denen sich immer nur ein einziges Elektron im Tran-
sistor befindet. Einzelne Elektronen koénnen wiederum einen quantenmechanischen
Zustand reprédsentieren, der dann die Grundlage fiir einen Quantencomputer sein kann.
Auch dies ist Gegenstand aktueller Forschung.

Diese wenigen Beispiele sollen zeigen, dass zur Bewertung neuer Technologien und Kon-
zepte —und es ist Ziel dieses Buches, gerade auch diese Kompetenz zu vermitteln — notwen-
digerweise ein quantenmechanisches Grundverstdndnis vorhanden sein muss. Im Folgenden
wird deshalb der Formalismus der Quantenmechanik an den Anfang einer Beschreibung der
Eigenschaften von Halbleitern gestellt.

2.2 Vom einzelnen Quantentrog zur Bandstruktur
von Halbleitern

2.2.1 Der Formalismus der Quantenmechanik

Als Grundgleichung der Quantenmechanik betrachten wir zundchst die Schrodinger-
Gleichung (genauer: die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung). Diese Gleichung erlaubt
die Berechnung der moglichen quantisierten Gesamtenergien eines Systems.

HWY(r)=E¥(r) (2.1)
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H ist der Hamilton-Operator
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A+V(r) (2.2)
A ist der Laplace-Operator
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und V(;) die potentielle Energie als Funktion des Orts r=(x,y,z). # ist das Planck’sche
Wirkungsquantum dividiert durch 2=, und m die Masse des Objektes, also z. B. die Masse
eines Elektrons. E ist die Gesamtenergie des zu beschreibenden Systems.

Der Hamilton-Operator besteht aus einem Differentialoperator, dem Laplace-Operator und
der potentiellen Energie V(r). Es handelt sich bei der Schrodinger-Gleichung demnach um
eine Eigenwertgleichung, deren Lésung aus einem Satz von Eigenfunktionen ¥, (;) und
Eigenwerten E,, besteht. Dabei bezeichnet der Index n einen Satz von Quantenzahlen. In
einfachen Fillen lauft die Quantenzahl n als natiirliche Zahl von 1 bis unendlich (wie z. B.
bei Elektronen in eindimensionalen Potentialtopfen, siehe spéter) und nummeriert damit
die Losungsfunktionen. Bei dreidimensionalen Problemen erhélt man drei Quantenzahlen
(das sind dann z. B. die Quantenzahlen n, I und m fiir ein Elektron, das an ein Proton
gebunden ist, und die die Energieniveaus eines Wasserstoff-Atoms beschreiben). Wir wer-
den auf den eindimensionalen Potentialtopf spiter noch genauer eingehen.

Die Losungsfunktionen werden Wellenfunktionen genannt, Diese bestehen im Allgemei-
nen aus einem Real- und einem Imaginéarteil. Das Betragsquadrat der Wellenfunktionen
W (x) ergibt eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Integriert iiber ein bestimmtes Volumen im
Raum kann man daraus die Aufenthaltswahrscheinlichkeit berechnen, mit der man in
genau diesem Volumen das Objekt (in diesem Fall ein Elektron) nachweisen kann. Die Inte-
gration iiber den gesamten Raum muss 1 ergeben.

Der Begriff , Aufenthaltswahrscheinlichkeit” ist leicht irrefiihrend. Man konnte
annehmen, dass sich ein Objekt (hier das Elektron) mal an diesem und mal an jenem
Ort befindet, und sich dadurch eine gewisse ,,Aufenthaltswahrscheinlichkeit“ ergibt.
Diese Vorstellung ist vielfach verbreitet, aber grundsitzlich falsch. Das quanten-
mechanische Objekt (hier das Elektron) befindet sich ndmlich an verschiedenen Orten
gleichzeitig. Die ,, Aufenthaltswahrscheinlichkeit” gibt an, welcher ,Prozentanteil”
des Elektrons sich wo befindet. Diese Vorstellung eines im Raum verschmierten Elek-
trons kommt uns nur deshalb merkwiirdig vor, weil wir das Elektron meist als Teil-
chen betrachten, was es aber nicht ist. Im Gegensatz dazu ist uns fiir ein Wellenobjekt
die Tatsache, dass das Objekt an mehreren Orten gleichzeitig auftritt, sehr gut bekannt
und dann auch vollig problemlos.

Allerdings darf man nun auch nicht annehmen, dass wir Bruchteile von Elektronen nachwei-
sen konnten. Genau hier liegt die Eigenart einer quantenmechanischen Beschreibungsweise.
Wollen wir das Elektron nachweisen, das iiber ein groBes Volumen gleichzeitig verschmiert
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ist, so konnen wir nur zwei Ergebnisse erhalten: Entweder wir weisen ein (ganzes) Elektron
nach oder eben kein Elektron. Hier macht sich die inhédrente Quantisierung der Natur
bemerkbar. Diese tritt tibrigens auch bei elektromagnetischen Wellen auf. Auch dort kann
man ein (ganzes) Photon, also ein , Lichtteilchen®, entweder messen oder eben nicht.

Diese merkwiirdige Mischung von teilchenartigen und wellenartigen Eigenschaften fiihrt
dazu, dass die uns in der Natur préasentierte Realitédt nicht durch eine nur wellenartige oder
nur teilchenartige Beschreibung erfasst werden kann. Das gleichzeitige Auftreten von Wellen-
und Teilcheneigenschaften wird oft als ,,Welle-Teilchen-Dualismus® bezeichnet, auch dies ist
allerdings eine eher ungliickliche, historisch gewachsene Bezeichnung. Ein Elektron tritt eben
nicht manchmal als Welle und manchmal als Teilchen auf. Es ist ein quantenmechanisches
Objekt mit genau einer wohlbekannten und in der Zeit konstant giiltigen konsistenten
Beschreibung.

Wenden wir uns wieder der Schrédinger-Gleichung zu. In der zeitunabhéngigen Schrédin-
ger-Gleichung kommt die Zeit offensichtlich nicht vor. Das bedeutet aber, dass durch diese
Gleichung nur stationdre, also zeitunabhéngige Situationen beschrieben werden kénnen.
Dynamische, also zeitabhéngige Vorgdnge werden damit grundsétzlich nicht erfasst. Hierzu
miisste man dann die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung bemiihen, die wir allerdings an
dieser Stelle nicht einfiithren wollen. Hierzu wird auf Biicher zur Einfithrung in die Quan-
tenmechanik verwiesen (z.B. [7] und [8]). Dies stellt aber keine wesentliche Einschrankung
dar, da zur Beschreibung quantenmechanischer Systeme meist die zeitunabhéngige Schro-
dinger-Gleichung vollig ausreicht.

Zur Verdeutlichung des Formalismus wenden wir diesen nun auf ein einfaches, aber recht
lehrreiches System an. Ein Elektron soll sich in einem rechteckigen Potentialtopf befinden.
An diesem Beispiel kann man alle wesentlichen Aspekte des quantenmechanischen For-
malismus verfolgen, und zwar gerade ohne eine komplexe mathematische Behandlung.
Trotz der ibersichtlichen Form der Schrédinger-Gleichung ist deren mathematische
Behandlung ndmlich meist kompliziert. Zur weiteren Vereinfachung beriicksichtigen wir
deshalb auBerdem nur noch eine Koordinate x, statt der 3 Raumkoordinaten x, y und z, und
nehmen dartiber hinaus an, dass der Potentialtopf unendlich hohe Wénde hat. Die Situa-
tion ist in Abbildung 2.1 skizziert.

Spéter werden wir dann diese Potentialtopfe aneinanderreihen und dies als Modell fiir den
atomaren Verbund von Atomen innerhalb eines Halbleiters diskutieren.

A A

V(x)

> X
0 d

Abbildung 2.1: Potentialverlauf in einem rechteckigen Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden.
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Innerhalb des Potentialtopfs sei die potentielle Energie V(x) = 0, auBerhalb des Potential-
topfs sei die potentielle Energie der Einfachheit halber unendlich hoch. Damit erhélt man
die Schrodinger-Gleichung fiir ein Elektron, das sich innerhalb des Potentialtopfs befindet:
n 9
"9 wix)= Ew 2.4
Py—— (x) (x) (2.4)
Da V(x) = 0 im Potentialtopf, fdllt der Term der potentiellen Energie in der Schrodinger-
Gleichung weg. Wir erhalten eine relativ tibersichtliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, deren Losungen gut bekannt sind. Als Losungsfunktionen ergeben sich Sinus- und
Cosinusfunktionen:

W(x)= Asin(kx)+ B cos(kx) (2.5)
Die erste und zweite Ableitung ergibt sich zu

W'(x) = k[ A cos(kx) — B sin(kx)] (2.6)

W' (x)=—k*[ A sin(kx)+ B cos(kx) ] = —k*¥(x) (2.7)

Wir setzen diese 2. Ableitung in die Schrédinger-Gleichung ein und erhalten folgenden
Zusammenhang:

K

E= (2.8)

2m

Der Parameter k hat die Bedeutung einer Wellenzahl, die {iber k = 2n/A in Wellenldnge
umgerechnet werden kann. Es sei schon jetzt darauf hingewiesen, dass dies nicht als klassi-
sche kinetische Energie interpretiert werden darf, die eine Bewegung in einer Richtung
anzeigt. Auf diese Problematik wird spéter noch genauer eingegangen.

Obwohl wir hiermit eine allgemeine Losung der Differentialgleichung gefunden haben, ist
unser Problem erst zur Hélfte gelost. Bisher wurden in der Losung ndmlich die realen Eigen-
schaften des konkreten Potentialtopfes, wie Breite und Hohe, noch nicht berticksichtigt.
Diese flieBen erst jetzt, in einem zweiten Schritt, iber die Randbedingungen in die Losung
der Schrodinger-Gleichung mit ein. Wir werden sehen, dass erst diese Randbedingungen —
wie fiir Eigenwertprobleme iiblich — zu einer Quantisierung der mdglichen Energien von
Elektronen im Potentialtopf fiihren.

Gerade beim unendlich hohen Potentialtopf ergeben sich recht einfache Randbedingungen
(deshalb haben wir ihn auch unendlich hoch gewihlt). AuBerhalb des Potentialtopfs darf
sich kein auch noch so kleiner Anteil des Elektrons aufhalten, da das Elektron ansonsten
eine unendlich hohe Energie besitzen wiirde. Dies wire unphysikalisch. Wir miissen des-
halb folgende Randbedingungen an die Losung der Schrédinger-Gleichung stellen:

Y(x =0)= Asin(k0)+Bcos(k0)=0 = B=0 (2.9)

Y(x=L)= Asin(kL)+0-cos(kL)= Asin(kL)=0 (2.10)
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Der Wert sin(kL) muss also null sein und damit muss das Argument unter der Sinusfunk-
tion ein ganzzahliges Vielfaches von 7 sein:

kL=nm n=123,...

4 (2.11)
k, = nz n=123,...

n ist die Quantenzahl, die diejenigen Wellenzahlen k indiziert, die zu Losungen fiihren, die
mit den Randbedingungen vertrédglich sind. Die Quantisierung hat sich damit ganz automa-
tisch aus dem Anlegen der Randbedingungen an die allgemeinen Losungen der Schrodinger-
Gleichung ergeben. Damit ist dann k quantisiert und am Ende auch die Energie E.

Die Quantisierung der moglichen Energiewerte ergibt sich nicht aus der Schrédinger-
Gleichung direkt, sondern erst in Verbindung mit den Randbedingungen, die fiir die
Losungen der Schrédinger-Gleichung gefordert werden miissen. Das Auffinden pas-
sender Randbedingungen erfordert physikalisches , Fingerspitzengefiihl®.

_ n’k,’ _ /5 A
n T o, T 7 1
2m 2mkL

(2.12)

Mit der Quantisierung der k, ergeben sich dann auch die zugehérigen Eigenfunktionen
Y (x)= Asin(k,x) (2.13)

Damit das Quadrat der Wellenfunktionen tatsdchlich als Wahrscheinlichkeitsdichte interpre-
tiert werden kann, miissen diese noch normiert werden. Normierung bedeutet, dass das Integ-
ral der Wahrscheinlichkeitsdichte iiber den gesamten Raum 100 % ergeben muss. Damit wird
dann der bis hierher noch nicht fixierte Vorfaktor A festgelegt. Das bedeutet, dass die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit des Objektes im gesamten Raum 100 % betragen muss. Anders ausge-
driickt: Das Elektron muss sich auf jeden Fall innerhalb des Potentialtopfs befinden. Auf eine
quantitative Darstellung des Normierungsfaktors wird hier aber verzichtet.

Damit haben wir nun das Problem ,Elektron im eindimensionalen Potentialtopf“ geldst.
Als Ergebnis erhielten wir demnach einen Satz von Energien (auch Eigenenergien genannt)
sowie einen Satz von Wellenfunktionen (auch Eigenfunktionen genannt). Zur selben ganz-
zahligen Quantenzahl n gehort immer auch die entsprechende Wellenfunktion W (x). Die
zugehorigen Quantenzahlen n laufen von eins bis unendlich, dementsprechend erhélt man
auch unendlich viele magliche k,. Die Wellenfunktionen kénnen entweder mit der Quan-
tenzahl n indiziert werden oder alternativ mit dem Wert k,,. Die Indizierung iiber den Wert
k,, wird spéter noch bei der Beschreibung der Bandstruktur von Halbleitern wichtig.

Dieses Ergebnis reflektiert die Tatsache, dass ein Elektron in einem Potentialtopf nur ganz
bestimmte, diskrete Energiewerte annehmen kann. Elektronenenergien, die gerade zwischen
diesen erlaubten Energiewerten liegen, existieren als Losung der Schrodinger-Gleichung
(inklusive der Randbedingungen) nicht, und kommen in der Natur deshalb auch nicht vor.
Zu jedem dieser Energieeigenwerte existiert eine wohldefinierte Wellenfunktion nach Glei-
chung 2.13. Da |W(x)|" die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte angibt und diese iiber den
ganzen Potentialtopf verteilt ist, verteilt sich offensichtlich auch ein Elektron, das sich in die-
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sem Energiezustand befindet, iber den ganzen Potentialtopf. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit ist mal hoher, mal niedriger, verteilt sich aber wie gesagt iiber den ganzen Potentialtopf.

Bisher sind wir von einem rechteckigen Potentialtopf (d. h. einem Potential V(x) mit recht-
eckiger Form) ausgegangen. Die erhaltenen Ergebnisse gelten aber zumindest qualitativ
unabhédngig von der Potentialform. Andere Potentialformen ergeben sich z. B., wenn man
ein Elektron betrachtet, das an einen Atomkern gebunden ist. Das attraktive Potential der
Coulomb-Wechselwirkung erzeugt dann eine Potentialform, bei der V proportional zu 1/r
ist (r = Abstand Elektron-Kern). Durch die Losung der Schrédinger-Gleichung werden sich
aber wiederum ganz bestimmte Eigenenergien und Eigenwellenfunktionen ergeben, dann
aber fiir andere Energiewerte und andere Formen der Wellenfunktionen.

Eine weitere, hdufig auch in der Natur auftretende Potentialform ist V proportional zu x2.

Diese tritt bei allen Problemen auf, die mit Schwingungen zusammenhé&dngen. Wenn die riick-
treibende Kraft F proportional zur Auslenkung x ansteigt (Voraussetzung fiir einen ,,harmoni-
schen Oszillator”), dann dndert sich die potentielle Energie quadratisch mit dem Abstand:
V ~ x% Diese Situation trifft man nicht nur bei einer Masse an einem Federpendel an,
sondern z. B. auch bei einem Atom, das in einem Molekiil oder Atomverbund gebunden ist.
Wenn man dieses Atom aus seiner eigentlichen Ruhelage auslenkt, dann wird eine riicktrei-
bende Kraft auftreten, und auch hier wird V ~ x? gelten. Die potentielle Energie ist also quad-
ratisch von der Auslenkung abhéngig. Auch hierfiir kann die Schrédinger-Gleichung geldst
werden. Es ergeben sich natiirlich wieder bestimmte quantisierte Energieniveaus, die dies-
mal aber eine Besonderheit haben: Sie sind alle dquidistant. Aquidistante Energieniveaus
sind damit ein Kennzeichnen eines parabelférmigen Verlaufs der potentiellen Energie.

Die beiden besprochenen Potentialverldufe sind zusammen mit den Eigenenergien und
Wellenfunktionen in Abbildung 2.2 dargestellt.

E.o(X) ) Eo(X)

3 LAy S
\ / E, = (5+79he, =
\ / E, = (4+¥)hw, )

\ / E, = (3+%)ho,
E, = (2+%)hw,
E, = (1+%)ho,
E, = %ho,

>

Abbildung 2.2: Potentialverldufe und Eigenenergien fiir ein Coulomb-Potential und ein parabolisches Potential. (a) Para-
belformiges Potential eines harmonischen Oszillators. (b) Potential eines Elektrons, das tiber die Coulomb-Anziehung an einen
Atomkern gebunden ist (Energien nicht maBstabsgetreu eingezeichnet).

A 4

Kern

Die Eigenenergien hdngen fiir beide Félle wiederum von der Quantenzahl n ab. Die eigent-
liche Rechnung wird hier nicht nachvollzogen, diese fiihrt aber zu folgendem Ergebnis:

1 1
E,=Ry-—=-13.6eV-— (Elektron im Coulomb-Potential) (2.14)
n n

1
E, =hw,| n+ 5 (parabelformiger Potentialtopf) (2.15)

Ry ist dabei die beriithmte Rydberg-Energie, die der Ionsiationsenergie eines Wasserstoff-
Atoms entspricht.
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Eine charakteristische Eigenschaft tritt unabhéngig von der Form des Potentials bei
allen Potentialformen auf: Wenn die Breite des Potentialtopfs kleiner wird, so steigen
unabhéngig von der Form die Energiewerte generell an. Umgekehrt werden die Ener-
giewerte generell abnehmen, wenn die Breite des Potentialtopfes groBer wird.

Am Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch die Situation in einem sehr breiten
Potentialtopf. Ein Elektron in einem Halbleiter kann — wie wir spéter sehen werden — oft als
quasi-freies Elektron betrachtet werden, da es sich innerhalb des Festkorpers quasi frei
bewegen kann, ohne Einschrdnkung durch die Atompotentiale (wir werden diese Vorstel-
lung spéter noch prézisieren). Dies ist zunédchst schwer einzusehen, ergibt sich aber aus
einer quantenmechanischen Berechnung. Atome sind fiir die Elektronenwellen im Kristall
quasi ,,durchsichtig®. Betrachten wir dann ein solches quasi-freies Elektron in einem Kris-
tall, so kann sich dieses Elektron frei bewegen, aber eben nur innerhalb des Kristalls.
Kommt das Elektron an die Oberflache des Kristalls, so kann es aus diesem nicht austreten,
es splirt eine Potentialbarriere nach drauBen. Das niedrigste Energieniveau, das aullerhalb
des Halbleiterkristalls zur Verfiigung steht, wird Vakuum-Niveau genannt. Die Situation ent-
spricht demnach einem sehr breiten Potentialtopf, in dem Abmessungen von der GréBen-
ordnung der Kristallausdehnung in die Gleichungen eingesetzt werden kénnen. Wir ersehen
aus Gleichung (2.14), dass die Energieniveaus selbst und auch deren Abstdnde mit zuneh-
mender Breite des Potentialtopfs stark abnehmen. Wir erhalten zwar selbst in diesem riesi-
gen Potentialtopf wiederum quantisierte Energieniveaus, diese Energieniveaus liegen nun
aber extrem eng beieinander und bilden damit ein ,,Quasi-Kontinuum® an Energiezustén-
den. Die Quantisierung wird damit aufgrund der kleinen Energieabstinde gar nicht mehr
sichtbar, ist aber nach wie vor vorhanden. Dies kann man als klassischen Grenzfall ansehen.

2.2.2 Bindungen und Austauschwechselwirkung

Im Folgenden werden wir einen rechteckigen Potentialtopf als einfaches Modell fiir ein
Atom betrachten. Wahrend im Atom ein Elektron durch ein Coulomb-Potential gebunden
ist, ist unser Potential rechteckig, was aber an den folgenden grundsitzlichen Aussagen
nichts Wesentliches dndert. Man kann daraus trotz der Vereinfachungen einige wichtige
Eigenschaften von Atombindungen und letztlich von Halbleiterbandstrukturen ableiten.

Wir fragen nun danach, was passiert, wenn sich zwei Atome ndhern. Dies ist der erste
Schritt hin zu einer Beschreibung eines Halbleiters, der allerdings dann nicht nur aus zwei,
sondern aus vielen Atomen besteht (meist in der Gréfenordnung 10?® Atome pro cm?®). Wir
betrachten zwei Potentialtopfe, in jedem der beiden Potentialtopfe soll jeweils ein Elektron
in einem der Energieniveaus sitzen. Derartige Probleme nennt man Vielteilchenprobleme,
da mehr als ein Elektron betrachtet werden muss. Im Folgenden soll gezeigt werden, wie
mehrere Elektronen im quantenmechanischen Formalismus behandelt werden. Dies fiihrt
uns am Ende zum Begriff der Austauschwechselwirkung, die letztendlich fiir die Entste-
hung von Atombindungen und damit Bandstrukturen von Halbleitern verantwortlich ist.
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Die zugehorige Schrodinger-Gleichung lautet fiir zwei Elektronen in zwei Potentialtopfen

{_h_Za_ZZ +V(x, ]} W (x,)W,(x,)
2m ox;

(2.16)

+{— 7 622 +V(XZ]}1P1(X1)IPZ[X2)
2m 0x,

=(E, + E,)¥,(x,)¥,(x,)

Der Index 1 bzw. 2 der Wellenfunktionen bezieht sich auf Potentialtopf 1 bzw. 2, der Index
1 bzw. 2 an der Ortsvariablen x bezieht auf das Elektron 1 oder Elektron 2. Eine Ableitung
nach x; bertihrt demnach nicht die Wellenfunktion W(x,), diese wird fiir die Differentia-
tion nach x, als konstanter Faktor angesehen.

Hierbei wurde zundchst angenommen, dass sich die beiden Elektronen nicht beeinflussen,
d. h. nichts voneinander spiiren. Nur dann ist die potentielle Energie V(x) gleich der
Summe der einzelnen Potentiale V; und V,. Wiren die beiden Potentialtépfe allerdings
eng benachbart, so miisste man eine Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen mit-
berticksichtigen, die der Coulomb-Abstoffung entspricht (V;, ~ 1/(x; — x,)). Dies werden
wir allerdings erst in einem zweiten Schritt einbeziehen.

Wie wir aus Gleichung (2.16) ersehen, besteht die Gesamtwellenfunktion der beiden Elekt-
ronen aus dem Produkt der Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen. Diese Produkt-
wellenfunktion

Y(x,,x,) =W, (x,)¥,(x,) (2.17)

ist offensichtlich Losung der gemeinsamen Schrodinger-Gleichung, da sich die Differen-
tialoperatoren immer nur auf die eine oder andere Variable (also x; oder x,) beziehen. Dies
kann man durch Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung direkt verifizieren.

An die so gefundene Losung der gemeinsamen Schrodinger-Gleichung fiir zwei Potential-
topfe muss allerdings innerhalb des quantenmechanischen Formalismus noch eine weitere
Bedingung gestellt werden. Die Losungen miissen ndmlich eine Symmetriebedingung
beziiglich der Vertauschung von Teilchenkoordinaten x; und x, erfiillen. Dies beruht auf
dem Grundsatz der Ununterscheidbarkeit von identischen quantenmechanischen Objekten
(hier zwei Elektronen). Uberlappen die Wellenfunktionen zweier Elektronen aufgrund der
Néihe der Potentialtopfe (das sind spédter die Atome), so durchdringen die Wellenfunk-
tionen einander und wir konnen das eine Elektron prinzipiell nicht mehr vom anderen
Elektron unterscheiden. Wenn wir dann mit irgendeiner Messung ein Elektron nachwei-
sen, kénnen wir eben nicht sagen, ob dies das Elektron 1 oder das Elektron 2 war. Die bei-
den Objekte sind nicht unterscheidbar.

Diese Symmetrieanforderung spiegelt sich in einer Anforderung an die mathematische
Beschreibung der gemeinsamen Wellenfunktion beziiglich der Vertauschung von Objekt-
koordinaten wider.

[w(x,,x,) =[P, x,)| (2.18)
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Die erste Koordinate zeigt an, welches Objekt in Potentialtopf 1 sitzt, die zweite entsprechend
die Koordinate des Objekts in Potentialtopf 2. Diese Symmetrieforderung wird an das Quadrat
der Wellenfunktion und nicht an die Wellenfunktion selbst gestellt, da nur diese messbar ist.
Fiir die 2-Teilchen-Wellenfunktion selbst kommen damit zwei Moglichkeiten infrage:

Y(x,,x,)=+¥(x,,x,) (2.19)
Y(x,x,)=-Y(x,,x,)

Es ergeben sich also zwei Wellenfunktionen mit v6llig unterschiedlichem Symmetriever-
halten gegeniiber Vertauschung der Objektkoordinaten. Der eine Typ von Wellenfunktion
ist symmetrisch gegentiber der Vertauschung der Objektkoordinaten, der andere antisym-
metrisch. Diese Unterscheidung hat tief greifende Konsequenzen.

Welche der beiden Typen von Wellenfunktionen fiir Elektronen verwendet werden muss,
entscheidet letztlich das Experiment. Es stellt sich heraus, dass die Wellenfunktionen fiir
Objekte mit einem halbzahligen Eigendrehimpuls, auch Spin genannt, mit antisymmetri-
schen Wellenfunktionen beschrieben werden miissen. Zu dieser Familie von Objekten
gehoren auch Elektronen, die bekanntermalen einen Spin S = 1/2 aufweisen (genauer: die
Spin-Quantenzahl betrdgt S = 1/2). Derartige Objekte bezeichnet man als Fermionen. Auf
eine exaktere Einfiihrung und Beschreibung der Eigenschaften des Eigendrehimpulses
wird an dieser Stelle verzichtet. Hier kann nur auf die einschlédgige Literatur zur Einfiih-
rung in die Quantenmechanik verwiesen werden (z.B. [7] und [8]).

Elektronen sind Fermionen, die Gesamtwellenfunktionen fiir mehrere Elektronen
miissen antisymmetrisch gegeniiber Teilchenvertauschung sein. Elektronen werden
durch die Spin-Quantenzahl S = 1/2 beschrieben.

Objekte mit ganzzahligem Spin nennt man Bosonen. Hierzu gehéren z. B. Helium-
Atome oder auch Photonen.

Durch die bisherigen Uberlegungen erhielten wir als Lésung der Schrédinger-Gleichung fiir
zwei Potentialtopfe eine Produktwellenfunktion

W (x,,x,) =W, (x,)¥,(x,) (2.20)

Diese erfiillt allerdings im Allgemeinen nicht die notwendigen Symmetrieanforderungen
beziiglich Vertauschung der Objektkoordinaten. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes
nehmen wir an, dass sich das Elektron 1 in Zustand 1 mit Energie E; und zugehoérigem
Wellenvektor k; befindet. Entsprechendes gilt fiir Elektron 2. Die sich ergebende Wellen-
funktion wére dann

Y(x,,x,)= Asin(k,x,)sin(k,x,) (2.21)

und die Wellenfunktion mit vertauschten Objektkoordinaten ergibt sich zu
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Y(x,,x,)= Asin(k,x,)sin(k,x,) (2.22)

Im Allgemeinen, d. h. fiir x; ungleich x,, sind diese beiden Funktion aber nicht identisch
und damit weder symmetrisch noch antisymmetrisch gegen Vertauschung der Objektkoordi-
naten. Wir konnen aber aus diesen beiden Wellenfunktionen eine neue Wellenfunktion als
Linearkombination bilden, die dann doch noch den Symmetrieanforderungen gerecht wird.

W, (x,x,) = A{W,(x,)W,(x,) = ¥, (x,)¥,(x,)} (2.23)

Y, und ¥, stehen hierbei fiir symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen. Es ist
direkt durch Vertauschung der Koordinaten ersichtlich, warum diese Linearkombinationen
die Symmetrieanforderungen gegen Vertauschung der Objektkoordinaten erfiillen. Weniger
klar ist allerdings, warum diese Wellenfunktionen immer noch Lésungen der Schrodinger-
Gleichung sind. Um dies zu beweisen, muss man die Gesamtwellenfunktion ¥, ; in die
Schrodinger-Gleichung einsetzen (siehe Beweis).

4 N\
Beweis

Die (anti-)symmetrisierte Gesamtwellenfunktion ist Losung der Schrodinger-Gleichung.

lPa,s = lII1 (Xl )IPZ(XZ) &= 1I!1(Xz ]lpz(Xl)

2 2
H1=—th;712+V(Xl] sz—j—m;—§+V(xz)
HVY,(x,)=EW¥,(x,) und H,\Y,(x,)=EWY,(x,)
HY, = [—%% + V(Xl))(lpl[xl W, (x,) = W, (x,)W,(x,))
=Y, (x,)EY,(x,)= Y, (x,)E,¥,(x,)
n 9
HY, = (_EE + V(xz))(lpl (x,)¥,(x,) = W, (x,)¥,(x,))

=W (x,)EY,(x,)x¥,(x,)E Y, (x,)
(H,+H,)¥,, =(E, +E,)(¥,(x,)¥,(x,) + ¥, (x,)¥,(x,)) ged.

Terme mit vertauschten Koordinaten, in denen W, (x,)-W,(x,) vorkommt, fallen nach
der Multiplikation mit dem durch einen Stern gekennzeichneten Konjugiert-Komple-
xen (Wy(x,)-W1(x1))" und Integration iiber den gesamten Raum grundsitzlich weg,
wihrend die Integration bei Termen ohne vertauschte Koordinaten grundsitzlich 1
ergibt. Diese Eigenschaft folgt aus der Orthonormierung der Wellenfunktionen (weitere
Details siehe weiterfithrende Literatur).

- J

Nun sind wir nicht mehr weit von der Erkldrung der Austauschwechselwirkung entfernt,
was ja erkldrtes Ziel dieser kurzen Einfithrung war. Hierzu miissen wir jetzt ,nur” noch die
Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen beriicksichtigen. Die beiden Elektronen
'spiiren’ aneinander, sie wechselwirken iiber ihre Coulomb-AbstoBung. Die zugehérige
potenzielle Energie

1 1
V(ix,x,)=——

P (2.24)
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muss zur Schrédinger-Gleichung addiert werden.

2m x? 2

w9 w9
{— - +V(X1)}‘P(X1,XZ]+{— Py——— +V(XZ)}‘P(X1,XZ) (2.25)

+V(x, x,)¥(x,,x,) = E¥(x,,X,)

Der erste Term der Gleichung ergibt — wie aus dem vorher Gesagten ersichtlich — die Ener-
gie E;, der zweite Term die Energie E,. Damit konnen wir schreiben:

EV¥(x,,x,)+E¥(x,x,)+V(x,x,)¥(x,,x,) = E¥(x,,x,) (2.26)

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit dem Konjugiert-Komplexen von W, , und
integrieren anschlieBend jeden Summanden iiber den ganzen Raum. Dabei nutzen wir aus,
dass die Wellenfunktionen normiert sein sollen, ein Integral des Quadrats einer Wellen-
funktion tiber den ganzen Raum ergibt demnach 1. Dies gilt zumindest fiir die beiden ers-
ten Terme. Im dritten Term ist der Integrand allerdings durch das Wechselwirkungspoten-
tial V(x) modifiziert, der Integrand ist deshalb nicht mehr orthonormiert. Dies fithrt zu
folgender Form der Schrodinger-Gleichung:

+o0
E +E,+ [ W(x,,x,) V(x,,%,) ¥(x,,%,)dx,dx, = E (2.27)
E=E, +E,+V,

Zur Erinnerung: Wir betrachten zwei Elektronen in zwei Potentialtopfen als einfaches
Modell zweier Atome. In groBer Entfernung ist die Gesamtenergie direkt die Summe der
Einzelenergien fiir Elektron 1 und Elektron 2. Kommen sich die Atome jedoch néher, so
spiiren die Elektronen die Coulomb-Wechselwirkung. In der Schrédinger-Gleichung ergibt
sich dadurch ein zusétzlicher Term V; ,, der auch Wechselwirkungsterm genannt wird.

Diesen Wechselwirkungsterm miissen wir nun noch genauer untersuchen. Aus einer rein
klassischen Sicht erwarten wir, dass dieser Term zu einer Energieanhebung des Gesamtsys-
tems fiihrt, die beiden Elektronen stoBen sich schlieBlich aufgrund ihrer beiderseitigen
negativen Ladung ab. Dies wiirde aber dann bedeuten, dass zwei Atome, deren Wellen-
funktionen tiberlappen, niemals eine anziehende Wechselwirkung eingehen kénnen und
damit auch niemals eine Molekiilbindung realisieren konnten. Die Realitdt widerspricht
offensichtlich dieser klassischen Erwartung.

Wir wollen deshalb den Wechselwirkungsterm V, , genauer analysieren. Hierzu setzen wir
in das Integral der Gleichung (2.27) die Wellenfunktionen ein. An dieser Stelle miissen wir
uns aber daran erinnern, dass die richtigen Wellenfunktionen Symmetrieanforderungen zu
erfilllen haben. Wir miissen hier also die Wellenfunktion von Gleichung (2.23) einsetzen.
Dies ergibt einen zunédchst einigermafen uniibersichtlichen Term fiir die Wechsel-
wirkungsenergie:

+o
vV, = [ W(x,x,) V(x,,x,) ¥(x,x,)dx,dx,

={W,(x,)W,(x,) = ¥, (x,)W,(x,)} (2.28)
V(x, x,){ W, (%)W, (x,) = W, (x,)W,(x,)}

deren Integrand nach dem Ausmultiplizieren aus den Termen (1-4) besteht:
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(1) ={W,(x,)¥,(x,)} V(x, x,){W,(x,)¥,(x,)}
(2) = {W, (x,)W, (x,)} V(x,. x,){W,(x,)¥,(x,)}
(3)= {‘I‘l(xl )‘Pz(xz)}* V(Xl,Xz]{‘Pl(xz )‘Pz(xl)}
@) ={W,(x,)¥,(x,)} Vix,x,){¥,(x)¥,x,)}

Genauer betrachtet sind die beiden Terme (1) und (2) identisch, nur dass die Integrations-
variablen gerade vertauscht sind, was auf das Resultat nach der Integration aber keine Aus-
wirkungen haben darf. Den Integranden kénnen wir auBerdem umsortieren:

W)=2)=9",(x,)¥,(x,) V(x,x,) ¥, (x,)¥,(x,)

Diese ersten beiden Terme fassen wir zu einem einzigen zusammen, den wir Coulomb-
Term C nennen

C= ZT‘P:(& W, (x,) Vi(x,x,) W, (x,)¥,(x,)dx,dx, (2.29)

Wir erinnern uns wiederum daran, dass ¥*W das Quadrat der Wellenfunktion bedeutet und
eine Wahrscheinlichkeitsdichte angibt. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist aber einer
Ladungsdichteverteilung proportional, da wir es hier ja mit Elektronen zu tun haben. Wir
konnen deshalb schreiben:

C~ +fwly(xl) ‘V(x,,x,) n,(x,)dx,dx, (2.30)

wobei n; und n, die Ladungsdichteverteilung des Elektrons 1 und 2 bedeuten sollen. Hier-
aus wird auch gleichzeitig die Bedeutung des Coulomb-Integrals deutlich. Es gibt an,
inwieweit die beiden Wellenfunktionen von Objekt 1 und Objekt 2 tiberlappen, was dann
in einer Coulomb-AbstoBung resultiert. Dies entspricht qualitativ auch dem, was wir durch
eine klassische Uberlegung erwartet hatten. Dementsprechend ist das Vorzeichen des
Coulomb-Terms auch immer positiv, erhéht also die Gesamtenergie.

Genauso analysieren wir nun die Terme (3) und (4) des Integranden in Gleichung (2.28).
Wiederum setzen wir die Wellenfunktionen ein, die die Symmetriebedingungen erfiillen,
und sehen uns das Resultat genauer an. Auch hier unterscheiden sich Term (3) und (4) nur
in der Benennung der Integrationsvariablen x; und x,. Diese konnen ebenso unter dem
Integral vertauscht, d. h. umbenannt werden. Nach der Integration miissen beide Terme
gleich sein. Wir nennen das erhaltene Integral Austauschintegral A.

A=22] Wi ()W (x,)- Vix,, x,)- W, (6,0, (x,)dx, dx, (2.31)

Dieses Austauschintegral kann nicht weiter vereinfacht und klassisch auch nicht interpretiert
werden. Sein Auftauchen verdankt das Austauschintegral unserer strikten Anforderung an die
Symmetrie der Wellenfunktionen gegeniiber Vertauschung der Objektkoordinaten. Es hat
damit keine klassische Entsprechung. Der Name resultiert daher, dass im hinteren Teil des
Integranden die Integrationsvariablen gerade ausgetauscht sind. Eine weitere Vereinfachung
wie im Falle des Coulomb-Integrals ist deshalb nicht méglich. Das Austauschintegral muss so
stehen bleiben und muss im Bedarfsfall aus den Wellenfunktionen berechnet werden.
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Die Tatsache, dass das Austauschintegral klassisch nicht erkldrt werden kann, mutet
zundchst eventuell merkwiirdig an. An dieser Stelle sei deshalb daran erinnert, dass
eine physikalische Theorie wie die Quantenmechanik sich nicht durch das Kriterium
,Ubersichtlichkeit“ oder ,,Anschaulichkeit* als richtig erweist, sondern nur durch
eine richtige Vorhersage aller in der Natur auftretenden Ereignisse. Genau dies leistet
die Quantenmechanik, sofern der beschriebene Formalismus mit symmetrischen und
antisymmetrischen Wellenfunktionen verwendet wird.

Trotz der etwas untibersichtlichen Rechnung ergibt sich ein recht anschauliches Endergeb-
nis fiir die Gesamtenergie zweier Elektronen in getrennten Potentialtopfen, die sich so nahe
gekommen sind, dass deren Wellenfunktionen iiberlappen (zur Erinnerung: Dies ist unser
einfaches Modell eines Molekiils aus zwei Atomen). Die Gesamtenergie betrégt

E=E+E+C+A (2.32)

Sie setzt sich zusammen aus den Einzelenergien der beiden Elektronen, deren Coulomb-
AbstoBung sowie der Austauschenergie. Wahrend die Coulomb-Energie die Gesamtenergie
wegen der gemeinsamen AbstoBung beider Elektronen immer erhoht und damit auf ein
eventuell entstehendes Molekiil destabilisierend wirkt, kann die Austauschenergie positiv
oder negativ sein. Dies hédngt einerseits vom Vorzeichen des Integrals selbst ab und davon,
ob man symmetrische (+) oder antisymmetrische (—) Wellenfunktionen eingesetzt hat.
Dabei hdngen sowohl die Coulomb-Energie als auch die Austauschenergie vom Abstand
der Atome bzw. vom Abstand der Potentialtdpfe ab. Ist der Abstand sehr groB, so ergibt sich
gar kein Uberlapp der Wellenfunktionen, im Integranden ist deshalb immer eine der Wel-
lenfunktionen gleich null. Damit verschwindet dann sowohl das Coulomb-Integral als auch
das Austauschintegral, was im Ubrigen auch der Erwartung entspricht. Elektronen an weit
entfernten Atomen ,,wissen‘ schlieBlich nichts voneinander.

Die Austauschwechselwirkung entsteht, wenn die Wellenfunktionen von 2 (oder
mehr) Elektronen iiberlappen. Fiir die Gesamtenergie ergibt sich dann

E=E +E,+C*A
C = Coulomb-Energie
A = Austauschenergie

Durch den Uberlapp der Wellenfunktionen entstehen zwei Energieniveaus, eines liegt
energetisch ungiinstiger, das andere energetisch giinstiger als das Ausgangsniveau. Das
Vorzeichen entspricht einer symmetrischen bzw. antisymmetrischen Gesamtwellen-
funktion (gegen Vertauschung der Teilchenkoordinaten). Welches der beiden Vorzei-
chen in der Formel zu einer niedrigeren Gesamtenergie fiihrt, hdngt vom Vorzeichen
des Austauschintegrals A ab. Das Austauschintegral kann positiv oder negativ sein.
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2.2.3 Der Spin des Elektrons

Nun fehlt uns nur noch ein letzter Baustein zum grundlegenden Verstdndnis von atomaren
Bindungen: die Beriicksichtigung des Spins von Elektronen. Elektronen sind Elemen-
tar,teilchen®, die neben der Eigenschaft , Ladung” auch noch einen Eigendrehimpuls besit-
zen. Die quantenmechanischen Regeln im Umgang mit Eigendrehimpulsen sind kompli-
ziert und sollen hier nicht genauer hergeleitet, sondern nur angegeben werden. Es wird
ansonsten auf die Literatur zur Einfithrung in die Quantenmechanik verwiesen.

Der Eigendrehimpuls des Elektrons wird auch ,Spin“ genannt. Mit diesem Spin ist ein
magnetisches Moment der Grofe up verbunden. Ein magnetisches Moment der Grofie up
wird als Bohr-Magneton bezeichnet. In diesem Sinne trdgt das Elektron also sowohl die
Elementarladung g (=1,6 107! C) als auch ein elementares magnetisches Moment von der
GriBe eines Bohr-Magnetons mit uz =9,27 1024 J/T. Das magnetische Moment des Elekt-
rons spielt fiir die konventionelle Elektronik keine Rolle, wird aber spéter bei der Beschrei-
bung von magneto-elektronischen Halbleiterbauelementen wichtig.

Sowohl der Spin als auch das magnetische Moment sind vektorielle Gréfen. In der Quan-
tenmechanik kénnen dabei grundsétzlich nicht alle drei Komponenten dieser Vektoren
gleichzeitig angegeben werden (eine Art Unschérferelation). Man gibt deshalb vom Spin
des Elektrons nur seinen Betrag S und die zugehorige z-Komponente S, an.

Sowohl der Betrag als auch die z-Komponente von Drehimpulsen gehorchen einer Richtungs-
quantisierung. Die Werte fiir ihren Betrag und den Betrag der z-Komponente werden von
Quantenzahlen, die nur ganzzahlige oder halbzahlige Werte annehmen kénnen, quantisiert.

Der Betrag des Spin-Elektrons ist

|S|=S(S+1)n (2.33)
Dabei ist S die Spin-Quantenzahl, die fiir Elektronen S = 1/2 betrdgt. Die z-Komponente S,
kann nach den Regeln der quantenmechanischen Richtungsquantisierung nur zwei Werte
annehmen:

z

1

S =+—nh (2.34)
2

Das zugehorige magnetische Moment des Elektrons betrégt ein Bohr-Magneton:

_an

= om (2.35)

Hp

Die weiter oben betrachteten Wellenfunktionen fiir Elektronen im Potentialtopf (als Modell
fiir ein Elektron, das an ein Atom gebunden ist) waren deshalb noch nicht ganz vollstédndig.
Diese hatten sich bisher nur auf den Ortsraum des Elektrons, also die Koordinaten x, y und
z bezogen, nicht aber auf die weiteren , Freiheitsgrade* eines Elektrons, den Spin. Die bis-
herigen Ortswellenfunktionen W(x,y,z) miissen deshalb durch eine Spin-Wellenfunktion
ergdnzt werden.

Y(n,s)=Y (x,y,z)¥,(s) (2.36)

Die Gesamtwellenfunktion W(n,s) ist gleich dem Produkt aus Ortswellenfunktion und
Spin-Wellenfunktion. Die Differentialoperatoren innerhalb der Schrédinger-Gleichung aus
Gleichung (2.25) wirken nur auf die Ortskoordinaten, die Spin-Wellenfunktion bleibt unbe-
rithrt. Es gibt aber iiber die vorgestellten Beitrdge zur Schrodinger-Gleichung hinaus Ergén-
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zungen zur Schrédinger-Gleichung, die wir bisher noch nicht kennengelernt haben und die
dann auch auf die Spin-Wellenfunktion wirken. Wir werden dieses Thema hier aber nicht
weiter vertiefen.

Wir kénnen nun ein Gesamtbild entwerfen, das das Auftreten von molekularen Bindungs-
kréften plausibel macht. Wie oben erldutert muss die Wellenfunktion feste Symmetrieanfor-
derungen beziiglich der Vertauschung von Teilchenkoordinaten erfiillen. Dies ist allerdings
eine Anforderung an die Gesamtwellenfunktion und nicht nur an die Ortswellenfunktion.
Elektronen werden durch antisymmetrische Gesamtwellenfunktionen beschrieben, da sie
halbzahligen Spin haben und deshalb zur Klasse der Fermionen gehoren.

Bei der Anndherung zweier Atome gibt es nun fiir jedes der beiden Elektronen zwei mogliche
Spin-Orientierungen, die mit den zwei moglichen z-Komponenten des Spins und den zuge-
hérigen Quantenzahlen mg = = 1/2 einhergehen. Demnach kénnen die beiden Spins der
Elektronen entweder parallel oder antiparallel orientiert sein. Eine parallele Spin-Orientie-
rung wird durch eine symmetrische Spin-Wellenfunktion wiedergegeben (was man auch
mathematisch beweisen kann, siehe Literatur zur Einfiihrung in die Quantenmechanik), die
dann eine antisymmetrische Ortswellenfunktion nach sich ziehen muss. Nur so ergibt sich
dann auch eine antisymmetrische Gesamtwellenfunktion. Umgekehrt folgt aus einer
antisymmetrischen Spin-Wellenfunktion eine dann symmetrische Ortswellenfunktion. Der
Symmetriecharakter der Ortswellenfunktion bestimmt aber, welches Vorzeichen der Term
der Austauschwechselwirkung bekommt (siehe Gleichung (2.32)). Wir erhalten fiir eine sym-
metrische Ortswellenfunktion die Energie

E=E +E,+C+A (2.37)
und fiir eine antisymmetrische Ortswellenfunktion die Energie
E=E +E,+C-A (2.38)

wobei der Symmetriecharakter der Ortswellenfunktion von der Spin-Wellenfunktion
»gesteuert” wird. Es ist gerade diese Absenkung der Energie, die zur Bindung zweier
Atome fiihrt. Der Uberlapp der Wellenfunktionen der beiden Elektronen ist die Ursache fiir
das Entstehen des Austauschterms und damit die Grundlage fiir atomare Bindung. Neben
dem energetisch giinstigeren Energieniveau entsteht auch ein zweites, energetisch héher
liegendes Niveau. Ersteres wird héufig ,bindendes Molekiilorbital“ genannt, Letzteres
,antibindendes Molekiuilorbital“.

Welche der beiden Konfigurationen — Spins parallel oder Spins antiparallel — die energetisch
giinstige darstellt, entscheidet das Vorzeichen des Austauschintegrals A. Dieses ist jedoch oft
(aber nicht immer) positiv, sodass in der Tat meist die Konfiguration mit antiparallelen Spins
die energetisch giinstigere ist, die dann zur Atombindung fiihrt. Diese Elektronenpaare wer-
den in der Chemie oft mit einem einfachen Strich zwischen zwei Atomen veranschaulicht
und bindendes Elektronenpaar genannt.

Wir haben nun qualitativ erldutert, warum es beim Uberlapp zweier Wellenfunktionen zu
einer Aufspaltung der beiden eigentlich gleichen Energieniveaus in ein antibindendes und
ein bindendes Niveau kommt. Ursache ist die Austauschwechselwirkung, deren Vorzei-
chen durch die relative Orientierung der beiden Spins gesteuert wird.
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2.2.4 Die Entstehung von Bandern

Im néchsten Schritt kénnen wir nun — ebenfalls qualitativ — die Entstehung von Energiebén-
dern in Festkorpern erldutern. In einem Festkorper iiberlappen nicht nur die Wellenfunktio-
nen von zwei Elektronen, sondern die Wellenfunktionen von sehr vielen Elektronen, gebun-
den an sehr viele Atome. Zur Erinnerung: In einem cm?® Festkérper findet man etwa 1023
Elektronen. Damit spalten die Energieniveaus nicht in zwei, sondern eben in 102® Niveaus
auf. Diese Energieniveaus liegen eng benachbart und bilden die sogenannten Energiebander.

Dariiber hinaus gibt es nicht nur ein Energieniveau pro Atom, sondern mehrere, entspre-
chend den existierenden Atomorbitalen (1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d etc.). Diese Energieniveaus
tiberlappen mit denen der benachbarten Atome, davon die duBleren Atomorbitale mehr als
die inneren. Demnach werden die d&uBeren Atomorbitale stdrker verbreitern als die inneren.
Besteht kein Uberlapp der Atomorbitale, so gibt es auch keine Austauschwechselwirkung
und damit auch keine Aufspaltung in Bander. Die Situation ist in Abbildung 2.3 illustriert.

A |
| Aufspaltung durch
Il Uberlapp der
i Wellenfunktionen
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il
Q
o .
[} = diskrete atomare
i I V// Energieniveaus
Bandliicke o —

\/

Gleichgewichtsabstand

Atomabstand im Gitter

Abbildung 2.3: Entstehung von Bandern aus dem Uberlapp von Elektronenwellenfunktionen in Halbleitern am Beispiel
von Silizium. Die uBeren Zusténde des Silizium-Atoms sind die 2s- und 2p-Zustande.

Will man die entstehenden Bénder quantitativ beschreiben, so muss man die Schrodinger-
Gleichung losen. Diese besteht aus den Energieniveaus aller Elektronen im Festkdper, die
tiber die Coulomb-Anziehung von allen Atomen angezogen werden und iiber die Coulomb-
AbstoBung von allen Elektronen abgestoflen werden. Zusétzlich muss man noch die Aus-

tauschwechselwirkung aller Elektronen untereinander berticksichtigen. Damit ergibt sich
die Schrédinger-Gleichung zu

[ o 9? o
- + 5+ [+ SVI(R — 1)+ V(1 — 1) |W = EW 539
2 Zm(axf ay? azf) VB =)+ 2V - 1) (2.39)

i)
R; sind die Ortskoordinaten der Atome, r; die Ortskoordinaten der Elektronen. Die erste
Summe addiert alle kinetischen Energien aller Elektronen, die zweite Summe die potenti-

ellen Energien der Elektronen im Coulomb-Potential der Atomkerne und die letzte Summe
gibt alle Wechselwirkungen der Elektronen untereinander wieder.
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Diese Gleichung ldsst sich zwar einfach aufstellen, die Losung ist allerdings sehr komplex
und kann auch mit Hochleistungsrechnern nur ndherungsweise durchgefiithrt werden.
Grundsitzliches Ergebnis muss aber — wie bei jeder Losung der Schréodinger-Gleichung —
ein Satz von moglichen Energieniveaus sein, die durch mehrere Quantenzahlen indiziert
werden. Die Auftragung dieser Energieniveaus nimmt man meist nicht als Funktion der
Quantenzahl n vor (n miisste bis zu sehr hohen Zahlen laufen), sondern als Funktion der
Quantenzahl k,,. Diese Auftragung wird Bandstruktur genannt.
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£° W °3
] ~— Valenzband m
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[111] 0 [100] [111] 0 [100]
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Abbildung 2.4: Bandstruktur von Silizium und Indiumphosphid (InP) in verschiedenen Kristallrichtungen [1].

Um einer verbreiteten Fehlinterpretation vorzubeugen wird noch einmal die Bedeutung
von k hervorgehoben. k hat zwar die Dimension einer Wellenzahl, die hier aber nicht die
Bedeutung eines Impulses entsprechend p =7-k hat, sondern die Bedeutung einer Quan-
tenzahl. Die zugehorigen Energieniveaus resultieren aus der Losung der zeitunabhéngigen
Schrédinger-Gleichung. Ein Elektron im Zustand k,, bewegt sich also nicht mit dem Impuls
p="h-k, sondern sitzt in einem zeitunabhdngigen Zustand. p=#-k wird deshalb auch
als Quasi-Impuls bezeichnet. Will man Stromtransport berechnen, so muss man aus diesen
zeitunabhédngigen Zustdnden Wellenpakete konstruieren, die sich dann mit einem
bestimmten Impuls in eine bestimmte Richtung bewegen kénnen. Die Wellenzahl k steht
hier also fiir eine Quantenzahl, die bestimmte Energieniveaus indiziert.

Wiirde man alle Energieniveaus in den Bandstrukturgraphen eintragen, die sich aus den
atomaren Energieniveaus der einzelnen Atome (1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d etc.) ergeben, so wiren
dies sehr viele und der iiberstrichene Energiebereich wire sehr groB. Fiir die Funktionalitét
von Halbleitern interessieren aber meist nur zwei dieser Béander: das hochste noch mit Elek-
tronen vollstdndig besetzte Band und das unterste schon vollstindig unbesetzte Band. Das
Autfiillen der Energieniveaus mit Elektronen, beginnend vom niedrigsten Energieniveau hin
zu hoheren Energien, ergibt sich aus dem Pauli-Verbot. Zwei Elektronen diirfen nicht in allen
Quantenzahlen tibereinstimmen. Deshalb passen in ein einzelnes Energieniveau nur zwei
Elektronen, eines mit Spin-Up und eines mit Spin-Down. Will man demnach viele Elektro-
nen, ca. 10%® pro cm® im Halbleiter, in die zur Verfiigung stehenden Energieniveaus verteilen,
so werden Elektronen diese Energieniveaus bis zu einer Maximalenergie besetzen.

Die beiden relevanten Biander, das hochste besetzte und das niedrigste unbesetzte, bezeich-
net man als Valenzband und Leitungsband, und normalerweise werden nur diese beiden in
die Bandstruktur-Graphen eingetragen. Der interessierende Energiebereich liegt dann meist
in der GroBenordnung von 10 eV oder darunter.



2.3 Bandstruktur und Ladungstragertransport

In Abbildung 2.4 ist die Bandstruktur von Silizium und von Indiumphosphid aufgetragen.
Die Wellenzahl k reprisentiert drei Quantenzahlen k,, ky und k,, entsprechend der drei
Raumrichtungen. Die zugehorigen Energiewerte miissten deshalb eigentlich 4-dimensional
als Funktion von k,, k, und k, aufgetragen werden, was natiirlich nicht méglich ist. Des-
halb wihlt man bestimmte bevorzugte Richtungen im Raum, die einen Vektor (k,, k;, k)
reprasentieren, und zeigt nur die Energiezustdnde als Funktion dieses k-Vektors in genau
dieser Richtung. Es soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass der Vektor k keine
Bewegung in eine bestimmte Richtung anzeigt.

2.3 Bandstruktur und Ladungstragertransport

Bisher wurde nur die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung analysiert. Das Phédnomen
Strom als zeitabhdngiger Transport von Ladung kann demnach offensichtlich nicht durch
die zeitunabhdngige Schrédinger-Gleichung beschrieben werden. Eine zeitabhéngige quan-
tenmechanische Beschreibung ist moglich, aber auch kompliziert. Deshalb gehen wir nun —
nachdem der Ursprung und die grundsédtzliche Bedeutung einer Bandstruktur erldutert
wurde — in ein klassisches Bild tiber. Eine quantenmechanische Betrachtung von Strom-
transport wiirde weit iiber diese Einfithrung hinausgehen.

Das klassische Bild muss aber natiirlich notwendigerweise inkonsistent bleiben. Wir
betrachten Elektronen wieder als Teilchen, die einem elektrischen Feld folgen, das die
Ursache fiir den Ladungstransport ist. Die Elektronen befinden sich aber innerhalb der
Bandstruktur des Halbleiters Silizium und spiiren dort den Einfluss aller auf sie wirkenden
Krifte und Einfliisse. Man sollte sich also nicht dariiber wundern, dass diese vereinfachte
Betrachtung regelméBig an ihre Grenzen stof8t und dass fiir eine Reihe von Eigenschaften
von Halbleiterbauelementen doch wieder zu einer quantenmechanischen Betrachtung
gewechselt werden muss.

Wir betrachten zunéchst die ,,Bandstruktur® eines freien Elektrons ohne den Einfluss des
periodischen Potentials eines Festkorpers. Die Energie der Elektronen und deren Wellen-
vektor k sind gegeben durch

thZ
2m

E(k)= (2.40)
wobei m die Masse (genauer: Ruhemasse) des Elektrons darstellt. Es gibt fiir ein freies Elek-
tron keine Energiequantisierung, keine Bédnder und demnach auch keine Bandliicken. Die
E(k)-Beziehung ist einfach parabelférmig und kontinuierlich.

Im Vergleich dazu ist die Bandstruktur eines realen Halbleiters wie Silizium nur parabel-
formig in einem kleinen Bereich rund um k = 0. Beschrdnkt man sich auf diesen Bereich,
so kann man den E(k)-Zusammenhang schreiben als

wk*

E(k)= Py (2.41)

wobei #*/m’" die zweifache Ableitung von E(k) nach k und damit die Kriimmung der E(k)-
Kurve angibt. Die Kriimmung im parabelformigen Bereich bestimmt also den Parameter m*,
der auch als effektive Masse bezeichnet wird. Man kann deshalb die Bewegung eines Elekt-
rons im Halbleiter so betrachten, als ob sich das Elektron als freies Teilchen bewegt, aller-
dings mit der effektiven Masse m*. Dies ist eine erhebliche Vereinfachung im Vergleich zu
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einer Betrachtung der vollstindigen Bandstruktur. Die komplizierten Eigenschaften der
Bandstruktur spiegeln sich nun ausschlieBlich im Parameter m”, der effektiven Masse, wider.
Ansonsten betrachten wir das Elektron in der Bandstruktur einfach quasi als freies Teilchen.
Dieser Sachverhalt wird durch den Begriff ,,quasi-freies Elektron“ beschrieben. Klar ist aber
schon hier, dass die Beschreibung mit einer effektiven Masse nicht mehr méglich ist, wenn
die Bander nicht parabolisch sind, sich die Kriimmung der Bander also abhéngig von der
Energie dndert. Man spricht dann von ,.energieabhéngigen effektiven Massen*.

Dariiber hinaus sind derartige effektive Massen auch richtungsabhéngig. Die Kriimmung
der Bander ist abhédngig von der Richtung im Kristall. Diese Richtung wird im kubischen
Diamant-Gitter des Siliziums mit Kombinationen von Einheitsvektoren entlang der drei
kubischen Symmetrierichtungen angegeben. So ist eine (100)-Richtung eine Richtung ent-
lang einer Kante des Kubus, eine (111)-Richtung eine in Richtung der Raumdiagonalen des
Kubus. Sind effektive Massen richtungsabhdngig, so sind es auch die Ladungstrdger-
beweglichkeiten, wie wir spater sehen werden.

Das quasi-freie Elektron folgt nun einem von auflen angelegten elektrischen Feld. Dadurch
wird es beschleunigt, seine Geschwindigkeit nimmt mit konstanter Rate zu, so als ob es die
Masse m" hitte. Diese Geschwindigkeitszunahme kann nicht beliebig lange weitergehen.
Nach einer gewissen Zeit wird die kinetische Energie des Elektrons so hoch, dass es seine
zusitzliche Energie wieder abgeben wird, also abgebremst wird. Diesen Effekt bezeichnet
man als Streuung oder Energie-Relaxation. Die zusétzliche Energie des Elektrons wird an
andere Elektronen, Gitterschwingungen, Anregung von Atomen oder andere Freiheitsgrade
des Festkorpers iibertragen.

v A StéRe

T N

Steigung entspricht der Beschleunigung
durch das elektrische Feld!

>t
Abbildung 2.5: Beschleunigen und Abbremsen eines Elektrons in einem elektrischen Feld. Streuung fihrt zum Abbremsen
und damit zu einer Reduktion der Energie (= Energie-Relaxation).

Wird diese statistische Bewegung des Beschleunigens und Abbremsens zeitlich gemittelt, so
ergibt sich eine mittlere Geschwindigkeit fiir die Fortbewegung eines Elektrons in einem
elektrischen Feld. Die mittlere Geschwindigkeit v, wird als Driftgeschwindigkeit bezeichnet.

vy=uE (2.42)

Der Parameter ¢ wird Ladungstridgerbeweglichkeit genannt, v, ist die Driftgeschwindigkeit.
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4 ™\
Exkurs

Die Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen der Driftgeschwindigkeit vy
und dem elektrischen Feld E ist nicht unmittelbar klar, sie ergibt sich durch einen Ver-
gleich mit dem Experiment und gilt eigentlich auch nur fiir einen begrenzten Bereich
des elektrischen Feldes E. Diese lineare Abhéngigkeit resultiert dann im wohlbekannten
Ohm’schen Gesetz, wie wir gleich sehen werden. Insbesondere bei héheren Drift-
geschwindigkeiten ergeben sich aber in jedem Material deutliche Abweichungen von
diesem linearen Verhalten. Der Strom ist dann nicht mehr einfach nur proportional zur
Spannung und damit zur elektrischen Feldstdrke und die Beweglichkeit u ist keine Kon-
stante mehr, sondern hiangt vom elektrischen Feld ab. Diese Situation findet man gene-
rell in Feldeffekt-Transistoren, wo in den sehr kurzen Kanilen sehr hohe elektrische
Feldstdrken auftreten. Auf diesen Sachverhalt werden wir spéter genauer eingehen.

A\ J

Die Driftgeschwindigkeit kann in eine Stromdichte umgerechnet werden, sofern die Elekt-
ronendichte n bekannt ist.

J=q-nv,=0-E (2.43)
o=q-n-u (2.44)

o ist die Leitfdhigkeit und n die Ladungstrdgerkonzentration, E die elektrische Feldstérke.
Die angegebenen Formeln sind nichts anderes als das Ohm’sche Gesetz. Sie geben an, dass
der Strom proportional zur elektrischen Feldstérke ist, die ja wiederum mit der von auflen
angelegten Spannung skaliert.

Zur Bestimmung des Stromes aus der Driftgeschwindigkeit vg:

Alle der pro Zeit t durch eine Flache A (am rechten Ende des Zylinders) hindurch-
tretenden Elektronen befinden sich in einem Zylinder mit dem Volumen V = Avgt.
Die Gesamtzahl der Elektronen betrdgt N = nV, die Stromdichte ] = gN/At = qnvy.

v, -t

Q=n-Vol.=q:n-A-v,t

2 4 -]

Abbildung 2.6: Zusammenhang von Stromdichte und Driftgeschwindigkeit.
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Fiir die Leitfdhigkeit und den Wiederstand ergeben sich

(2.45)

R=p — (2.46)

p ist der spezifische Widerstand, I die Lange des leitfdhigen Bereichs und A dessen Quer-
schnitt. Damit kénnen wir schreiben:

Joa=1=L.y.4 (2.47)
p 1
Dies kann in die bekannte Form des Ohm’schen Gesetzes gebracht werden.
U= ~L~I—B-I (2.48)
P :

Den Strom, der durch ein elektrisches Feld angetrieben wird, nennt man Feldstrom. Neben
dem Feld kann aber auch ein Diffusionsstrom auftreten, bei dem die Bewegung von Ladungs-
trdgern nicht durch ein Feld, sondern durch einen Konzentrationsgradienten verursacht
wird. Die Ladungstrdger werden grundsétzlich von einem Gebiet héherer Konzentration zu
einem Gebiet niedrigerer Konzentration diffundieren. Dieser Diffusionsstrom tritt auch ohne
elektrisches Feld auf. Da in Halbleiterbauelementen oft sehr groBe Konzentrationsgradienten
auftreten, ist der Diffusionsstrom genauso wichtig wie der Feldstrom. Das Zusammenwirken
von Diffusion und elektrischem Feld ist die Grundlage fiir die Beschreibung von Halbleiter-
bauelementen wie Dioden und Transistoren.

2.3.1 Fermi-Energie und die Ladungstragerkonzentration

Betrachtet man die Besetzung der Béander mit Elektronen, so ist das Valenzband defini-
tionsgemdl voll besetzt. Es ist eventuell iiberraschend, dass Elektronen in einem voll
besetzten Valenzband nicht zum Stromtransport beitragen konnen. Der Grund besteht
darin, dass in einem vollstdndig gefiillten Valenzband keine freien Zustdnde zur Verfiigung
stehen, alle Zustdnde sind ja voll besetzt. Ein Elektron, das einem elektrischen Feld folgt,
muss aber zunédchst Energie aufnehmen, es muss sich also in etwas hohere Energieniveaus
hinein bewegen konnen. Stehen solche Zustdnde nicht zur Verfiigung, so findet eben keine
Beschleunigung und damit auch kein Stromtransport statt. Die Elektronen sind quasi ,,ein-
gefroren. Uns begegnet an dieser Stelle wiederum die grundsétzlich quantenmechanische
Natur der Dinge. Im Leitungsband findet man definitionsgemé&l gar keine Elektronen, es ist
vollig leer und damit unbesetzt. Auch im Leitungsband stehen so keine Ladungstrédger fiir
Stromtransport zur Verfiigung. Ein Halbleiter wéire demnach ein Isolator. Diese Situation
tritt aber nur bei sehr tiefen Temperaturen auf.

Betrachtet man einen Halbleiter dagegen bei Raumtemperatur, so ergibt sich eine Kompli-
kation. Wir miissen nun die Besetzung der Bénder unter dem Einfluss der Temperatur
betrachten. Die mittlere thermische Energie bei der Temperatur T betrdgt ca. kT (k = Boltz-
mann-Konstante). Ein Energiebetrag von kT bei Raumtemperatur entspricht etwa 25 meV.
Vergleicht man diesen Wert mit der Bandliicke, also dem minimalen Abstand zwischen
Oberkante Valenzband und Unterkante Leitungsband (in Silizium 1,1 eV), so erkennt man,
dass die mittlere thermische Energie von 25 meV bei Weitem nicht ausreicht, um Elektro-
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nen vom Valenzband ins Leitungsband anzuheben. Silizium miisste also auch bei Raum-
temperatur ein idealer Isolator sein — was aber nicht der Fall ist.

Ein kleiner Anteil der Elektronen hat ndmlich selbst bei Raumtemperatur schon gentigend
thermische Energie, um aus dem Valenzband in das Leitungsband angehoben zu werden.
Dies liegt daran, dass die thermische Energie kT nur einen Mittelwert darstellt, die momen-
tane Energie von Elektronen kann zum Teil wesentlich iiber (oder unter) diesem Wert liegen.

Unter Berufung auf die Thermodynamik, deren Grundlagen wir hier natiirlich nicht entwi-
ckeln konnen, stellen wir fest, dass die Besetzungswahrscheinlichkeit von Energieniveaus
durch die Fermi-Dirac-Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben ist.

1

ex (E_EF)+1
P\ %t

Jen(E) = (2.49)

Diese Funktion ist in Abbildung 2.7 dargestellt.

—1 +— KT fir 1000 K

1 —l — KT fur 300 K
0K
300 K
[ 1000 K
—
=
0 | 1t | |
0 0,5 4,5 5,0 55

E/eV

Abbildung 2.7: Fermi-Dirac-Verteilung: Besetzungswahrscheinlichkeit f(E) als Funktion der Energie E, mit einer Fermi-
Energie von Ep = 5 eV,

Die Fermi-Dirac-Verteilung zeigt die Besetzungswahrscheinlichkeit als Funktion der Ener-
gie. Bei T = 0 Kist die Fermi-Dirac-Funktion eine Stufenfunktion. Alle Zustdnde unterhalb
von Er sind besetzt (Besetzungswahrscheinlichkeit f(E) = 1), alle dariiber unbesetzt (Beset-
zungswahrscheinlichkeit f(E) = 0). Fir hohere Temperaturen verschmiert die bei T =0 K
scharfe Stufe. Aus der Abbildung 2.7 ist ersichtlich, dass es dann doch einige Elektronen
gibt — wenn auch nur anteilig sehr wenige —, die eine gentigend hohe thermische Energie
besitzen, um vom Valenzband in das Leitungsband angeregt zu werden. Erst hierdurch
gelangen Elektronen ins Leitungsband, konnen einem elektrischen Feld folgen und damit
Stromtransport tiibernehmen.

Der Parameter Ef in der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion wird Fermi-Energie genannt.
Dieser Parameter spielt eine aulerordentlich wichtige Rolle bei der spéteren Beschrei-
bung von Halbleiterbauelementen.
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Existieren in einem Halbleiter ortsabhdngig Unterschiede in der Lage der Fermi-Energie, so
gibt es an einem Ort im Halbleiter Elektronen mit im Mittel héherer Energie, die in den
Bereich mit niedriger Energie abflieBen werden. Wir erkennen schon hier, dass ein Gradient
in der Fermi-Energie zu einem Strom fithren wird. Umgekehrt wird es keinen Gradienten der
Fermi-Energie geben, wenn sich der Halbleiter im Gleichgewicht befindet, also stromlos ist.
Dies ist eine der Grundiiberlegungen zur spéteren Beschreibung von Halbleiterbauelementen.

Die ins Leitungsband angeregten Elektronen fehlen im Valenzband, es ergeben sich im
Valenzband nicht besetzte Zustdnde. Damit kénnen auch einige Elektronen im Valenzband
Stromtransport iibernehmen, da deren Nachbarzustdnde unbesetzt sind und sie deshalb in
einem elektrischen Feld Energie aufnehmen kénnen. Zur Beschreibung dieser Leitfdhigkeit
im Valenzband hat sich das leistungsfdhige Konzept des ,fehlenden Elektrons“ oder
,Lochs® durchgesetzt. Der Stromtransport im Valenzband wird richtig beschrieben, indem
jedem fehlenden Elektron (das als ,,Loch* bezeichnet wird) eine positive Ladung +q zuge-
schrieben wird und dann die Bewegung dieser ,,positiven Ladung® als Funktion eines elek-
trischen Feldes betrachtet wird — ganz analog zur Bewegung von Elektronen im Leitungs-
band als Antwort auf ein elektrisches Feld.

Locher sind positiv geladen und bewegen sich im Vergleich zu Elektronen bei gleicher elek-
trischer Feldstdrke in die entgegengesetzte Richtung. Ein weiterer wichtiger Unterschied zwi-
schen Lochern und Elektronen ist folgender: Elektronen wie auch Locher begeben sich in der
Bandstruktur grundsétzlich in Energieniveaus mit moglichst niedriger Energie. Dabei beset-
zen Elektronen Energieniveaus in der Bandstruktur, die in den iiblichen Energiediagrammen
moglichst weit ,,unten“ sind. Auch Locher begeben sich in Energieniveaus, die mdglichst
giinstig sind. Diese befinden sich fiir Locher allerdings ,,oben“ in der Bandstruktur, da sie ja
durch fehlende Elektronen entstehen, die weiter unten sitzen. Locher benehmen sich so ahn-
lich wie Luftblasen in Wasser. Wahrend das Wasser (Elektronen) nach unten flieBt, begeben
sich die Luftblasen (Locher) nach oben. Es ist wichtig, diesen Unterschied zu verstehen.

4 )
Exkurs

Man konnte nun auf die Frage stofen, warum sich nicht alle Elektronen gemeinsam im
tiefsten Energieniveau aufhalten. Dies verbietet wie schon angesprochen eine Grund-
regel der Quantenmechanik, das Pauli-Verbot. Zwei Elektronen diirfen nie in allen
Quantenzahlen tibereinstimmen (= nie im gleichen Energiezustand sitzen). Dies ergibt
sich ganz direkt aus der Tatsache, dass die Gesamtwellenfunktion von Elektronen anti-
symmetrisch gegen Teilchenvertauschung sein muss. Setzt man in einer antisymmetri-
sche Gesamtwellenfunktion zwei Zustdnde gleich, so ergibt sich identisch null, die
Wellenfunktion verschwindet, eine solche Situation kommt in der Natur nicht vor. Des-
halb fiillen die Elektronen die Bandstruktur von unten nach oben auf, wie Wasser, das
in einen Eimer gefiillt wird. Auch die Wassertropfen in einem Eimer diirfen sich nicht
alle im selben , Energieniveau” (gleicher Ort, gleiche Hohe) authalten.

& J

Die durch die thermische Anregung entstehende Ladungstrdagerkonzentration von Elektronen
im Leitungsband und Léchern im Valenzband (beide sind gleich groB) nennt man intrinsi-
sche Ladungstrdgerkonzentration. Diese hédngt ab von der Bandliicke und der Temperatur. Je
grofer die Bandliicke, desto kleiner die intrinsische Ladungstrdgerkonzentration bei Raum-
temperatur (300 K).




2.3 Bandstruktur und Ladungstragertransport

T(°C)
1500 500 200 100 27 O -20
T w0 N
© AN
c 10% \ Ge
& \ AN AN
< N\
o N N
g 10 \\ S | AN
:% X \ N
= \ N
g 10" N N
c X N
_g \,
3 10* A N
2 N AN
(&) \
g 10° \ GaAs
c
£ \
= AN
£ 0 \

0
05 10 15 20 25 3,0 35 40

1000/T (K™
Abbildung 2.8: Intrinsische Ladungstragerkonzentration n; von Si, Ge und GaAs als Funktion der Temperatur [2].

Wir kommen nun zuriick zur Diskussion der Bedeutung der Fermi-Energie.

Die Zahl der thermisch angeregten Elektronen im Leitungsband muss genauso groB sein
wie die Zahl der Locher im Valenzband, da ja jedes angeregte Elektron ein Loch hinterldsst.
Zur Bestimmung der genauen Zahl der Elektronen im Leitungsband (bzw. analog der Zahl
der Locher im Valenzband) muss die Besetzungswahrscheinlichkeit noch mit der Zahl der
besetzbaren Zustdnde multipliziert und danach iiber die Energie integriert werden. Die
Zahl der besetzbaren Zustdnde pro Energieintervall wird als Zustandsdichte D(E) bezeich-
net. Sie héngt fiir quasi-freie Elektronen bzw. Lécher entsprechend Gleichung (2.50) von
der Energie ab. Um die Energie E vom elektrischen Feld E unterscheiden zu kénnen, wird
in derartigen Rechnungen die Energie meist mit W beschrieben. Diese Nomenklatur wollen
wir nun {ibernehmen.

Y om i w=
D,(W)= TR (2m, )2 W =W,
D)= e om VA =T

Die Situation ist in Abbildung 2.9 veranschaulicht.

(2.50)

Die Herleitung der Zustandsdichte quasi-freier Elektronen soll hier nicht vorgestellt wer-
den, sie kann entsprechenden Biichern zur Halbleiterphysik entnommen werden. Die Kon-
zentration an Elektronen und Lochern muss aus dem Produkt aus Zustandsdichte und
Besetzungswahrscheinlichkeit mit nachfolgender Integration berechnet werden:

n=2[ f(W)- DW)dW (2.51)
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Der Faktor 2 ergibt sich aus der Tatsache, dass sich zwei Elektronen mit entgegengesetztem
Spin in einem Energiezustand aufhalten kénnen. Jeder Zustand zihlt deshalb doppelt. Eine
entsprechende Gleichung gilt auch fiir Locher, wobei allerdings die Wahrscheinlichkeit
beriicksichtigt werden muss, dass die Zustinde unbesetzt sind:

Wy
p=2[[1-fW)]- DW)dW (2.52)
w W, W w
‘ Elektronen
Wi
7 Loécher
Ort D(W) 1 (W)  Konzentration
(2] (b ] [ d ]

Abbildung 2.9: (a) Leitungs- und Valenzband. (b) Zustandsdichte D(E) = D(W). (c) Fermi-Dirac-Verteilung f(E) = (W)
und (d) Besetzung des Leitungs- und Valenzbandes.

Die Fermi-Energie eines undotierten Halbleiters liegt wegen der Forderung n; = p;
etwa in der Mitte der Bandliicke. Falls sich die Zustandsdichten von Elektronen und
Lochern unterscheiden, so ist die Fermi-Energie leicht in Richtung niedrigere
Zustandsdichte hin verschoben. Die Abweichung von der Mitte der Bandliicke ist
allerdings normalerweise nicht sehr groB.

Wird die Fermi-Energie nach oben in Richtung Leitungsbandkante verschoben, so bedeutet
dies eine Erh6hung der Zahl der Elektronen, wihrend sich die Zahl der Locher verringert.
Umgekehrtes gilt fiir den Fall, dass die Fermi-Energie nach unten in Richtung Valenzband-
kante verschoben wird.

Liegt die Fermi-Energie weit genug von beiden Bandkanten entfernt, so kann das Ergebnis
des Integrals aus Gleichung (2.51) und (2.52) in vereinfachter Form angegeben werden. Fiir
diesen Fall (d. h. fir nicht zu hohe Elektronen- und Liécherkonzentrationen) ergibt sich fiir
die Elektronen- und Locherkonzentration:

w.-w,
n=NLexp{—FkT L}

W (2.53)
p=Ny eXp{—V F}

kT

N und Ny enthalten die Konstanten aus dem Integral der Gleichung (2.51) und (2.52).
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2.3.2 Akzeptoren und Donatoren

Die Elektronen- oder Locherkonzentration kann einseitig durch die Zugabe von Dotierato-
men zum Halbleiter erh6ht werden. Derartige Dotieratome besitzen ein Elektron mehr als
Silizium (fiinf Valenzelektronen, Donatoren) oder ein Elektron weniger als Silizium (drei
Valenzelektronen, Akzeptoren), die diese als Valenzelektronen zur Verfiigung stellen kon-
nen. Wird die Elektronenkonzentration durch die Zugabe von Donatoren erhoht, so wan-
dert die Fermi-Energie nach oben in Richtung Unterkante des Leitungsbandes. In gleichem
MaBe sinkt dann aber auch die Locherkonzentration. Dabei bleibt das Produkt aus Elektro-
nenkonzentration und Locherkonzentration konstant. Der zugrunde liegende physikalische
Mechanismus ist die zunehmende Rekombination von Elektron-Loch-Paaren, die durch
eine erh6hte Elektronenkonzentration zu einer niedrigeren Locherkonzentration fiihrt.

n-p=const=n’ (2.54)

Dieses auf den ersten Blick erstaunliche Gesetz entspringt den Eigenschaften der Fermi-
Dirac-Verteilungsfunktion, die symmetrisch zur Fermi-Energie verlduft.

Donatoren und Akzeptoren geben als neutrale Atome ein Elektron oder Loch an die Band-
struktur des Halbleiters ab. Dadurch werden die Donatoren positiv und die Akzeptoren
negativ geladen. Die resultierende Coulomb-Anziehung zwischen Elektron und Donator-
rumpf sowie Loch und Akzeptorrumpf fiithrt zu einem gebundenen Zustand. Elektronen
werden demnach an den Donator und Locher an den Akzeptor gebunden. Die Bindungs-
energien in Silizium sind mit wenigen meV allerdings so niedrig, dass Elektronen und
Locher bei Raumtemperatur durch ihre thermische Energie praktisch vollstindig von
Donatoren bzw. Akzeptoren entfernt werden, diese werden vollstindig ionisiert. Die
eigentlich an die Donatoren bzw. Akzeptoren gebundenen Elektronen und Locher befinden
sich dann im Leitungs- und Valenzband und sind deshalb frei beweglich.

Bisher konnte die Verteilung von Ladungstrégern auf die Bander mit nur einer einzigen Fermi-
Energie beschrieben werden. Hierzu muss der Halbleiter allerdings im thermodynamischen
Gleichgewicht sein. Dies ist Grundvoraussetzung fiir die Anwendung der Fermi-Dirac-Vertei-
lungsfunktion. Halbleiter, durch die ein Strom fliefit oder die Licht absorbieren, befinden sich
aber nicht mehr im thermodynamischen Gleichgewicht. Bei einer Solarzelle wird z. B. durch
die Absorption von Licht ja sowohl die Elektronenkonzentration als auch die Locherkonzent-
ration erhoht. Diese Situation kann nicht mehr durch eine einzige Fermi-Energie in einer
einzigen Verteilungsfunktion beschrieben werden. Es sind dann zwei Verteilungsfunktionen
notwendig, eine fiir Elektronen und die andere fiir Locher, die beide separat die jeweiligen
Trdagerkonzentrationen angeben. In den beiden Verteilungsfunktionen fiir Elektronen und
Lochern tauchen dann auch zwei unterschiedliche Fermi-Energien auf. Diese Fermi-Energien
werden als Quasi-Fermi-Niveaus bezeichnet (im Englischen oft auch IMREFs genannt).

Befindet sich ein Halbleiter nicht im thermodynamischen Gleichgewicht, so kann die
Elektronen- und Locherkonzentration nicht mehr durch eine einzige Fermi-Energie
Wy beschrieben werden. Man benotigt zwei Fermi-Energien, eine fiir Locher, die
andere fiir Elektronen. Diese werden Quasi-Fermi-Niveaus W, und Wy, genannt.
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2.3.3 Driftstrom und Diffusionsstrom

Das elektrische Feld als eine der treibenden Kréfte fiir elektrischen Strom wurde schon dis-
kutiert. Es ergibt sich bei konstantem elektrischen Feld eine konstante Driftgeschwindigkeit,
die in Stromdichte umgerechnet werden kann, sofern die Ladungstrdgerdichte bekannt ist.
Diese Drift ist der statistischen, thermischen Bewegung der Ladungstrédger iiberlagert und
fiihrt zu einem Nettostrom, dem Driftstrom

J=q'nvy;=0-E (2.55)

Eine zweite treibende ,Kraft”, die ebenso bei der Beschreibung von Halbleiterbauelemen-
ten unbedingt berticksichtigt werden muss, ist ein Gradient der Ladungstrdgerkonzentra-
tion, der zur Diffusion fiithrt. Teilchenkonzentrationen werden ausgeglichen, und dies fiithrt
zu einem Teilchentransport und damit Stromfluss

J==q-D-— (2.56)

q ist die Ladung der Teilchen, n die Teilchendichte, grad(n) der Gradient (im Ort) der Teil-
chendichte, D der Diffusionskoeffizient und J die Stromdichte. Dieser Diffusionsstrom
flieBt in Richtung eines negativen Gradienten, d. h. in Richtung kleinerer Teilchendichten,
was die Ursache fiir das Vorzeichen in Gleichung (2.56) ist.

Soll der Strom durch ein Halbleiterbauelement berechnet werden, so miissen der Diffu-
sionsstrom und der Feldstrom addiert werden, und dies separat fiir Elektronen und Locher.

]gesumt = ]n + ]p

J =qnu, -E+qD, -2 (2.57)
0x
p

]p=Q'n':“p'E_q'Dp'a_X

Die letzte wichtige Gleichung zur Beschreibung von Halbleiterbauelementen ist die Kontinu-
ititsgleichung. Diese besagt, dass eine Anderung der Ladungstrigerkonzentration an einem
bestimmten Ort verursacht werden kann durch 1) Rekombination von Ladungstrdgern, 2)
Generation von Ladungstrdgern und 3) einem Gradienten in der Stromdichte, sodass z. B.
mehr Strom zugefiihrt als abgefiihrt wird (oder umgekehrt).

dn_ . 10,
dt q-A ox (2.58)
d_o g1
dt q-A ox

Rekombination und Generation beschreiben Prozesse, bei denen Ladungstrdger vernichtet
bzw. erzeugt werden. Eine Vernichtung von Ladungstrdgern findet statt, wenn Elektronen
vom Leitungsband in freie Zustdnde des Valenzbandes zuriickspringen (= rekombinieren).
Dadurch gehen ein Elektron und ein Loch gleichzeitig verloren. Eine Generation von
Ladungstrdgern findet z. B. statt, wenn im Halbleiter ein Photon absorbiert wird und
gleichzeitig ein Elektron vom Valenzband in das Leitungsband angehoben wird. Dadurch
entstehen ein Elektron und ein Loch gleichzeitig.
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Die Kontinuitédtsgleichung ist eine direkte Konsequenz der Ladungserhaltung. Ladung
kann insgesamt weder erzeugt noch vernichtet werden.

Die diskutierten Grundgleichungen werden im folgenden Kapitel 3 verwendet, um die
Arbeitsweise von Halbleiterbauelementen quantitativ zu beschreiben.

2.4 Eigenschaften von Silizium

Integrierte Schaltungen werden heutzutage aus Silizium hergestellt. Silizium zeichnet sich
durch seine hervorragende Bearbeitbarkeit aus. Mogliche Prozessierungsschritte wie z. B.
das nasschemische Atzen, Plasmaitzen, selektives Oxidieren oder Dotierung sind tiber
viele Jahrzehnte entwickelt worden. Die Halbleiterprozesstechnik kann hier auf einen gro-
Ben Erfahrungsschatz zuriickgreifen. Andere Halbleiter wie z. B. GaAs wiren fiir schnelle
elektronische Schaltungen aufgrund ihrer héheren Ladungstragerbeweglichkeit eigentlich
besser geeignet. Die Prozessierung von Verbindungshalbleitern ist allerdings deutlich
schwieriger als die von Silizium. Ein weiterer Vorzug von Silizium als Halbleitermaterial
liegt in den Eigenschaften seines Oxids, dem SiO,. Dieses Oxid ist ein guter Isolator und
kann direkt in MOSFET-Transistoren als Gate-Oxid verwendet werden. Die Ladungstrdger
im Kanal direkt unter dem Gate-Oxid haben zwar eine etwas niedrigere Beweglichkeit als
im reinen Silizium, die Reduktion der Beweglichkeit durch den Einfluss des Isolators ist
aber wesentlich geringer als bei Verbindungshalbleitern.

Aus Abbildung 2.4 geht hervor, dass Silizium ein indirekter Halbleiter ist. Elektronen im
Leitungsband befinden sich in einem energetischen Grundzustand bei endlichem k-Wert,
wihrend Locher im Valenzband einen energetischen Grundzustand bei k = 0 einnehmen.
Die Konsequenz ist, dass Elektronen und Locher nur sehr ineffizient miteinander rekombi-
nieren, die Rekombinationszeiten sind im Vergleich zu direkten Halbleitern wie z. B. GaAs
und GaN sehr lang. Silizium ist deshalb fiir optoelektronische Anwendungen wie LEDs
und Laserdioden nicht geeignet. Komponenten der Optoelektronik beruhen deshalb auf
Verbindungshalbleitern wie GaAs oder GaN.

In Tabelle 2.1 werden einige wichtige Eigenschaften von Silizium und SiO, aufgefiihrt.

Tabelle 2.1

Eigenschaften von Silizium und SiO, nach [4].

Eigenschaft Silizium Sio,
Atomgewicht 28,09 60,08
Atome pro Volumen (cm™) 5,0-10%2 2N3t022
Dichte (g/cm™®) 2,33 2,27
Kristallstruktur Diamant Amorph
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Eigenschaften von Silizium und SiO, nach [4]. (Forts.)

Gitterkonstante (rm) 0,543 -
Bandliicke (eV) 1,12 (indirekt) 8-9
Relative Dielektrizitatskonstante ¢, 11,7 3,9
Intrinsische Ladungstragerdichte (cm™) 1,4-10'0 -
Ladungstragerbeweglichkeit 11 (cm?/Vs) 1430 (Elektronen) -
470 (Locher)
Effektive Zustandsdichte (cm™) 3,2-101 (Leitungsband) =
1,8:10"9 (Valenzband)
Durchbruchfeldstarke (V/pm) 30 >10°
Schmelzpunkt (°C) 1415 1600-1700
Thermische Leitfahigkeit (W/cmK) 1,5 0,014
Spezifische Warme (J/gK) 0,7 1,0
Thermischer Ausdehnungskoeffizient (K1) 2,5-10° 0,5-10°
Effektive*Masse fir das Minimum in (100)-Rich- 0,92 (longitudinal)
tung (m /my) 0,19 (transversal)

Die Position der Fermi-Energie Wy ist abhdngig von der Dotierung und der Temperatur. Fiir
niedrige Dotierung und hohe Temperaturen wird die Fermi-Energie in der Ndhe der Mitte
der Bandliicke liegen. Fiir hohe Dotierung wird die Fermi-Energie ndher am Leitungsband
(fiir n-Dotierung) oder nidher am Valenzband (fiir p-Dotierung) liegen. Die Verhiltnisse sind
in Abbildung 2.10 gezeigt.
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Abbildung 2.10: Die Position der Fermi-Energie W als Funktion der Dotierung und der absoluten Temperatur, nach [5].

Die Beweglichkeit der Ladungstrdger in Silizium héngt von deren Streurate ab. Bei Raum-
temperatur und nicht zu hoher Dotierung ist die Streurate dominiert durch Streuung an Gitter-
schwingungen, Phononen genannt. Bis zu einer Dotierung von ca. 10® cm™ ist die Beweglich-
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keit praktisch unabhéngig von der Ladungstrdgerkonzentration. Bei htheren Dotierungen wird
die Streuung an ionisierten Storstellen (Donatoren und Akzeptoren) immer wichtiger, die
Beweglichkeit nimmt deshalb ab. Da Beweglichkeit und Diffusionskoeffizient korreliert sind,
nimmt auch dieser dann ab. Die Situation ist in Abbildung 2.11 gezeigt.
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Abbildung 2.11: Beweglichkeit der Elektronen und Locher als Funktion der Dotierung und bei einer Temperatur von 300 K
(= Raumtemperatur) nach [4].

Beweglichkeit und Ladungstrdagerkonzentration bestimmen den Widerstand. Es dominiert
dabei die Abhéngigkeit des spezifischen Widerstandes von der Ladungstridgerkonzentration,
da sich diese im Gegensatz zur Beweglichkeit um viele Gréenordnungen dndert. Die spezifi-
schen Widerstédnde fiir Silizium bei Raumtemperatur sind in Abbildung 2.12 aufgetragen. Die
intrinsische Ladungstrdgerkonzentration bei Raumtemperatur betrégt ca. 10'° cm™2, derart
niedrige Dotierungskonzentrationen sind deshalb nicht mehr sinnvoll und technologisch
auch nicht darstellbar.
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Abbildung 2.12: Spezifischer Widerstand von Silizium als Funktion der Dotierung bei Raumtemperatur, nach [6].
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In diesem Kapitel erfolgte mithilfe der Quantenmechanik eine Einfithrung in das
Gebiet der Halbleiterphysik. Neben der Vorstellung des Bandermodells wurden der
Ladungstragertransport in Halbleitern, die Grundlagen der Dotierung und die Eigen-
schaften des Halbleitermaterials Silizium beschrieben.
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Einleitung

> Die herausragende Bedeutung der Halbleiterelektronik beruht auf der Integration von
sehr vielen elektronischen Bauelementen auf einem einzigen Halbleiterchip. Im folgen-
den Kapitel wird der prinzipielle Aufbau und die Funktionsweise derartiger integrierter Bau-
elemente (wie z. B. Dioden, Bipolar-Transistoren und Feldeffekt-Transistoren) vorgestellt. Die
Arbeitsweise von Transistoren kann an charakteristischen Kennlinien abgelesen werden, die
Eingangs- und Ausgangsspannungen und -strome miteinander in Verbindung setzen. Diese
Kennlinien sind, anders als bei einfachen ohmschen Widerstianden, immer nichtlinear.

Oft werden Bauelemente in einem festen Arbeitspunkt (d. h. fast konstante Strome und
Spannungen) betrieben, und die Strome und Spannungen bewegen sich im Betrieb nur
wenig von diesem Arbeitspunkt weg. In diesem Fall greift man hdufig auf eine lineare Néhe-
rung zuriick, die die Kennlinien in der Ndhe des Arbeitspunktes gut wiedergibt. Die zuge-
horigen GroBen wie Verstdarkung, Eingangs- und Ausgangswiderstand etc. werden differenti-
elle GroBen oder auch Kleinsignalgrofen genannt. Ausgehend von der Beschreibung einer
Diode werden die Kennlinien von Bipolar-Transistoren und Feldeffekt-Transistoren <<
hergeleitet. Transistoren bilden die Basis jeder modernen elektronischen Schaltung.

LERNZIELE

B Anwendung der Grundgleichungen (Drift-Diffusions-Gleichung und Kontinuitéts-
gleichung) zur Berechnung der Kennlinien von Halbleiterbauelementen

B Aufbau und Funktionsweise einer Diode

B Aufbau und Funktionsweise eines Bipolar-Transistors

B Aufbau und Funktionsweise eines MOSFETs

B Kleinsignal- und GrofBsignalparameter

B Grundlegende Transistorschaltungen: Emitter-, Kollektor- und Basis-Schaltung

B Passive Bauelemente: integrierte Kondensatoren und Widerstdnde

3.1 Der PN-Ubergang

PN-Ubergéinge kommen in allen integrierten Bauelementen und Schaltungen vor und
sind auch ein Grundelement bei Bipolar-Transistoren und MOSFETs. Ein Grundver-
stindnis der Arbeitsweise eines PN-Ubergangs ist deshalb wichtiger Ausgangspunkt
fiir die dann anschlieBende Diskussion von Transistoren.

In integrierten Schaltungen kommen im Allgemeinen sowohl n-dotierte als auch p-dotierte
Bereiche vor. Grenzt in einer integrierten Schaltung ein n-dotiertes an ein p-dotiertes Gebiet,
so hat der entstehende PN-Ubergang die gleichrichtenden Eigenschaften einer Diode. Ein
derartiger PN-Ubergang kann entweder als passives Bauelement (Diode) in Schaltungen ein-
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gesetzt werden oder aber er dient als elektrische Isolation zwischen dem n- und dem
p-Gebiet. Dann allerdings muss dafiir gesorgt werden, dass die im Betrieb auftretenden
Potentialdifferenzen immer in Sperrrichtung der Diode gepolt sind, sodass nur ein sehr klei-
ner und meist vernachlissigbarer Sperrstrom iiber einen solchen PN-Ubergang flieBt. Das
Verstindnis eines PN-Ubergangs ist deshalb sehr wichtig fiir die Beschreibung der Arbeits-
weise von Bauelementen in integrierten Schaltungen. Insbesondere werden die Erkenntnisse
tiber Bandverbiegungen, Raumladungszonen und die damit verbundenen Kapazititen fiir
die Beschreibung von Metall-Oxid-Halbleiter-Feldeffekt-Transistoren (MOSFETs) benétigt.

Das Verstdndnis der Arbeitsweise einer einfachen Diode ist Voraussetzung und Ausgangs-
punkt fiir die Beschreibung von Standardbauelementen der Halbleitermikroelektronik, wie
z. B. dem Bipolar-Transistor oder dem MOSFET. Es ist deshalb wichtig, eine gefestigte Vor-
stellung der physikalischen Abldufe in einer Diode zu haben. In diesem Kapitel werden des-
halb die Eigenschaften einer PN-Diode detailliert beschrieben und weitestgehend hergeleitet.

3.1.1 Aufbau und Funktionsweise

Der Strom durch einen PN-Ubergang ist nicht linear von der Spannung abhingig, obwohl auf
beiden Seiten des PN-Ubergangs ja leitfihige Halbleiterbereiche zur Verfiigung stehen wriir-
den. An der Grenzfliche zwischen p- und n-dotiertem Bereich, dem metallurgischen PN-
Ubergang, entsteht eine Verarmungszone ohne freie Ladungstriger, die einem Stromtransport
entgegensteht. Die Ausdehnung der Verarmungszone ist abhingig von der am PN-Ubergang
angelegten Potentialdifferenz und damit von der von auflen angelegten Spannung. Wie spéter
hergeleitet wird, fiihrt dies dazu, dass der Strom durch die Diode exponentiell von der Span-
nung iiber dem PN-Ubergang abhingt. Die I(U)-Kennlinie ist gegeben durch
%ﬂ(m:fs'exp{%—l} mit J, = qLD“ n,+ qLD”

n P

“Po (3.1)

Js ist die Sittigungsstromdichte oder auch Sperrstromdichte, D,, und Dj, die jeweiligen Dif-
fusionskonstanten fiir Elektronen (n) und Locher (p), und ny und p, sind die jeweiligen
Minoritdtsladungstrdgerkonzentrationen im p-Bereich (1y) und im n-Bereich (pg). L, und
L, sind die Diffusionsléngen fiir Elektronen und Locher. Auf die Herleitung dieser Glei-
chung und die Bedeutung dieser GréBen wird spéter genauer eingegangen.

oberseitige Anschluss- .
metallisierung Sio,

S A

n*-Silizium

Rickseitenkontakt

Abbildung 3.1: PN-Ubergang in planarer Silizium-Technologie.

Gleichung (3.1) ist die beriihmte Shockley-Gleichung. Wie an der Shockley-Gleichung abzu-
lesen ist, iberwiegt bei positiven Spannungen U der Exponentialterm in der Klammer, der
Strom wird exponentiell mit der Spannung anwachsen. Diese Polaritdt wird als Durchlass-
richtung bezeichnet. Ist die Spannung negativ, so wird der Exponentialterm sehr klein und
der Strom ist gleich dem Sattigungsstrom. Diese Polaritédt wird als Sperrrichtung bezeichnet.
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Positives Potential am p-dotierten Bereich und negatives Potential am n-dotierten Bereich
bedeutet Durchlassrichtung. Bei zu hohen Spannungen in Sperrrichtung bricht die Diode
durch.

Ein integrierter Aufbau einer PN-Diode ist in Abbildung 3.1 gezeigt, eine typische Strom-
Spannungs-Kennlinie in Abbildung 3.2.
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Abbildung 3.2: Typische Kennlinie einer PN-Diode, mit unterschiedlichen MaBstaben im Durchlass- und Sperrbereich. Bei
hohen Spannungen in Sperrrichtung findet Lawinendurchbruch statt, nach [18].

Wird die exponentielle Abhédngigkeit des Stroms von der Spannung in einem linearen Dia-
gramm aufgetragen (rechter Bereich von Abbildung 3.2), so steigt der Strom ab einer bestimm-
ten Spannung stark, ndmlich exponentiell, an. Diese Spannung wird oft als Schwellspannung
oder Knickspannung bezeichnet. Der offenbar relativ scharfe Knick in der Kurve héngt aller-
dings von der Skalierung der Stromachse ab. Streng genommen ist die Angabe einer Schwel-
lenspannung physikalisch unsinnig, da der Anstieg des Stroms ja exponentiell erfolgt. Es
existiert eben keine Schwelle, ab der erst ein Strom flieBt. Stromfluss existiert schon ab dem
ersten Millivolt. Miissen in Schaltungen aber typische Stromwerte erreicht werden, z. B.
10 mA, so kann die Kenntnis des dazugehorigen Spannungsabfalls an der Diode fiir die Grob-
planung einer Schaltung durchaus sinnvoll sein. Auch wenn der Strom durch eine Diode in
einer Schaltung um ein oder zwei Gr6Benordnungen variiert, so ist wegen der exponentiellen
Spannungsabhéngigkeit die Variation der Spannung wesentlich kleiner. Man kann deshalb
unter Vernachlédssigung der realen Verhiltnisse fiir eine erste, grobe Abschédtzung annehmen,
dass an einer Diode immer gerade die Schwellspannung von ca. 0.7 V fiir Silizium-Dioden
abfillt, sofern die Strome nicht all zu sehr vom ,,normalen Bereich® abweichen.

Um ein qualitatives Verstindnis der Arbeitsweise einer Diode zu erhalten, muss zunédchst
die Situation im stromlosen Fall, also ohne dullere Spannung, betrachtet werden.
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Bringen wir nun zwei Gebiete mit n- und p-Dotierung in Kontakt. Beide Zonen sind
zundchst elektrisch neutral, allerdings sind die beiden Fermi-Energien in der p-Zone und
der n-Zone nicht identisch. Wiahrend die Fermi-Energie Wy im n-Bereich in der Néhe des
Leitungsbandes liegt, befindet sich Wy im p-Bereich in der Ndhe des Valenzbandes. Des-
halb werden Elektronen aus dem n-Bereich in den p-Bereich abfliefen, da sie dort energe-
tisch giinstigere Energieniveaus vorfinden, dort allerdings mit Lochern rekombinieren. Fiir
Locher im p-Bereich gilt das ebenso. Sie werden in den n-Bereich abflieBen und dort mit
Elektronen rekombinieren. Durch das AbflieBen von Ladungstrdgern ergeben sich in
unmittelbarer Umgebung des metallurgischen PN-Uberganges Raumladungszonen. Die
Ladungen entstehen durch die von den Ladungstrégern zurtickgelassenen, nun ionisierten
Donatoren und Akzeptoren. Die Raumladungszonen sind demnach negativ (bzw. positiv)
auf der p-Seite (bzw. n-Seite) des PN-Uberganges und erzeugen natiirlich wie jede Raum-
ladung ein inneres elektrisches Feld und damit eine Potentialdifferenz. Dadurch werden
die Energieniveaus der n-Seite des PN-Uberganges relativ zur p-Seite abgesenkt. Der Trans-
fer von Ladungstriagern kommt zum Stillstand, wenn auf beiden Seiten des PN-Uberganges
die Fermi-Energien ausgeglichen wurden.
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Abbildung 3.3: Ladungstransfer bei Kontakt eines n- und eines p-Gebietes. Die Ladungstragerkonzentrationen werden
dabei auf einer logarithmischen Skala aufgetragen, da die Minoritéts- und Majoritatsladungstragerkonzentrationen sich um
viele GréBenordnungen unterscheiden.

Qualitativ wurde schon frither festgestellt, dass im thermodynamischen Gleichgewicht,
d. h. ohne Stromtransport, die Fermi-Energie im gesamten Bauelement gleich sein muss,
d. h. im Energiediagramm horizontal verlduft.

3.1.2 Der PN-Ubergang im stromlosen Zustand

Die Situation kann man aber auch quantitativ betrachten. Der Gesamtstrom durch ein Bau-
element setzt sich, wie in Kapitel 2 beschrieben, zusammen aus dem Driftstrom und dem
Diffusionsstrom. Dabei miissen sowohl die Elektronenstrome als auch die Locherstrome
beriicksichtigt werden.

]gesamt :]n+]p (32)

an
]n=CI'H'Mn'E+Q'DH'— (3.3)

0x

_ p
]p—q-p-ﬂp-E—qu-g (3.4)
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Da wir hier die Gleichungen nur in einer Dimension betrachten, kommt die Ableitung
nur nach der Ortskoordinate x vor. Im allgemeinen Fall steht hierfiir der Gradient von
n, damit miissten dann alle GréBen vektoriell geschrieben werden.

Der Diffusionskoeffizient D hdngt mit der Beweglichkeit iiber die Einstein-Gleichung
zusammen.
k-T
D,, P Mo p (3.5)
Sowohl der Elektronen- als auch der Locherstrom miissen null sein, da an der Diode
zundchst keine duBere Spannung anliegen soll.

],,=Q'H‘,M,1'E+Q'D,,'a—n=0
x (3.6)
k-T
]n=0=q U, ln E+_.8_n)=
q 0x

Fiir den nicht entarteten Fall konnte die Ladungstrdgerkonzentration n aus der Position der
Fermi-Energie Wy relativ zur Leitungsbandkante bestimmt werden (siehe Gleichung
(2.53)). Hieraus kann grad(n) berechnet werden.

W, —-W,
n=N, 'exp{#} (3.7)

Ny, ist dabei die Zustandsdichte, die bei extrinsischer Dotierung durch die Donatorkonzen-
tration Np ersetzt werden muss. Daraus ergibt sich

on n oW, oW,
dln)=—= | —L-—t 3.8
grad(n) ix kT (ax ax) (3.8)
Der Gradient des Leitungsbandes ist aber gerade das elektrische Feld
grad(W,)=q-E (3.9)
Eingesetzt in Gleichung (3.6) ergibt sich daraus
w,
In=0=n-u,,-8 £ (3.10)

ax

Dies bedeutet, dass ein Gradient in der Fermi-Energie grundsétzlich einen Strom nach sich
ziehen muss. Umgekehrt gilt, dass bei Stromfluss ein Gradient der Fermi-Energie vorhanden
sein muss.

Ohne Stromfluss muss die Fermi-Energie unabhédngig vom Ort demnach konstant sein.
Gleichzeitig muss Wy aber im n-dotierten Bereich in der Ndhe des Leitungsbandes liegen,
wihrend sie im p-dotierten Bereich in der Ndhe des Valenzbandes liegt. Dies ergibt dann
den Bandverlauf iiber den PN-Ubergang hinweg, wie er in Abbildung 3.4 skizziert ist. Die
Potentialdifferenz zwischen Leitungsband im n-Bereich und Leitungsband im p-Bereich
wird Diffusionspotential oder -spannung Up genannt.
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Schon an dieser Stelle soll festgestellt werden, dass eine dullere Spannung, die zusétzlich
iiber den PN-Ubergang angelegt wird, zur Diffusionsspannung addiert werden muss. Die
wirksame Potentialdifferenz ist dann (Up — U). U ist positiv, sofern der p-Bereich positiv
gegen den n-Bereich vorgespannt wird. Die Energieniveaus der p-Seite werden dann fiir
Elektronen energetisch giinstiger, d. h., Leitungs- und Valenzband werden dort in der Ener-
gie abgesenkt, also im Diagramm der Abbildung 3.4 nach unten verschoben. Leitungs- und
Valenzband im n-Bereich dagegen werden energetisch ungiinstiger und nach oben verscho-
ben. Die Fermi-Niveaus im p- und n-Bereich unterscheiden sich dann ebenfalls durch die
Potentialdifferenz U bzw. die Energiedifferenz q - U.

Die Ladungstrdgerkonzentrationen in dem Bereich, in dem Wy sowohl vom Leitungsband
als auch vom Valenzband relativ weit entfernt ist, sind sehr klein gegentiber den jeweiligen
Ladungstrdgerkonzentrationen in den neutralen n- und p-Bereichen, da diese laut Glei-
chung (3. 7) exponentiell mit wachsendem Abstand (Wp — Wp,y) abnimmt.

—X)_WL(OO]} (3.11)

n(x]zND-exp{—WL( T

Np ist dabei die Konzentration an Donatoren; die thermische Aktivierung von Ladungs-
tridgern iiber die Bandliicke hinweg (intrinsische Ladungstrdgerkonzentration) wird dabei
vernachldssigt, da diese sehr klein im Vergleich zur extrinsischen Dotierung ist. Der
Bereich, in dem das Leitungs- und das Valenzband variieren, ist demnach arm an Ladungs-
trdgern, da gerade dort der Abstand zum Fermi-Niveau Wy groB ist. Dieser Bereich wird
deshalb Verarmungszone genannt. In der Verarmungszone liegen noch die Donatoren und
Akzeptoren, die positiv bzw. negativ geladen sind. Da die jeweils kompensierenden freien
Ladungstrdager hier groBtenteils fehlen, treten innerhalb der Verarmungszone Raumladun-
gen auf, die durch die (nicht mobilen) Ladungen der Donatoren und Akzeptoren verursacht
werden. Die Verarmungszone wird deshalb auch Raumladungszone genannt.

Verarmungs- .
-p- ich —»e¢ —»¢— n-Bereich —
p-Bereich zone ereic

ND'NA

N; | 8884 V4
DX,
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T— %
w, N W
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Abbildung 3.4: (a) Netto-Ladungstragerkonzentrationen Ny — N 4 Gber die Raumladungszone hinweg. (b) Verlauf des elekt-
rischen Feldes. (c) Verlauf des Leitungs- und des Valenzbandes. Die Bandverbiegung fiihrt zur Diffusionsspannung Up, nach [18].
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Jedes Elektron, das die n-Seite verldsst, kompensiert auf der p-Seite ein Loch (und umge-
kehrt). Auf beiden Seiten des PN-Uberganges miissen deshalb genau gleich viele Ladungen
auftreten. Mit der Konzentration an Donatoren N und Akzeptoren N4 ergibt sich

N, -w,=N, w, (3.12)
w, bzw. w, ist die Ausdehnung der Raumladungszone ins p- bzw. n-Gebiet. Je hher die
Dotierkonzentration, desto kleiner die Ausdehnung der Raumladungszone.

Innerhalb der Raumladungszone herrscht ein elektrisches Feld, das tiber die Poisson-
Gleichung berechnet werden kann. Die Poisson-Gleichung fiir die n-Seite und die p-Seite
des Uberganges lautet:

I’ _IE _ q

N 3.13
axt ax &g D (5.15)
IO IE
AN (3.14)
0x 0x &g

Hierin ist €5 die gesamte Dielektrizitdtskonstante im Halbleiter (einschlieBlich &;).

Im Prinzip hétte man auf der rechten Seite der Poisson-Gleichung noch die jeweils vor-
handenen freien Ladungstréger fiir die Ladungsbilanz mitberiicksichtigen miissen. Deren
Konzentration ist aber innerhalb der Raumladungszone normalerweise so klein, dass diese
vernachldssigt werden kann. Da auf der rechten Seite der Poisson-Gleichung eine kons-
tante GrobBe steht, ergibt sich aus der direkten Integration damit ein linearer Verlauf des
elektrischen Feldes und ein quadratischer Verlauf des elektrischen Potentials als Funktion
des Orts x, siehe Abbildung 3.4.

Fiir das Feld E(x) ergibt sich durch Integration der Gleichungen (3.13) und (3.14)

E(X)=i-NL+7 (x—w,)firo<x<w,
s (3.15)

E(X)=i'N;~(X+Wp)fﬁr—Wp<X<0
€s

Das maximale Feld E,, ergibt sich genau am metallurgischen PN-Ubergang bei x = 0.
Em=E(x=0]=i-N/;~wp=i-Ng-wn (3.16)
€ s

AuBerhalb der Raumladungszone ist das elektrische Feld E gleich null. Wegen des linearen
Zusammenhangs von E(x) kann man (siehe Abbildung 3.4) direkt integrieren und es ergibt
sich fiir die Diffusionsspannung Up, d. h. die Bandverbiegung von Leitungs- und Valenz-
band iiber die Raumladungszone hinweg

1
UD=E'Em'(Wp+W”]; w,+w, =w. (3.17)

Zusammen mit Gleichung (3.16) kann man E,, eliminieren und erhélt fiir die Ausdehnung

der Raumladungszone
e |2EsUn .[L+L) (3.18)
q Np Ny
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und fiir die beiden Abschnitte in den p- und n-Gebieten
w = [(Z8 TN,
q-Ny(Ny +N,) (3.19)
2-¢5-U, N,
w,= |————2—
q-N, (N, +N,)

Ausdehnung der Raumladungszone:

Aus den Gleichungen ist zu entnehmen, dass die Breite der Raumladungszone bei hohe-
rer Dotierung immer kleiner wird. Bei asymmetrisch dotierten PN-Ubergingen wird sich
der groBte Teil der Raumladungszone im niedriger dotierten Bereich befinden.

Beispiel

Ny =10"cm™3, Np=10"%cm™3, &g = 11,7-8,854-10" % A s (Vem) ™1, Up = 900 mV -
wy, = 0,34 pm; w), ist entsprechend Gleichung (3.16) um drei Zehnerpotenzen kleiner.

Auch ein Metall-Halbleiter-Ubergang, wie er fiir die Kontaktierung von Halbleiterbauelemen-
ten benotigt wird, erzeugt wie bei einer PN-Diode eine Bandverbiegung im Metall und im
Halbleiter. Aufgrund der sehr viel héheren Elektronenkonzentration im Metall (ca. 102® cm™®
gegeniiber der Dotierung im Halbleiter (10'® — 10'7 cm™?)) ist die Ausdehnung der Raum-

ladungszone im Metall aber praktisch gleich null.

Betrachten wir die Situation an einem stromlosen PN-Ubergang noch etwas genauer. Auf-
grund des Ladungstransfers ergeben sich wie beschrieben Raumladungen, die zu einem
elektrischen Feld, einem damit verbundenen Potentialverlauf und damit zu einer Bandver-
biegung fiihren. Elektronen aus dem n-Bereich werden aufgrund des Konzentrationsgradi-
enten auch ohne duflere Spannung in Richtung gegeniiberliegende p-Seite diffundieren.
Diese Diffusion wird aber durch das Potentialgefille (also die Diffusionsspannung Up)
kompensiert. Diffusionsstrom und Feldstrom sind im Gleichgewicht und heben sich gegen-
seitig auf, der Nettostrom ist gleich null. Der PN-Ubergang ist damit insgesamt stromlos.

3.1.3 Der PN-Ubergang mit duBerer Spannung

Die Situation gerét allerdings aus dem Gleichgewicht, wenn eine dullere Spannung angelegt
wird. Diese reduziert (in Durchlassrichtung) oder vergréfert (in Sperrrichtung) die Potential-
differenz und damit die Bandverbiegung, je nach Polaritét. Dabei fillt die &ullere Spannung U
iiber dem gesamten Bauelement ab, also iiber dem n-Bereich, dem eigentlichen PN-Ubergang
und dem p-Bereich. Ist allerdings die Dotierung auf beiden Seiten des PN-Uberganges ausrei-
chend hoch und flieBt kein zu hoher Strom durch diese Zuleitungen, so kann man die Span-
nungsabfille in den n- und p-Bahngebieten vernachléssigen. Die gesamte duBere Potentialdif-
ferenz liegt dann direkt iiber der Raumladungszone an. Statt der Potentialdifferenz Up, der
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Diffusionsspannung, muss in die Gleichungen eine durch die duflere Spannung U modifi-
zierte Potentialdifferenz (U — U) eingesetzt werden. Das Vorzeichen ergibt sich daraus, dass
eine positive Spannung an der p-Seite relativ zur n-Seite die Potentialdifferenz erniedrigt.
Diese Polaritdt wird als positive Spannung festgelegt.

In den bisher hergeleiteten Formeln muss damit Up durch (Up — U) ersetzt werden. Es
ergibt sich deshalb z. B. fiir die Breite der Raumladungszone:

W:\/2~ss-(UD—U).( 1 + 1 ) (3.20)

q N, N,

Ist U positiv (d. h. p-Bereich positiv gegeniiber n-Bereich), so reduziert sich die Potential-
differenz und die Diode wird in Durchlassrichtung betrieben. Obwohl die Potentialdiffe-
renz die Elektronen immer noch von der p-Seite zur n-Seite treibt, ist dieser Feldstrom nun
reduziert und kann den Diffusionsstrom nicht mehr kompensieren. In Summe ergibt sich
damit ein Elektronenstrom vom n-Bereich in den p-Bereich. Analoges gilt fir Locher, die
jetzt vom p-Bereich in den n-Bereich flieflen.

Aufgabe ist es nun, diesen Diffusionsstrom von Elektronen vom n-Bereich hinein in den p-
Bereich zu berechnen (und analog fiir Locher). Beide Stromanteile miissen dann zum
Gesamtstrom durch den PN-Ubergang addiert werden.

Durch die Spannung in Durchlassrichtung wird auch die Breite der Raumladungszone ent-
sprechend Gleichung (3.20) reduziert. Damit fdllt die Ladungstrdgerkonzentration durch die
Raumladungszone nicht mehr auf die Gleichgewichtswerte n, und p, ab (siehe Abbildung
3.5). Die am Rande der reduzierten Raumladungszone erh6hte Minoritdtsladungstragerkonzen-
tration n, ist Ursache fiir einen Diffusionsstrom von Elektronen in den p-Bereich hinein. Wéh-
rend dieser Diffusion werden Ladungstrédger rekombinieren, da diese ja auf eine hohe Konzen-
tration an entgegengesetzt geladenen Majoritdtsladungstragern, hier Locher im p-Bereich,
treffen. Die Konzentration an Minoritdtsladungstrdgern (hier Elektronen im p-Bereich) wird
deshalb in den p-Bereich hinein abnehmen. Fiir Locher kann analog argumentiert werden.

Wir nehmen fiir das Weitere an, dass sich der Elektronenstrom innerhalb der relativ din-
nen Raumladungszone nicht dndert, Ladungstrdgerrekombination in der Raumladungszone
selbst wird also vernachléssigt. Dies scheint gerechtfertigt, da aufgrund des hohen Feldes
in der Raumladungszone Elektronen und Ldcher beschleunigt werden und diese schnell
durchqueren. Rekombination in der Raumladungszone wird erst spéter wichtig, z. B. bei
LEDs, wo gerade durch die Rekombination in der Raumladungszone Licht erzeugt werden
soll. Der Elektronenstrom am ,Eingang“ der Raumladungszone (bei w,) muss wegen der
Vernachlédssigung von Rekombination in der Raumladungszone damit gleich dem Elektro-

nenstrom am ,,Ausgang” der Raumladungszone (bei —w,) sein.

Daraus folgt, dass der Diffusionsstrom von Elektronen in den p-Bereich hinein durch einen
Elektronenstrom im n-Bereich nachgeliefert werden muss. Dieser Strom durch die hoch n-
dotierten Zuleitungen ist ein Feldstrom. Wegen J = q - n - u - E ist die notwendige Feld-
stdrke aufgrund der hohen Elektronenkonzentration im n-Bereich allerdings sehr klein und
kann praktisch vernachlédssigt werden. Die aufgrund dieser Feldstdrke vorhandene Verkip-
pung der Biander in den n-dotierten Zuleitungen ist in dem verwendeten MaBstab in Abbil-
dung 3.5 normalerweise nicht sichtbar. Die Ausfiihrungen entsprechen der Annahme, dass
die gesamte Spannung am PN-Ubergang selbst und nicht in den Zuleitungen abfillt, und
gelten analog auch wieder fiir Locher auf der p-Seite. Streng genommen muss natiirlich
eine (kleine) Spannung an den Zuleitungen abfallen, damit durch diese eine ausreichende
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Stromdichte getrieben wird. Die Stromdichte durch die Zuleitungen muss genauso hoch
sein wie die Stromdichte durch den eigentlichen PN-Ubergang.

Im Folgenden wird die Situation nun quantitativ beschrieben. Stromfluss bedeutet grundsétz-
lich Nicht-Gleichgewicht. Zur Beschreibung der Konzentrationen an Elektronen und Lochern
miissen daher die Quasi-Fermi-Niveaus herangezogen werden. Da wir Nicht-Entartung vor-
aussetzen, die Ladungstrdgerkonzentrationen also grundsétzlich nicht zu hoch sein sollen,
kénnen wir die Boltzmann-Ndherung verwenden. Dies vereinfacht die Rechnung. Es gilt dann

W, —W,
=n;- —_— 3.21
n=n, exp{ T } (3.21)
W, - W,
=p.- i (3.22)
p=p eXP{ T ‘L

Beide Gleichungen konnen als Definitionsgleichungen fiir die Quasi-Fermi-Energien ange-
sehen werden. W; ist die Position der Fermi-Energie im intrinsischen Fall, fiir den n = p
gilt. Fiir das Produkt n - p folgt daraus

(3.23)

WFn _WFp
k-T

n-p=n’ ~exp{
Die Differenz der Quasi-Fermi-Niveaus ist dabei gleich der auflen angelegten Spannung U
(Verlauf der Quasi-Fermi-Niveaus siehe Abbildung 3.5)

qU=W,, —W, (3.24)

w
A

[ Neutrales p—Gebiet—»f RLZ ¢Neutrales n-Gebiet>

> X
Log (Konzentration)
A
Pro
nnO
+ Uberschuss-Lécher -
O . o
Uberschuss Elektronen :pn(Wn)
O Locher-
diffusion
Elektronen-
diffusion Pro
Ny, o
® ' "X
x=0

Abbildung 3.5: Verlauf der Quasi-Fermi-Niveaus (a) sowie der Elektronen- und Locherkonzentrationen (b) an einem PN-
Ubergang mit angelegter &uBerer Spannung U in Durchlassrichtung. Die Ladungstragerkonzentrationen sind hier auf einer
logarithmischen Skala gezeigt, der Anstieg der Majoritatstragerkonzentrationen ist aus didaktischen Griinden Ubertrieben
groB dargestellt.
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Dies bedarf einer Begriindung. Dazu betrachten wir den Elektronenstrom am ,Eingang®
und am ,,Ausgang” der Raumladungszone, der ja proportional zum Gradienten der Fermi-
Energie ist.

aWFn
0x

i, e
ax

Juw,)=n-p,

=J,(~w,) (3.25)

wp —wp

Aus der Gleichung ist direkt ersichtlich, dass der Gradient der Fermi-Energie nur dort sig-
nifikant groB ist, wo die minimale Ladungstrdgerkonzentration n vorliegt. Dies ist weder im
n-Bereich noch in der Raumladungszone, sondern eben nur im p-Bereich der Fall. Nur dort
sind Elektronen Minoritdtsladungstrdger. n nimmt kleinste Werte an und damit muss der
Gradient der Fermi-Energie dort maximal sein. Die Quasi-Fermi-Energie ist deshalb im n-
Bereich und durch die gesamte Raumladungszone hinweg konstant, da der Gradient hier
vernachléssigbar ist. Analoge Uberlegungen gelten fiir die Quasi-Fermi-Energien von
Lochern. Daraus folgt der Verlauf der der Quasi-Fermi-Energien aus Abbildung 3.5 und
damit auch Gleichung (3.24).

Eingesetzt in die Gleichung (3.23) ergibt

2 q-U
. =n%- e Sl 3.26
nﬂ pn nl exp{k'T} ( ]
und
_n qQU|_ q-U
p,(w,)= n exp{—k‘T} = DPuo exp{—k‘T} (3.27)

Die entsprechende Gleichung gilt auch am anderen Ende der Raumladungszone fiir die
Elektronen:

n,(-w,)=n,, -exp {%} (3.28)

Damit ist nun die Konzentration an Minoritdtsladungstrdgern an den beiden Enden der
Raumladungszone als Funktion der von auBlen angelegten Spannung bekannt. Die Diffe-
renz zur jeweiligen Gleichgewichtskonzentration ist die Ursache fiir den Diffusionsstrom.
Dieser Diffusionsstrom zeigt in Richtung niedrigerer Konzentration, fiir Elektronen also in
den p-Bereich hinein, fiir Locher in den n-Bereich hinein.

Zur Berechnung dieses Diffusionsstromes gehen wir von den Kontinuitdtsgleichungen aus:

dn 1 9],

_=_.__rnet =0

dt q odx (3.29)
dp 1 9/,

Da wir hier die Gleichungen nur in einer Dimension betrachten, kommt die Ableitung
nur nach der Ortskoordinate x vor. Im allgemeinen Fall steht hierfiir die Divergenz
des Stroms.
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Die Stromdichten ergeben sich als Summe von Feld- und Diffusionsstrom

]n=q'n'/tn'E+Q'Dn'ﬂ
dx (3.30)

_ dp

]p—Q'p'ﬂp'E_Q'Dp'E

und eingesetzt in die Kontinuitédtsgleichungen ergibt sich damit:

2
g B
dx dx dx (3.31)
dp dE d’p
//lp'E'_"'p'//lp'E"'Dp' dXZ _rnet =0

dx

Diese Differenzialgleichungen liefern als Ergebnis n(x) im p-Bereich und p(x) im n-
Bereich, woraus sich dann die Stromdichten /, und J, ergeben. Zur Losung muss allerdings
zunédchst die Rekombinationsrate r,,; prazisiert werden.

Fiir die Rekombination von Ladungstrdgern aufgrund der im Vergleich zum Gleichgewicht
erhohten Konzentration von Lochern und Elektronen wird hierzu ein einfacher, aber oft
verwendeter Ansatz gemacht:

r =M (3'32)

net T
P

Dieser Ansatz fiir die Rekombinationsrate wird Relaxationszeitansatz genannt, eine ana-
loge Gleichung gilt fiir Elektronen. Die Rekombinationsrate steigt proportional zur Abwei-
chung der Ladungstridgerkonzentration von der Gleichgewichtskonzentration an. Nachdem
die Stérung wegfillt, findet das Ladungstrdgersystem mit der Relaxationszeit v wieder ins
Gleichgewicht zuriick.

Um die Differentialgleichung zu vereinfachen, miissen zunéchst Gleichung (3.31) (erste
Gleichung) mit (p, - u,) und die Gleichung (3.31) (zweite Gleichung) mit (n, - #,,) multipli-
ziert und dann beide Gleichungen addiert werden. Weiterhin nehmen wir Ladungsneutra-
litdt an. Dies bedeutet

(Po = Puo) = (1, — 1) (3.33)

Die ortlichen Ableitungen von p, und n, stimmen deshalb tiberein. Im gesamten n-Bereich
sind die Locher Minoritdtsladungstriager, damit gilt

p,<n, (3.34)

Weiterhin kénnen Terme mit dem elektrischen Feld als Faktor vernachlédssigt werden, da
das Feld aufgrund der Ladungsneutralitdt verschwindend klein ist. Daneben wird noch die
Einstein-Gleichung (3.5) verwendet.

Mit den genannten Néherungen ergibt sich eine neue Form der obigen Differentialgleichung:

2 —
d°p, _ PnT Pno =0 (3.35)

2
dx D,-t,

Die dazu gehorige Losung lautet unter Berticksichtigung von Gleichung (3.27):

Pu(X) = Pro = Puo '(GXP(%)—lj'BXP{—XZW“} (3.36)

D
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Die Grébe L, wird Diffusionslénge genannt, in diesem Fall ist dies die Diffusionslénge von
Lochern im n-Bereich:

L,= /Dp-tp (3.37)

Geht man eine Diffusionsldnge vom Rand der Raumladungszone bei w,, in den n-Bereich
hinein, so ist die Locherkonzentration auf 1/e der Ausgangskonzentration bei w, durch
Rekombination zuriickgegangen. Daraus erschliefit sich die Bedeutung des Begriffs Diffu-
sionsldnge.

Aus Gleichung (3.36) ergibt sich direkt die Diffusionsstromdichte von Léchern im n-Bereich
am Ende der Raumladungszone bei w,

J d
]p(Wn]ZQ'p':up'E_q‘Dp'ﬁzl:_Q'D _p:| (3.38)

Pox ],
.D - .
I Mt 2 2.1 P QUl_,

L kT
Dabei wurde die Feldstromdichte, die ja proportional zum elektrischen Feld ist, vernach-
lassigt. Das Feld im n-Bereich ist wie oben besprochen sehr klein und wird dann auch
noch mit einer kleinen Minoritdtsladungstragerkonzentration p multipliziert. Eine analoge
Gleichung gilt fiir Elektronen im p-Bereich:

)= L D0 Ul _
Jul=w,) = I (exp{k.T} 1) (3.39)

Die Gesamtstromdichte durch den PN-Ubergang ergibt sich als Summe dieser beiden Anteile,
da laut Voraussetzung keine Rekombination in der Raumladungszone stattfinden soll:

U
T = T = Ty, )+ T, (w,) = ] ~(exp{‘]i,—T}—1) (3.40)
mit der Sattigungsstromdichte Jg
PR T R (3.41)
y L, L,

Dies ist die beriithmte Shockley-Gleichung, die die Strom-Spannungs-Charakteristik eines
PN-Ubergangs beschreibt. Wesentliche Annahme war, dass keine Rekombination von
Ladungstrdgern in der Raumladungszone stattfindet und die duBere Spannung nur am PN-
Ubergang selbst und nicht an den Zuleitungsbereichen abfillt. Man bezeichnet dies oft als
»ideale Diode“. Positive Spannungen U zeigen die Durchlassrichtung an. Der p-Bereich ist
dann positiv gegentiber dem n-Bereich vorgespannt und der Strom steigt exponentiell mit
der duBeren Spannung U an.

Mit der Einstein-Beziehung (Gleichung (3.5)) kann die Sattigungsstromdichte Jg in folgende
Form gebracht werden:

] —kT:upnlzi_,’_kT‘unnlzi
§ L N, L N,

P n

(3.42)
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In integrierten Schaltungen kommen oft asymmetrisch dotierte PN-Uberginge vor. Aus
Gleichung (3.42) ergibt sich, dass in diesem Fall der Stromtransport vor allem von den
Ladungstrigern des hoher dotierten Bereichs getragen wird. In einem n*-p-Ubergang flieBt
fast nur Elektronenstrom, der Locherstrom ist meist vernachldssigbar. Beim Bipolar-Tran-
sistor hat er allerdings einen Einfluss auf die sogenannte Stromverstarkung.

Aus Gleichung (3.42) ergibt sich auch die Temperaturabhédngigkeit des Sperrstroms. Mit

, A
nf=NL~NV-exp{k’7(:} (3.43)
ergibt sich
=W,
T c 3.44
- s
Im Durchlassbereich kommt noch der exponentielle Anstieg des Stromes mit der Spannung
dazu:
qU-W,
~T- EEErp— 3.45
J eXp{ T (3.45)

Da q - U normalerweise deutlich kleiner als W;; ist, folgt fiir den Durchlassbereich dieselbe
Temperaturabhéngigkeit wie fiir den Sperrbereich.

w
—_p-Bereich—| 4 «— n-Bereich——
/ Elektronen-
e strom
W, I,
|
X I |
-w, .
) +w, X
Locher- j l, w
strom / v

Abbildung 3.6: Zusammenfassung der Ergebnisse fiir den Stromtransport durch eine PN-Diode.

Zusammenfassend kann Folgendes festgehalten werden: Der Strom durch einen PN-Uber-
gang wird im n-Gebiet ganz rechts in Abbildung 3.6 von Elektronen getragen. Es ist ein
Feldstrom. Die hierfiir notwendigen Felder sind aufgrund der hohen Majoritdtskonzentra-
tionen allerdings sehr klein. In diesem Bereich ist deshalb keine Verkippung der Bander
sichtbar. Im Ubergangsbereich der n-Zuleitung (Diffusionszone) treffen Elektronen auf
Locher, die vom p-Bereich diffundieren. Dies fiihrt zu einer zunehmenden Rekombination.
Der Strom am ,,Elektronen-Eingang“ des PN-Bereichs bei w,, besteht also aus einem Elek-
tronen-Feldstrom und einem Locher-Diffusionsstrom. Elektronen durchqueren dann die
Raumladungszone, in der ein grofes Feld vorhanden ist. Durch Rekombination (z. B. bei
einer LED) oder Generation (z. B. bei einer Solarzelle) von Ladungstrdgern in der Raum-
ladungszone konnte ein zusitzlicher Stromanteil entstehen, der aber in den vorherigen
Uberlegungen vernachlissigt wurde. Da analoge Uberlegungen fiir Locher gelten, besteht
der Strom bei —w), aus einem Elektronen-Diffusionsstrom und einem Locher-Feldstrom.
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3.1.4 Die Kapazitit eines PN-Ubergangs

Die Sperrschichtkapazitat

Ein PN-Ubergang hat auch kapazitive Eigenschaften. Kapazititen miissen z. B. bei der
Untersuchung der maximalen Schaltgeschwindigkeiten von Transistoren berticksich-
tigt werden, da PN-Uberginge und die damit verbundenen Raumladungszonen
sowohl in Bipolar-Transistoren als auch in MOSFETs auftreten. Die Kapazitit eines
PN-Ubergangs ist abhingig von der angelegten Spannung.

Ein PN-Ubergang hat kapazitive Eigenschaften. Eine Kapazitit ergibt sich, wenn sich bei
einer Anderung der Spannung an einem Bauelement die Ladung dndert:

pohQ 1
TAU A

A ist die Fldche des Bauelements, ¢’ die differentielle Kapazitit (deshalb kleiner Buch-
stabe) pro Flache. Durch den hochgestellten Strich (') soll angedeutet werden, dass es sich
um eine auf die Fldache bezogene Grofie handelt.

(3.46)
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Abbildung 3.7: Raumladungszone an einer PN-Diode fiir zwei unterschiedliche Spannungen. Die Spannungsdifferenz zieht
eine Umladung und damit eine Ladungsdifferenz nach sich.

Bei einer Anderung der Spannung an einem PN-Ubergang &ndert sich auch die Ausdeh-
nung der Raumladungszone w (siehe Gleichung (3.20)):

W:\/Z'Ss'(UD—U].(LJrL) (3.47)
q N, N,

In Abbildung 3.7 ist die Situation bei Verkleinerung der Ausdehnung der Raumladungszone
skizziert. Vom p-Bereich miissen Locher mit der Ladung dQ in die Raumladungszone fliefien,
vom n-Bereich aus Elektronen mit der Ladung —dQ. Beide Ladungen sind gleich groB3. In der




