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Vorwort

Die Aufgabe der Elektrotechnik besteht in der technischen Nutzbarmachung der aus
der Physik gewonnenen Erkenntnisse iiber die elektromagnetischen Erscheinungen
und deren GesetzméaBigkeiten. Von dem in diesem Arbeitsumfeld tdtigen Ingenieur
wird unabhéngig von der speziellen Studienrichtung, z.B. Informations- und Kommu-
nikationstechnik, Mikroelektronik, Leistungselektronik, Automatisierungstechnik
oder auch Energie- und Antriebstechnik, ein fundamentales Verstdndnis der grundle-
genden Zusammenhinge erwartet. Selbst in der Mechatronik und im Maschinenbau
ist dieses Grundwissen unerldsslich.

Didaktische Besonderheiten

Die vielfdltigen Erscheinungen des Elektromagnetismus stellen die Studierenden
zundchst vor erhebliche Probleme. Wahrend die Gesetze der Mechanik oft sehr
anschaulich sind und viele Begriffe aus dem alltdglichen Bereich zur Beschreibung
der physikalischen Zusammenhédnge verwendet werden, ist die Situation bei den
elektrischen und magnetischen Vorgédngen vollig anders. Zur mathematischen Formu-
lierung der physikalischen Beobachtungen werden neue Begriffe wie z.B. der Begriff
des elektromagnetischen Feldes oder der Begriff des Dipols eingefiihrt, fiir die es keine
Entsprechung aus dem Erfahrungsschatz des Alltags gibt. Der Uberwindung dieser
Anfangsschwierigkeiten wird besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

Das vorliegende Lehrbuch stellt das notwendige Fachwissen in einer leicht verstdnd-
lichen und klar strukturierten Form zusammen. Es richtet sich an Studenten der ein-
gangs genannten Fachrichtungen an Fachhochschulen und Universitdten und basiert
auf den Erfahrungen einer mehrjahrig durchgefiithrten Vorlesung an der Universitét
Erlangen-Niirnberg.

Das Lehrwerk ist so aufgebaut, dass es auch zum autodidaktischen Lernen geeignet ist.
Aus der Mathematik der gymnasialen Oberstufe sollte die Differential- und Integral-
rechnung bekannt sein. Die Vektorrechnung und die grundlegenden Koordinatensys-
teme werden im Anhang ausfiihrlich behandelt. Die bei den Feldberechnungen immer
wiederkehrenden Begriffe eines Linienintegrals und eines Hiillflachenintegrals werden
ebenfalls im Anhang an zwei einfachen Beispielen auf anschauliche Weise erldutert.

Um die Vorgehensweise bei der Berechnung von Netzwerken moglichst tibersichtlich
zu gestalten, sind die etwas langeren mathematischen Betrachtungen in den Anhang
verlagert. Das betrifft einerseits die Beweise der bei der Inversion von Ortskurven
geltenden GesetzmaiBigkeiten und andererseits die Konvergenzbetrachtungen bei der
Fourier-Entwicklung.
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Die wichtigsten Erkenntnisse aus den einzelnen Abschnitten sind als Zusammenfas-
sungen und Merksédtze besonders hervorgehoben. Durch Referenzen in den Formeln
auf vorhergehende Gleichungen wird das Nachvollziehen der Ableitungen wesentlich
erleichtert. Ausgewdhlte Beispiele, die zu einem tieferen Verstindnis der Zusammen-
hénge beitragen, sind im Text integriert.

Inhaltlicher Aufbau

Das vorliegende Buch beinhaltet die bisher als Einzelbénde erschienenen Biicher Grund-
lagen der Elektrotechnik 1 (Erfahrungssdtze, Bauelemente, Gleichstromschaltungen) und
Grundlagen der Elektrotechnik 2 (Periodische und nicht periodische Signalformen).

Den Einstieg in die einzelnen Kapitel des ersten Teils bilden die aus Experimenten
abgeleiteten und in die Sprache der Mathematik {ibertragenen Erfahrungssdtze. Auf-
bauend auf den grundlegenden physikalischen Zusammenhédngen werden die Eigen-
schaften der einfachen elektrischen Bauelemente und deren Verhalten in Gleichspan-
nungsnetzwerken dargestellt. An einfachen Anordnungen wird gezeigt, wie aus den
im Allgemeinen dreidimensionalen Feldverteilungen die integralen GroBen Span-
nung, Strom, Widerstand, Kapazitdt und Induktivitdt abgeleitet werden konnen, mit
deren Hilfe die urspriingliche Feldbeschreibung auf eine einfache (summarische)
Berechnung mit skalaren GréBen zurtickgefiihrt werden kann.

Mithilfe der Begriffe elektrischer und magnetischer Dipol werden die beobachtbaren
Phénomene in der Materie am mikroskopischen Verhalten der Atome und Molekiile auf
einfache Weise veranschaulicht. Gleichzeitig aber erlaubt die makroskopische Betrach-
tungsweise, d. h. die Mitteilung iiber das Verhalten einer sehr groen Anzahl von Ato-
men, die Erfassung der speziellen Materialeigenschaften durch einfache skalare GroBen.

Im 1. Kapitel wird ausgehend von den im Coulomb'schen Gesetz beschriebenen Kraft-
wirkungen zwischen ruhenden Ladungsverteilungen, die auch ohne das Vorhandensein
eines Ubertragungsmediums im Vakuum beobachtbar sind, der Begriff des elektrischen
Feldes eingefiihrt. Dieser bildet die Basis zur Einfithrung der Begriffe elektrostatisches
Potential, Spannung und elekirische Flussdichte. Ein zentrales Thema in diesem Kapi-
tel ist der Kondensator mit seiner als Kapazitdit bezeichneten Eigenschaft, elektrische
Energie speichern zu kénnen.

Im 2. Kapitel ist die Ladungstrigerbewegung im Leiter Ausgangspunkt fiir das
Ohm'sche Gesetz. Wir lernen die Begriffe Stromdichte und Widerstand kennen. Die
Zusammenschaltung von Widerstdnden in Gleichstromnetzwerken wird im 3. Kapitel
ausfiihrlich behandelt. Das 4. Kapitel beschreibt die unterschiedlichen Stromleitungs-
mechanismen im Vakuum, in Gasen, in Fliissigkeiten und in Halbleitern.

Die Kraftwirkung zwischen den zeitlich konstanten Strémen fiithrt im 5. Kapitel zu
dem Begriff des magnetischen Feldes. Das Oersted'sche Gesetz (Durchflutungsgesetz)
stellt einen Zusammenhang her zwischen der magnetischen Feldstdrke und dem die
Feldstdrke verursachenden Strom. Wichtige Themen in diesem Kapitel sind die Ana-
logie zwischen elektrischem und magnetischem Kreis sowie die Spule und ihre als
Induktivitdit bezeichnete Eigenschaft, magnetische Energie zu speichern.
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Im 6. Kapitel lernen wir die Ruheinduktion und die Bewegungsinduktion kennen,
deren mathematische Formulierung durch das Faraday’sche Induktionsgesetz die
Beschreibung der Vorgdnge im zeitlich verdnderlichen elektromagnetischen Feld
erlaubt. Ein Beispiel ist seine Anwendung bei der Umwandlung von Bewegungsener-
gie und elektrischer Energie in Generatoren und Motoren. Als weitere Bauelemente
lernen wir hier die Transformatoren und Ubertrager kennen.

Im zweiten Teil werden lineare Netzwerke mit beliebigen, zeitabhdngigen Strom- und
Spannungsverldufen analysiert. Wegen der unterschiedlichen Vorgehensweisen bei
der Berechnung werden zeitlich periodische Vorgédnge und Schaltvorginge getrennt
behandelt.

Nach einer kurzen Betrachtung iiber die Zulédssigkeit der Verfahren zur Berechnung
von Netzwerken bei zeitlich verdnderlichen Vorgidngen im 7. Kapitel werden die aus
technischer Sicht wichtigen Netzwerke mit zeitlich sinusférmigen Strom- und Span-
nungsverldufen im 8. Kapitel ausfiihrlich behandelt. Die Netzwerkanalyse mithilfe der
komplexen Wechselstromrechnung basiert auf einer Transformation der Netzwerke
aus dem Zeitbereich in einen Bildbereich (komplexe Ebene), in dem das entstehende
komplexe, algebraische Gleichungssystem auf einfache Weise geldst werden kann. Die
Riicktransformation in den Zeitbereich ist anschlieBend mit elementaren Rechnungen
durchfiihrbar.

Netzwerke mit periodischen, aber nicht mehr sinusférmigen GroBen treten z.B. auf,
wenn die Quelle eine Rechteckspannung liefert oder wenn in einem Netzwerk mit
einer Gleichspannungsquelle ein Schalter periodisch getffnet und geschlossen wird.
Mithilfe der Fourier-Entwicklung kénnen diese zeitlich periodischen Vorgénge als
Uberlagerung von einem Gleichanteil mit einer gegebenenfalls unendlichen Summe
von Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen dargestellt werden.
Die Zerlegung einer periodischen Funktion in eine Fourier-Reihe und die Analyse des
Netzwerks fiir diesen Fall werden im 9. Kapitel behandelt.

Ausgleichsvorgidnge entstehen insbesondere im Zusammenhang mit einmaligen
Schaltvorgidngen, wenn z.B. eine Spannungsquelle erstmalig mit einem Netzwerk ver-
bunden wird oder wenn eine im Netzwerk eingebaute Sicherung ausgelést wird und
einen Stromkreis unterbricht. Einfache Beispiele werden im 10. Kapitel berechnet,
indem die auftretenden Differentialgleichungen mit elementaren Verfahren gelost
werden.

Im 11. Kapitel wird zundchst gezeigt, dass einmalige Vorgénge als Sonderfall eines
periodischen Vorganges mit unendlich langer Periodendauer aufgefasst werden kon-
nen. Die Fourier-Reihe in Kapitel 9 geht fiir diesen Sonderfall in das Fourier-Integral
iiber. Die Konvergenzprobleme im Zusammenhang mit dem Fourier-Integral lassen
sich durch Einfiihrung einer komplexen Frequenz vermeiden. Durch diese Verallge-
meinerung geht das Fourier-Integral in das Laplace-Integral iiber, mit dessen Hilfe
Netzwerke mit zeitlich beliebigen Verldufen der Quellenstrome und -spannungen mit
begrenztem Aufwand analysiert werden konnen.
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Der Anhang enthilt neben einer kleinen mathematischen Formelsammlung zu den
Koordinatensystemen und einigen bei der Fourier-Entwicklung héufig auftretenden
Integralen auch eine Tabelle zu den Fourier-Reihen. Die bei der Laplace-Transforma-
tion benotigten Korrespondenzen fiir den Ubergang zwischen Zeit- und Bildbereich
sind im Anhang ebenfalls tabellarisch zusammengestellt.

Handhabung des Buches

Dozent Der vorliegende Band enthilt das Lehrmaterial fiir die vierstiindige Vorle-
sung ,,Grundlagen der Elektrotechnik I, in der die Kapitel 1 bis 8 behandelt werden.
Die folgenden Kapitel sind Vorlesungsstoff in den anschlieBenden Semestern. Die in
einer zusitzlichen zweistiindigen Ubung behandelten Aufgaben stehen komplett mit
Losungen im Downloadbereich bei der entsprechenden Vorlesung auf der Lehrstuhl-
Homepage zur Verfiigung. Die im Buch verwendeten Abbildungen sind zum Einsatz
in eigenen Vorlesungen auf der Companion Website verfiigbar.

Student Jedes Kapitel beginnt mit einer kurzen themenbezogenen Einleitung und
mit einer Liste der zu erreichenden Lernziele. Am Ende der Kapitel werden die Kern-
aussagen und die wichtigsten Gedankengénge noch einmal in einer Ubersicht zusam-
mengestellt.

cws

Zur Vertiefung des Stoffes und zur Vorbereitung auf die Klausur endet jedes Kapitel
mit einer kleinen Aufgabensammlung. Es wird dringend empfohlen, diese Aufgaben
weitestgehend eigenstdndig zu lésen. Die Losungen finden Sie unter www.pearson-
studium.de.

Eine umfangreiche Sammlung von Klausuraufgaben und Ubungsbeispielen zusam-
men mit einer ausfiihrlichen Beschreibung des Losungswegs wird als Ubungsbuch
Elektrotechnik, ISBN: 978-3-8689-4070-1 erscheinen. In diesem Buch sind auch die
ausfiihrlichen Losungen der am Ende der jeweiligen Kapitel zusammengestellten Auf-
gaben enthalten.

Ohne Hilfe geht es nicht

Herrn Birger Peil vom Pearson-Verlag sei an dieser Stelle fiir die gute Zusammenarbeit
gedankt.

Hinweise auf eventuelle Fehler und Verbesserungsvorschldge werden jederzeit dank-
bar entgegengenommen (M.Albach@emf.eei.uni-erlangen.de).

Ein Buch zu den Grundlagen der Elektrotechnik stellt eine besondere Herausforde-
rung dar, einerseits soll ein solides Fundament fiir das weitere Studium gelegt wer-
den, andererseits darf die Vielfalt an neuen Problemstellungen und zugehorigen
Losungsverfahren nicht als Abschreckung empfunden werden. Der Autor hofft, dass
dieser Kompromiss mit dem vorliegenden Buch gelungen ist.


http://www.pearson-studium.de
http://www.pearson-studium.de
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Einfiihrung

> In diesem Kapitel werden wir uns zunédchst mit dem Begriff der elektrischen

Ladung beschiftigen. Die Existenz solcher Ladungen ist die Ursache fiir alle
elektromagnetischen Erscheinungen. Wer kennt nicht das Zucken im Finger beim
Anfassen eines Geldnders, nachdem man iiber einen Teppich gelaufen ist, oder die
spektakuldren Vorfithrungen, bei denen eine Person unbeschadet einen Metallkéfig
verldsst, in den ein Blitz eingeschlagen hat.

Zur Beschreibung solcher Phdnomene werden wir den Begriff des Feldes, in diesem
speziellen Kapitel den Begriff des elektrostatischen Feldes einfithren. Anordnungen
mit ruhenden Ladungen bieten den leichtesten Einstieg in die mathematische
Behandlung von Feldberechnungen. Obwohl die Feldtheorie und die ihr zugrunde
liegenden Maxwell'schen Gleichungen das zentrale Fundament fiir die Elektrotechnik
bilden, werden wir in diesen Grundlagenbiichern nur die Konzepte kennen lernen
und uns auf einfachste Anordnungen beschranken.

Ausgangspunkt fiir dieses Kapitel ist das Coulomb'sche Gesetz, das die Kraftwirkung
zwischen ruhenden Ladungen beschreibt. Als einen der wichtigsten Begriffe werden
wir die Kapazitdt kennen lernen, eine aus der Feldverteilung abgeleitete integrale
Grofle, die die Fahigkeit einer Anordnung beschreibt, elektrische Energie zu speichern.
Erst mit diesen Begriffen, spiter kommen noch Widerstand und Induktivitédt hinzu, sind
wir gut geriistet, reale Bauelemente durch mehr oder weniger komplizierte Modelle zu
ersetzen und damit Schaltungen aufzubauen, zu analysieren und auch die Gren- <<
zen bei der Schaltungsanalyse mit vereinfachten Modellen zu verstehen.

LERNZIELE

Nach Durcharbeiten dieses Kapitels und dem Lésen der Ubungsaufgaben werden
Sie in der Lage sein,

B mithilfe des Coulomb'schen Gesetzes Krifte auf Ladungen zu berechnen,
B das elektrostatische Feld fur einfache Ladungsanordnungen zu berechnen,
B die zugehorigen Aquipotentialflichen und Feldlinien darzustellen,

B die elektrische Spannung aus den FeldgroBen zu bestimmen,

B das Verhalten der Feldgrofen an Sprungstellen der Materialeigenschaften zu
bestimmen,

B die Kapazitdt von einfachen Leiteranordnungen zu berechnen,
B die Zusammenschaltung von Kondensatoren zu vereinfachen sowie

B die im elektrostatischen Feld gespeicherte Energie zu berechnen.



1.1 Die elektrische Ladung

1.1 Die elektrische Ladung

Zum Einstieg in dieses Kapitel betrachten wir ein kleines Experiment. Werden zwei
Glasstdbe mit einem Wolltuch gerieben, dann kann man feststellen, dass sich die bei-
den Stdbe gegenseitig abstoBen. Wird das gleiche Experiment mit zwei Kunststoff-
stdben wiederholt, dann bleibt das Ergebnis gleich, auch diese beiden Stdbe stofen
sich gegenseitig ab. Im Gegensatz dazu ziehen sich ein Glas- und ein Kunststoffstab
gegenseitig an. Diese mit den Gesetzen der Mechanik nicht zu erkldarende Erscheinung
fiihrt man auf Ladungen zuriick. Da sowohl Anziehung als auch AbstoBung auftritt,
miissen zwei verschiedene Arten von Ladungen existieren. Man unterscheidet daher
positive und negative Ladungen.

Die den beobachteten Kraftwirkungen zugrunde gelegte Modellvorstellung ist in » Abb.
1.1 dargestellt. Nach diesem vereinfachten Atommodell von Niels Bohr (1885 — 1962)
bestehen Atome aus Kernen, die Protonen (positive Ladungstrdger) und Neutronen ent-
halten, sowie aus Elektronen (negative Ladungstréger), die den Kern auf bestimmten
Bahnen umkreisen. Mehrere Bahnen bilden zusammen eine Schale. Auf jeder Schale
koénnen sich nur eine begrenzte Anzahl von Elektronen authalten. Die Summe aller den
Kern umkreisenden Elektronen bezeichnet man als Elektronenhiille. Der Atomkern
besitzt einen Durchmesser in der GréBenordnung von 107'* m, wihrend der Durchmes-
ser der Elektronenumlaufbahnen etwa um den Faktor 10000 gréBer ist. (Die Abmes-
sungsverhéltnisse in der Abb. 1.1 sind nicht maBstabsgerecht.)

Atomkern GroBenordnungen:

Kerndurchmesser 10 m

Elektron 10" m

Hlle 10"°m
@ Neutron
© Proton
® Elektron

Elektronenhlille
Abbildung 1.1: Bohr'sches Atommodell

Die kleinste, d.h. nicht weiter unterteilbare, Ladungsmenge heilt Elementarladung e.
Thr experimentell bestimmter Wert betrdgt e = 1,6021892-1071° As. Da die Ladung der
Protonen (+e) entgegengesetzt gleich grof ist zur Ladung der Elektronen (-e) und da
die Anzahl der Protonen und Elektronen in den Atomen gleich grobB ist, verhalten sich
Atome nach auBen elektrisch neutral. Die Anzahl der Protonen bzw. Elektronen in
einem Atom wird als Ordnungszahl bezeichnet, sie betrdgt bei Wasserstoff 1 und bei
dem in der Elektrotechnik als Leitermaterial verwendeten Kupfer 29. Der Wert von e
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ist konstant, er ist insbesondere unabhingig vom Bewegungszustand (Geschwindigkeit)
des Teilchens. Im Gegensatz dazu ist die Teilchenmasse abhéngig von der Geschwin-
digkeit.

Bei dem eingangs beschriebenen Experiment werden keine Ladungen erzeugt, son-
dern die positiven und negativen Ladungen getrennt. Von den Atomen des Glasstabs
bleiben einige Elektronen am Wolltuch hidngen, so dass die positive Gesamtladung des
Glasstabs einem Elektronenmangel entspricht, wahrend beim Reiben des Kunststoft-
stabs einige Elektronen vom Wolltuch an dem Stab héngen bleiben, so dass die nega-
tive Gesamtladung des Kunststoffstabs einem Elektroneniiberschuss entspricht. Erst
dadurch entstehen die nach auien hin wirksamen Kriéfte.

Die im Kern enthaltenen Protonen und Neutronen werden als Nukleonen bezeichnet.
Da die Masse der Nukleonen etwa um den Faktor 1836 griofer ist als die Masse der
Elektronen, bestimmt die Summe der in einem Atom vorhandenen Nukleonen im
Wesentlichen dessen Masse. Trotz der gegenseitigen AbstoBung der Protonen werden
die Kerne zusammengehalten. Die Ursache fiir diese Kernbindung ist die als starke
Wechselwirkung bezeichnete Kraft zwischen den Nukleonen.

Fassen wir die wesentlichen Aussagen noch einmal zusammen:

Ladungen sind stets ein Vielfaches der Elementarladung.

In einem abgeschlossenen System ist die Summe der Ladungen stets konstant.
Diese Aussage gilt unabhdngig von dem Bewegungszustand des Beobachters.

Ladungen gleichen Vorzeichens stoflen sich gegenseitig ab, Ladungen unter-
schiedlichen Vorzeichens ziehen sich gegenseitig an.

1.2 Das Coulomb'sche Gesetz

Durch Messung hat Charles Augustin de Coulomb (1736 — 1806) festgestellt, dass die
Kraft F zwischen zwei Ladungen Q; und Q, betragsmafig proportional zu jeder der
beiden Ladungen und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes r zwi-
schen den Ladungen ist. Mit der Proportionalitdtskonstante 1/(4me,) folgt daraus die
Beziehung

F~Q1§2 5 F= 1 Q@

. 1.1
r ame, r? (1.1)

Der Faktor ¢, wird als elektrische Feldkonstante (Dielektrizitdtskonstante des Vaku-
ums) bezeichnet. Durch die Festlegung der Basiseinheit 1A (vgl. Kap. 5.4) ist ¢, nicht
mehr frei wihlbar. Messungen ergeben einen auf vier Stellen gerundeten Wert von
€0 =8,854:10712 As/Vm.



1.3 Die elektrische Feldstarke

Bei der Gleichung (1.1) wird angenommen, dass die geometrische Ausdehnung der
einzelnen Ladungen sehr viel kleiner als der Abstand zwischen den Ladungen ist,
daher spricht man hier von der Kraft zwischen Punktladungen. In dieser Gleichung
kommt noch nicht die Richtung der Kraft zum Ausdruck. Mit der Festlegung eines
Einheitsvektors e,, der gemdl »Abb. 1.2 in Richtung der Verbindungslinie von der
Punktladung Q; zur Punktladung Q, zeigt, kann die Kraft auf die Ladung Q, als vekto-
rielle Gleichung

s (1.2)

geschrieben werden. Haben beide Ladungen gleiche Vorzeichen, dann wird die Ladung
@, von der Ladung Q, abgestofen, haben sie entgegengesetzte Vorzeichen, dann wirkt
die Kraft in Richtung —e, und die Ladung Q, wird von @, angezogen.

Abbildung 1.2: Zwei Punktladungen gleichen Vorzeichens

Die Unterscheidung der beiden Ladungsarten durch ein positives bzw. negatives Vor-
zeichen liefert im Zusammenhang mit dem in Gl. (1.2) auftretenden Produkt der
Ladungen automatisch die mit den Experimenten iibereinstimmende Richtung fiir den
Kraftvektor.

1.3 Die elektrische Feldstarke

Das Coulomb'sche Gesetz (1.2) beschreibt offenbar eine fiir beliebige Abstdnde r gel-
tende physikalische Wirkung, ohne dabei eine Aussage iiber den Raum zwischen den
Ladungen zu machen. In diesem Zusammenhang sind zwei Fragen von Bedeutung:

EM Wie kann im Unterschied zur klassischen Mechanik ohne direkten Kontakt und
ohne ein stoffliches Medium eine Kraft ausgeiibt werden?

EA st es méglich, sofort, d.h. ohne Zeitverzug, eine Anderung der Kraftwirkung auf
QQ, wahrzunehmen, wenn Q, seine Position relativ zu Q, d&ndert?

Die Schwierigkeiten bei der Beantwortung dieser Fragen lassen sich umgehen mit der
Annahme, dass durch die Anwesenheit einer Ladung der umgebende Raum selbst
zum Triger physikalischer Eigenschaften wird. Um den Zustand des Raumes in die
Beschreibung mit einzubeziehen, wird an dieser Stelle der Begriff des Feldes einge-
fiithrt. Unter dem Begriff Feld soll hier allgemein verstanden werden, dass jedem Punkt
des Raumes zu einem bestimmten Zeitpunkt eindeutig eine oder auch mehrere physi-
kalische GroBen zugeordnet werden konnen und zwar unabhéngig von der Wahl eines
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Koordinatensystems. Diese Feldgrofen verkniipfen zusammen mit den Material-
eigenschaften des Raumes die Ursache und Wirkung an demselben Raumpunkt und
zum gleichen Zeitpunkt. Im vorliegenden Fall spricht man von einem elektrischen
Feld, das sich durch die Kraftwirkung auf Ladungen bemerkbar macht. Ein anderes
bekanntes Beispiel fiir ein Feld ist das Gravitationsfeld, das an den Kraftwirkungen
auf Massen erkennbar wird.

Die erste Frage kann unter Zuhilfenahme mechanischer Vorgdnge und Wirkungen
nicht beantwortet werden. Die Kraft auf die Ladung Q, in Gl. (1.2) ldsst sich aber mit
dem hier eingefiihrten Feldbegriff darstellen als das Produkt aus dem Wert der Ladung
selbst und einer mit E bezeichneten vektoriellen RaumzustandsgroBe

=6, Ql—?Z=E1Q2 mit 17:1=é,&2 . (1.3)

4mey r 4meyr
E wird elektrische Feldstirke genannt und hat die Dimension V/m. Die Kraftwirkung
(1.3) als Folge des von der ruhenden Ladung Q; hervorgerufenen elektrostatischen
Feldes kann auch im Vakuum nachgewiesen werden und ist nicht an das Vorhanden-
sein von Materie im Raum zwischen den Ladungen gebunden. Misst man die elektri-
sche Feldstdarke mit unterschiedlichen Probeladungen Q,, dann liefert das Verhéltnis
aus dem Betrag der Kraft zum Wert der Probeladung immer den gleichen Betrag fiir
die elektrische Feldstdrke. Da die Feldstdrke (1.3) unabhéngig ist von der zu ihrem
Nachweis notwendigen Probeladung, existiert das elektrostatische Feld als Raum-
zustand offenbar auch dann, wenn bei Abwesenheit der Probeladung keine Kréfte
beobachtet werden.

Wihrend sich die als elektrische Feldstdrke bezeichnete vektorielle Raumzustands-
groBe auf einen speziellen Raumpunkt bezieht, kennzeichnet man mit dem Begriff
elektrisches Feld die Gesamtheit der Feldvektoren in allen Raumpunkten.

Die zweite Frage nach dem zeitlichen Abstand zwischen Positionsdnderung der einen
Ladung und daraus resultierender Anderung der Kraftwirkung auf die andere Ladung
kann erst im Zusammenhang mit der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen beant-
wortet werden. An dieser Stelle soll lediglich darauf hingewiesen werden, dass die
Wellenausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt und die Information iiber die
Anderung des Raumzustands infolge der Bewegung von Q, um die benétigte Laufzeit
der Welle fiir die Distanz r zwischen den Ladungen spiter bei Q, ankommt. Die Ande-
rung der Kraftwirkung auf , wird sich entsprechend zeitversetzt bemerkbar machen.
Diese Effekte spielen aber bei der Behandlung elektrostatischer Probleme keine Rolle.



1.4 Uberlagerung von Feldern

Kehren wir noch einmal zu dem neu eingefiihrten Begriff der elektrischen Feldstdrke
zuriick. Die Richtung von E wird allgemein in Richtung der Kraft gezihlt, die auf eine
positive Ladung wirkt. Betrachten wir in diesem Zusammenhang die Gl. (1.3), dann
zeigt die Kraft auf eine positive Ladung (), infolge einer ebenfalls als positiv angenom-
menen Ladung (Q; in Richtung des Einheitsvektors €,, also radial von der Punktladung
(2, nach auBlen. Die von der positiven Ladung Q, hervorgerufene Feldstirke zeigt
damit definitionsgeméf ebenfalls radial nach auBen. Die Ladung Q, reagiert aber nicht
nur mit der auf sie ausgeiibten Kraftwirkung infolge des von Q; hervorgerufenen Fel-
des, sondern sie erzeugt ihrerseits eine Feldstirke E,, die eine gleich groBe entgegen-
gesetzt gerichtete Kraft F, = E,Q, = -F, auf die Punktladung Q, ausiibt.

Zusammenfassend gilt:

Eine positive Punktladung ruft im homogenen Raum der Dielektrizitdtskon-
stanten ¢, eine radial nach auBen gerichtete elektrische Feldstédrke hervor, die
mit dem Quadrat des Abstandes von der Punktladung abnimmt. Bei einer
negativen Punktladung zeigt der Feldstdarkevektor zur Punktladung hin.

Die Kraft auf eine positive Punktladung hat die gleiche Richtung wie die elek-
trische Feldstdrke an der Stelle der Punktladung, bei einer negativen Punkt-
ladung zeigen Feldstédrke und Kraft in entgegengesetzte Richtungen.

Die elektrische Feldstirke E beschreibt die Wirkung (Stdarke) des elektrischen
Feldes. Sie ist eine IntensitatsgroBe und wird gemessen durch die auf Ladungen
ausgelibte Kraftwirkung.

1.4 Uberlagerung von Feldern

Befindet sich eine Punktladung Q; im Ursprung des Kugelkoordinatensystems, dann
ruft sie die in GIl. (1.3) angegebene Feldstdrke hervor. Der Vektor e, entspricht dann
dem radialen Einheitsvektor e, des Kugelkoordinatensystems. Zur Verallgemeinerung
sei der in »Abb. 1.3 dargestellte Fall betrachtet, bei dem sich die Punktladung an der
Quellpunktskoordinate fQ befindet. Der Aufpunkt P (Beobachtungspunkt), an dem das
Feld berechnet werden soll, befindet sich, bezogen auf den willkiirlich gewéhlten
Ursprung, an der Aufpunktskoordinate rp. Bezeichnet man den vektoriellen Abstand
von dem Quellpunkt Q zum Aufpunkt P mit r, dann ist die Richtung der Feldstarke
im Aufpunkt P durch den Einheitsvektor e, = r/r gegeben.
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Abbildung 1.3: Punktladung Q; am Quellpunkt Q, Berechnung der Feldstérke im Aufpunkt P

Mithilfe der Gl. (1.3) erhédlt man unmittelbar die an dem Aufpunkt P, d.h. an der Stelle
I'p, vorliegende Feldstédrke

P r Q. _ QT

E(rp) = =
(rp) 1’475801‘2 ame, 1’

mit F=fp-T, und r=[p-T|.  (1.4)

Betrachten wir noch einmal die Abb. 1.2. Die Kraft auf die Ladung Q, ist nach Gl. (1.3)
proportional zu der von der Ladung Q; am Ort von (Q, hervorgerufenen Feldstérke.
Sind noch weitere Ladungen vorhanden, dann erhidlt man die Gesamtkraft auf die La-
dung Q, durch lineare Uberlagerung der einzelnen Krifte, d.h. auch die gesamte elek-
trische Feldstirke ergibt sich durch Uberlagerung der von den einzelnen Ladungen
hervorgerufenen Feldstidrkebeitrédge.

Abbildung 1.4: Das Feld mehrerer Punktladungen

Befinden sich beispielsweise drei Punktladungen (Q; mit i =1,2,3 gem&ll »Abb. 1.4 an
den Stellen ry, im homogenen Raum der Dielektrizitdtskonstanten ¢, und sind die
Abstidnde der einzelnen Punktladungen von dem Aufpunkt P durch die vektoriellen
Entfernungen r; =1, —Ig, der Betrége r; =|f'i| gegeben, dann erhilt man die gesamte
Feldstdrke im Aufpunkt P durch Summation der Beitrdge aller drei Ladungen. Fiir
eine beliebige Anzahl Ladungen i = 1,2,... wird die Feldstdrke durch Summation iiber
alle Werte i berechnet

N ¢ )R | T ) o
E(fp) = ZQij mit T =T -T;, ~und 1‘1-:|

5. (1.5)



1.4 Uberlagerung von Feldern

Die Gesamtfeldstdarke einer aus mehreren Ladungen bestehenden Anordnung
ergibt sich durch lineare Uberlagerung der Beitrige der Einzelladungen.

Der Zusammenhang zwischen einer Ladungsverteilung und der elektrischen Feldstirke-
verteilung ist eindeutig. Aus der bekannten Ladungsverteilung kann in jedem Punkt des
Raumes die elektrische Feldstdrke bestimmt werden, umgekehrt kann aus dem elektri-
schen Feld eindeutig auf die Ladungsanordnung zurtickgerechnet werden.

Erweitern wir die Anordnung in Abb. 1.4 jetzt dahingehend, dass wir eine Punkt-
ladung Q, an die Stelle des Aufpunktes P bringen (»Abb. 1.5a), dann erfdhrt diese
Ladung eine Gesamtkraft

- - - (1.5) 3 T, T T T
F,=QE(f) = QE(Fy,) = % ZQi:—’fﬁzo(Ql?+QF§Z+Q3§BJ, (1.6)

amey i5 L n 1)

die aus dem Produkt der Ladung Q, mit der vektoriellen Raumzustandsgrofie E(EQ4)
an der Stelle von Q, infolge aller anderen Ladungen berechnet wird. Die Punktladung
iibt auf sich selber keine Kraft aus’.

3 ..Q4

Q @—

Q

Abbildung 1.5: Kréfte im System mehrerer Punktladungen

Auf die gleiche Weise konnen auch die Kréfte auf die Punktladungen Q,, Q, und Q; in
der »Abb. 1.5b berechnet werden. Da alle zwischen jeweils zwei Punktladungen wir-
kenden Teilkrdfte entgegengesetzt gleich groB sind, muss die vektorielle Summe aller
Krifte auf die vier dargestellten Punktladungen verschwinden. Diese Aussage lasst

1 Man beachte, dass zur Berechnung der Feldstédrke in einem beliebigen Raumpunkt die Beitrdge
aller Punktladungen Q, bis Q, iiberlagert werden (Abb. 1.5b). Zur Berechnung der Kraft auf
eine Punktladung wird aber der Feldstdrkebeitrag derjenigen Ladung, auf die die Kraft berech-
net werden soll, nicht mit einbezogen (Abb. 1.5a).

29



Das elektrostatische Feld

30

sich verallgemeinern. Besteht eine Ladungsanordnung aus mehreren Punktladungen
Q;mit i =1,2,..., dann verschwindet die vektorielle Summe der auf alle Ladungen wir-
kenden Krifte

Foo=> F=0. (1.7)

1.5 Krafte zwischen Ladungsverteilungen

Wir betrachten jetzt die in » Abb. 1.6 dargestellte Anordnung. In den beiden Kérpern V;,
und V, befinden sich ortsfeste Ladungsverteilungen, z.B. Elektronen in V; und Elek-
tronen und Protonen in V,. Ortsfest soll dabei bedeuten, dass sich die Ladungstrédger
nicht frei innerhalb des Volumens bewegen koénnen. Da jeder einzelne Ladungstrédger
Krifte auf jeden anderen austibt, wird die Situation sehr schnell untbersichtlich. In
den meisten praktischen Féllen ist aber eine umfassende Berechnung aller Teilkréfte
auf die einzelnen Elektronen und Protonen nicht erforderlich.

)
6 O o 5° @@

o @ 60,
s ° ®s o

e e
o, ., 2o

Abbildung 1.6: Mehrere zusammengehdérige Ladungsverteilungen

Bei einer solchen Ladungsanordnung sind z.B. folgende Fragen von Interesse:

EM Welche Krifte treten innerhalb eines Volumens infolge der Ladungstrager in die-
sem Volumen auf?

EM Welche Kréfte wirken zwischen den beiden Kérpern V; und V,?

Zur Beantwortung der ersten Frage fiir den Korper 1 muss die Summe der Kréfte auf
die Elektronen in V; infolge aller anderen Elektronen im Volumen V; berechnet wer-
den. Diese Frage stellt sich im Zusammenhang mit mechanischen Beanspruchungen
des Materials. Aufgrund des gréBeren Abstands des zweiten Korpers kann dessen Bei-
trag zu den innerhalb von V; wirkenden Kréften in der Regel vernachldssigt werden.
Die gleiche Frage stellt sich natiirlich auch fiir das Volumen V.

Eine vollig andere Situation ergibt sich im Zusammenhang mit der zweiten Frage.
Hier muss die Summe der Kréfte auf alle Elektronen in V; berechnet werden, die aus-
schlieBlich durch die Ladungstrdger in V, hervorgerufen werden. Hintergrund der
Frage ist die gegenseitige Anziehungskraft zwischen den beiden Koérpern, aus der sich
bei bekannter Masse der beiden Kérper die jeweilige Beschleunigung bestimmen lésst.



1.5 Krafte zwischen Ladungsverteilungen

Beispiel 1.1: Gedankenexperiment

In diesem Abschnitt wollen wir eine Situation betrachten, die sich in der Praxis
nicht realisieren ldsst. Um dennoch die gewiinschten Aussagen zu erhalten und
einen Einblick in bestimmte Zusammenhénge zu bekommen, fithren wir dieses
Experiment lediglich in Gedanken durch.

Wir entfernen aus 1 mm® Kupfer alle Elektronen und bringen sie in einen
Abstand a = 10 km von den Atomkernen (Protonen). Zu bestimmen ist die Anzie-
hungskraft zwischen den beiden Ladungsverteilungen. Um das Ergebnis besser
mit der Alltagserfahrung in Einklang zu bringen, soll die Masse eines Korpers
bestimmt werden, der bei der Erdbeschleunigung g= 9,81 m/s? die gleiche Kraft
erfahrt.

Losung:

Zunichst muss die Anzahl der Ladungstriger bestimmt werden. 1 mm?® Kupfer
wiegt 8,96-107° kg und enthélt nach Gl. (D.3) 8,96-107° kg/1,055-1072% kg = 8,5-10"°
Atome. Da jedes Kupferatom 29 Protonen und 29 Elektronen enthilt, gilt fiir die
Gesamtladungen

Protonen

.1’602.10‘19L

=395As. (1.8)
tom Proton

Qp =—Q, =8,5-10"" Atome - 29
Die Anziehungskraft zwischen den beiden Ladungsverteilungen kann mit Gl.
(1.2) berechnet werden

S

2 2
395As)° V
po Q1 (395As) Vm Lo c1a100 14000k (1.9)
m S

~4meg 1* 47 8,854-107 "2 As (10km)

Mit dem bekannten Kraftgesetz F = mg aus der Mechanik erhélt man als Ergebnis

2
m=14-10°kg D =5 _1427.10° kg (1.10)

s 9,81m
den erstaunlichen Wert von 1427 Tonnen! Wegen der Abhédngigkeit der Kraft
vom Quadrat des reziproken Abstands erhoht sich das Ergebnis um den Faktor

100, wenn der Abstand auf 1/10, d.h. auf 1 km reduziert wird.
Schlussfolgerung:

Aus der Tatsache, dass die in den alltdglichen Situationen auftretenden Kréfte um
sehr viele GréBenordnungen geringer sind, muss man den Schluss ziehen, dass
gemessen an der Gesamtzahl vorhandener Ladungstrdger prozentual immer nur
eine extrem geringe Anzahl getrennt ist und zur elektrischen Feldstédrke beitréagt.

J
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1.6 Ladungsdichten

Bei vielen technischen Problemen werden metallische Leiter unterschiedlicher Ab-
messungen und Formen verwendet, auf denen freie Ladungen verteilt sein kénnen. Da
die atomaren Strukturen praktisch immer vernachldssigbar klein sind gegeniiber den
Leiterabmessungen, konnen wir die aus diskreten Ladungstragern bestehenden Ladungs-
verteilungen als kontinuierlich, d.h. beliebig fein unterteilt, annehmen. In dieser
makroskopischen Betrachtungsweise behandeln wir nur noch Ladungsdichten und
vernachlédssigen dabei ganz bewusst die Tatsache, dass diese im atomaren Bereich von
Punkt zu Punkt sehr stark schwanken. Solange wir uns nicht mit Fragestellungen im
atomaren Bereich beschiftigen, ist diese Vorgehensweise fiir die Beschreibung der
physikalischen Zusammenhédnge ausreichend. Vergleichbar ist diese Situation mit der
Definition der Dichte eines Korpers als Verhéltnis von Masse zu Volumen. Auch hier
vernachlédssigt man die Tatsache, dass die Masse nicht homogen verteilt, sondern in
den Atomkernen konzentriert ist.

Die Punktladung als idealisiertes Modell einer Ladungsverteilung in einem sehr klei-
nen Volumen, verglichen mit den sonstigen Abmessungen der betrachteten Anordnung,
haben wir bereits kennen gelernt. Man kann sich aber auch leicht vorstellen, dass eine
Gesamtladung Q, bestehend aus einer sehr groflen Zahl einzelner Ladungstrédger, kon-
tinuierlich auf einem diinnen Stab (eindimensionale Verteilung), auf einer diinnen
Folie (zweidimensionale Verteilung) oder in einem ausgedehnten dreidimensionalen
Volumen verteilt ist. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von einer Linienladung,
einer Flachenladung und einer Raumladung. DimensionsméfBig handelt es sich in allen
genannten Fillen um Ladungsdichten. Wir wollen diese Begriffe im Folgenden kon-
kretisieren und beginnen mit der Linienladung.

Ist eine Gesamtladung Q gleichméBig auf einer Linie der Lidnge / verteilt, dann
bezeichnet man den Quotienten A = /I als Linienladungsdichte. Diese hat die Dimen-
sion As/m. Sind die einzelnen Ladungstrdger nicht mehr homogen verteilt, dann ist die
Linienladungsdichte ortsabhédngig. Befindet sich auf einem elementaren Abschnitt der
Lange Al die elementare Ladungsmenge AQ, dann beschreibt der Quotient A = AQ/Al die
mittlere Linienladungsdichte auf dem betrachteten Abschnitt. Will man den Wert A fiir
einen bestimmten Punkt P auf der Linie angeben, dann muss man die elementare Linge
Al gegen Null gehen lassen und zwar so, dass sie den Punkt P jederzeit einschliefit. Die
Linienladungsdichte in dem betrachteten Punkt P lésst sich dann in der Form
. AQ _dQ

A(P)_BE}OE_E (1.11)
als Differentialquotient darstellen. Ist im umgekehrten Fall die ortsabhédngige Linien-
ladungsdichte fiir alle Punkte auf der Linie / bekannt, dann kann die Gesamtladung
durch Integration

Q= [rd (1.12)
l

liber die gesamte Linge berechnet werden.



1.7 Darstellung von Feldern

Die gleichméBige Verteilung einer Gesamtladung QQ auf einer Fldche A fiihrt auf analoge
Weise zu einer Flachenladungsdichte 0= Q/A der Dimension As/m?. Fiir eine orts-
abhéngige Ladungsverteilung gibt das Verhiltnis 0= AQ/AA die mittlere Fldachen-
ladungsdichte auf dem betrachteten elementaren Flaichenelement AA an. Im Grenziiber-
gang AA — 0 erhélt man wieder die Flachenladungsdichte in einem betrachteten Punkt
aus dem Differentialquotienten

o(P)= lim AQ _dQ

TAA0AA dA (1.13)

und die Gesamtladung einer mit einer ortsabhédngigen Dichte verteilten Fldchenladung o
berechnet man aus einer Integration iiber die ladungsbesetzte Fldche

Q= [[odA. (1.14)
A

Zum Abschluss fithren wir noch die Raumladungsdichte p = Q/V der Dimension As/m?®
ein, die im Falle einer homogenen Ladungsverteilung aus dem Verhéltnis von Gesamt-
ladung Q zu ladungsbesetztem Volumen V gegeben ist. Bei ortsabhdngiger Ladungs-
verteilung beschreibt das Verhiltnis p = AQ/AV die mittlere Raumladungsdichte in
dem betrachteten elementaren Volumenelement AV. Im Grenziibergang erhélt man
wieder die Raumladungsdichte in einem betrachteten Punkt P aus dem Differential-
quotienten

. AQ dQ

P)= lim —=—7
p(P)= fim 3V = v (1.15)
und die in einem Volumen V enthaltene Gesamtladung Q kann durch Integration {iber

das ladungsbesetzte Volumen berechnet werden

Q= mpdv. (1.16)
Vv

1.7 Darstellung von Feldern

Zur grafischen Darstellung des Feldverlaufs verwendet man unterschiedliche Feldbil-
der. In diesem Abschnitt betrachten wir die Feldlinienbilder, in Kap. 1.8.2 die Aqui-
potentialfldchen.

Als Feldlinien bezeichnet man Raumkurven, deren gerichtetes Wegelement immer in
Richtung der Feldstdrke zeigt. Der vektorielle Charakter des Feldverlaufs wird
dadurch zum Ausdruck gebracht, dass die Feldlinien mit Pfeilen versehen werden,
deren Spitzen in Richtung der Feldstidrke zeigen. Aus der Darstellung in »Abb. 1.7 ist
zu erkennen, dass die Richtung der Feldstdrke an jeder Stelle entlang der Feldlinie
durch die Tangente an die Feldlinie gegeben ist.
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B
// Feldlé
!

Abbildung 1.7: Konstruktion der Feldlinie

Die Dichte der in einem Feldlinienbild eingezeichneten Feldlinien kann in vielen Fél-
len so gewdhlt werden, dass sie ein MaB fiir den Betrag der Feldstdrke darstellt. Die
mit zunehmendem Abstand von einer Punktladung geringer werdende elektrische
Feldstérke driickt sich in der »Abb. 1.8 z.B. dadurch aus, dass der Abstand zwischen
den Feldlinien groBer wird.

Abbildung 1.8: Feldlinienbild einer positiven Punktladung

Man muss sich jedoch immer dariiber im Klaren sein, dass das gezeichnete Feldbild
nur einen zweidimensionalen Schnitt durch eine dreidimensionale Feldverteilung
darstellt. In der Abb. 1.8 liegen die Punktladung und damit zwangsldufig auch alle
dargestellten Feldlinien in der Zeichenebene. Bei umfangreicheren, nicht mehr sym-
metrischen Ladungsverteilungen oder bei ungiinstiger Wahl der Schnittebene wird die
Darstellung des Feldlinienbildes schwieriger, da die Feldlinien einen beliebigen Win-
kel zur Zeichenebene aufweisen kénnen.

Entsprechend der Einfiihrung der elektrischen Feldstédrke in Gl. (1.3) gehen die Feld-
linien immer von den positiven Ladungen aus und enden auf den negativen. In vielen
Féllen sind die Abstdnde zwischen den Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens sehr
groB, z.B. konnen sich die negativen Ladungen sehr weit entfernt befinden, verglichen
mit der rdumlichen Verteilung der positiven Ladungen. Das Feldbild in unmittelbarer
Umgebung der positiven Ladungen wird dann allein von diesen bestimmt. Zur Verein-
fachung nimmt man in diesen Fallen an, dass sich die zugehérigen negativen Ladun-
gen auf der unendlich fernen Hiille befinden, ihr Beitrag zur Feldstdrke wird dann bei
der Berechnung vernachldssigt. Einen derartigen Sonderfall stellt das von einer Punkt-
ladung hervorgerufene radialsymmetrische Feld in Abb. 1.8 dar, bei dem die elektrische
Feldstdrke radial nach auBlen zeigt und nur vom Abstand zur Punktladung abhéangt.



1.7 Darstellung von Feldern

Einen weiteren Sonderfall bildet das homogene Feld, bei dem die Feldstérke {iberall die
gleiche Richtung und den gleichen Betrag aufweist. Ein derartiges Feld lédsst sich nur
naherungsweise und auch nur in einem begrenzten rdumlichen Bereich realisieren
(»Abb. 1.20). Den allgemeinen Fall stellt das inhomogene (ortsabhéngige) Feld dar.

1.7.1 Feldbild fiir zwei Punktladungen

Als Beispiel wollen wir in diesem Abschnitt das Feldlinienbild fiir zwei Punktladun-
gen Q, und Q, berechnen, die sich auf der y-Achse an den Stellen y=a und y =-a
befinden. Zu bestimmen ist zunéchst die elektrische Feldstédrke in einem allgemeinen
Punkt in der xy-Ebene (Zeichenebene).

P(Xp:yP)

%Y

Abbildung 1.9: Zur Berechnung eines Feldlinienbildes

Zur Berechnung der Feldstidrke mithilfe der Gl. (1.5) werden die Abstdnde der Ladun-
gen vom Aufpunkt benétigt. Mit den Quellpunktskoordinaten 1y, =€éya und 1y, =—€a
sowie den Koordinaten des Aufpunkts rp = €,xp + e, yp erhilt man die Abstinde

B o=fp-Ty, =6, Xp+e(yp—a) mit 1=yxp?+(yp—a) (1.17)

und

L, =Tp-Ty, =6, Xp+8,(yp+a) mit 5 =\xp"+(yp+a)’. (1.18)

Durch Einsetzen in die Beziehung (1.5) kann die elektrische Feldstdrke unmittelbar
angegeben werden

E(f) = — {

L L,
Q—=+Q F}

4 n ) (1.19)
1 - X X - -a +a
= €x Q1_§+Q2_E3) +ey Ql—ypg +Q2—yp3 .
47 L L, n L,

35



Das elektrostatische Feld

Die Auswertung dieser Beziehung fiir die beiden Sonderfdlle gleicher Q, =Q,=Q
bzw. entgegengesetzt gleicher Punktladungen Q, = Q, Q, =—Q ist in » Abb. 1.10 darge-
stellt.

N N
((
N

@ sich anziehende Ladungen @ sich abstoBende Ladungen
Abbildung 1.10: Feldlinienbilder

Eine Besonderheit ergibt sich bei den Punktladungen gleichen Vorzeichens in
Abb. 1.10b. Hier treffen die Feldlinien in der Mitte zwischen den beiden Ladungen
scheinbar aufeinander und laufen dann in zwei dazu senkrechten Richtungen aus-
einander. Bringen wir nun eine weitere Punktladung genau an diese Position, dann
kann die Kraft auf diese Punktladung nicht gleichzeitig in verschiedene Richtungen
zeigen. Das bedeutet aber auch, dass die elektrische Feldstdrke in diesem Punkt eine
eindeutige Richtung haben muss, d.h. die elektrischen Feldlinien diirfen sich nicht
schneiden. Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich dadurch auf, dass die Feldstdrke
bei Anndherung an diesen Punkt immer kleiner wird und in dem Punkt selber ver-
schwindet. Diese Aussage ldsst sich leicht {iberpriifen. Fiir Q; = Q, = Q erhélt man im
Ursprung Xp = yp = 0 aus der Gl. (1.19) tatsdchlich den Wert E(0) = 0.

Eine nicht verschwindende elektrische Feldstéarke besitzt immer eine eindeutige
Richtung, d.h. die elektrischen Feldlinien konnen sich nicht schneiden.
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1.7.2 Qualitative Darstellung von Feldbildern

In vielen Féllen ldsst sich ein Feldbild bereits qualitativ angeben, auch ohne umfang-
reiche Rechnungen durchzufiihren. Dabei konnen folgende Informationen verwendet
werden:

B Das Feld in unmittelbarer Ndhe einer Punktladung wird im Wesentlichen von der
Punktladung bestimmt und hat den in Abb. 1.8 dargestellten radialsymmetrischen
Verlauf.

B In sehr grofem Abstand von einer Ladungsanordnung verhilt sich das Feld wie bei
einer im Ladungsschwerpunkt angebrachten Punktladung, die den gleichen Wert
wie die Gesamtladung besitzt. Die Feldlinien zeigen bei positiver Gesamtladung
radial nach auBen (Abb. 1.10b).

B Bei verschwindender Gesamtladung miissen alle von den positiven Ladungen aus-
gehenden Feldlinien auf den negativen Ladungen enden. Es verlaufen keine Feld-
linien zur unendlich fernen Hiille (Abb. 1.10a). Die einzige Ausnahme bildet hier
die Feldlinie auf der Verbindungslinie zwischen den beiden Punktladungen, d.h.
auf der y-Achse.

B Oftmals lassen sich Symmetrieebenen finden, auf denen die Feldrichtung angege-
ben werden kann. In den beiden Feldbildern der Abb. 1.10 betrifft das sowohl die
durch beide Punktladungen verlaufende vertikale Verbindungslinie als auch die
horizontale Ebene zwischen den Ladungen.

1.8 Das elektrostatische Potential

Wir haben bereits gesehen, dass auf eine Punktladung Q in einem &uBeren, d.h. von
anderen Ladungen hervorgerufenen, elektrischen Feld eine Kraft ausgeiibt wird. Soll
diese Ladung von einem Punkt P zu einem Punkt P, verschoben werden, dann muss
gegen die Feldkrifte eine Arbeit aufgewendet werden. Mit der Beziehung (1.3) fiir die
Kraft F = EQ erhédlt man aus dem Linienintegral (C.7) die erforderliche Arbeit

P, P,
W, =-— jF-dg =-Q jE-dg. (1.20)

PO P[)
An dieser Stelle wollen wir kurz innehalten und die Frage nach dem richtigen Vorzei-
chen in Gl. (1.20) untersuchen. Stellen wir uns vor, dass wir eine positive Ladung Q
im Feld einer zweiten, ebenfalls positiven Ladung bewegen und zwar so, dass der
Abstand zwischen beiden Ladungen verringert werden soll (die ausfiihrliche Rechnung
folgt in Kapitel 1.8.1). Das vektorielle Wegelement ds zeigt wegen der Annédherung in
Richtung auf die zweite Ladung. Die von der zweiten (positiven) Ladung hervorge-
rufene Feldstdrke zeigt aber von dieser Ladung weg, d.h. das Integral iiber das Skalar-
produkt E- ds liefert einen negativen Wert. Mit dem bereits in Gl. (1.20) vorhandenen
negativen Vorzeichen nimmt W, insgesamt einen positiven Wert an. Diese zu leistende
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Arbeit beim Zusammenschieben zweier sich gegenseitig abstoBender Ladungen fiihrt
zu einer Erh6hung der im System gespeicherten Energie. Der Wert W, in Gl. (1.20)
beschreibt also die von aulen dem System zugefiihrte Energie.

Betrachten wir nun den Sonderfall, dass eine Ladung (Q entsprechend »Abb. 1.11 ent-
lang eines geschlossenen Weges, beginnend beim Punkt P, entlang der Kontur C; zum
Punkt P, und anschlieBend entlang der Kontur C, wieder zuriick zum Punkt P, bewegt
wird?,

o

Abbildung 1.11: Bewegung einer Punktladung entlang eines geschlossenen Weges

Die dabei aufzuwendende Arbeit kann mit Gl. (1.20) durch die beiden Teilintegrale
W, =-Q jE-dg—Q jE-d§=—Q jE-dg—Q jE-dg (1.21)
C, C, P, P,

beschrieben werden. Da sich die Punktladung nach dem Umlauf an der gleichen Posi-
tion befindet wie vorher, ist auch die Energie des Systems unverdndert. Die insgesamt
nach GI. (1.21) geleistete Arbeit verschwindet daher, mit anderen Worten, das Linien-
integral der elektrischen Feldstdrke entlang der Kontur C, ist entgegengesetzt gleich
dem Linienintegral der elektrischen Feldstirke entlang der Kontur C,.

Kennzeichnet man den geschlossenen Integrationsweg durch einen Ring im Integral-
zeichen, wir sprechen dann von einem Ringintegral oder einem Umlaufintegral (vgl.
Anhang C), dann erhélt man fiir die GI. (1.21) folgende mathematische Darstellung

We=—Qj1?:-d§—Qj1?:-d§=—Q q)]?:-dg:o N q')]?:-dﬁzo. (1.22)
Gy G, c @

Die geschlossene Kontur C in der letzten Gleichung setzt sich aus den beiden Kontu-
ren C; und C, zusammen.

2 Wir wollen hier voraussetzen, dass dieser Bewegungsvorgang hinreichend langsam erfolgt, so
dass die Abstrahlung elektromagnetischer Felder vernachléssigt werden kann.
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Im elektrostatischen Feld verschwindet das entlang einer geschlossenen Kontur
gebildete Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke.

Diese Aussage trdgt natiirlich auch der Tatsache Rechnung, dass die elektrischen Feld-
linien bei den positiven Ladungen beginnen und bei den negativen enden. Waren die
elektrischen Feldlinien in sich geschlossen, z.B. in Form eines Kreises, dann wiirde die
Berechnung des Integrals (1.22) entlang einer derart geschlossenen Feldlinie auf jedem
elementaren Wegelement einen Beitrag mit jeweils gleichem Vorzeichen zu dem
Gesamtergebnis liefern, das somit nicht mehr verschwinden kénnte. Die Ladungen
stellen die Quellen fiir das elektrostatische Feld dar. Dieses wird daher als Quellenfeld
bezeichnet (im Gegensatz zu dem spéter noch zu behandelnden Wirbelfeld).

Auch das Gravitationsfeld ist ein Quellenfeld, wobei die Quellen in diesem Fall durch
die Massen gegeben sind. Wird ein Kérper der Masse m gegen die Krafte eines Gravita-
tionsfeldes von einem Punkt P, zu einem Punkt P, bewegt, dann ist dafiir eine Arbeit
aufzuwenden, die zu einer Erhohung der potentiellen Energie des Korpers um den
Betrag der geleisteten Arbeit fithrt. Ganz analog fiihrt die Bewegung einer Ladung
gegen die Krafte des elektrischen Feldes zu einer Erhchung der Energie dieser Ladung,
die auch in diesem Fall gleich dem Betrag der geleisteten Arbeit ist. Man spricht auch
hier von der potentiellen Energie der Ladung und beschreibt damit die Mdéglichkeit
dieser Ladung, durch Abgabe ihrer potentiellen Energie Arbeit leisten zu kénnen.
Nach GIl. (1.20) ist der Zuwachs an potentieller Energie bei einer Bewegung der
Ladung Q von einem Punkt P, zu einem Punkt P, gegeben durch das Produkt aus dem
Wert der Ladung und dem negativen Wegintegral der elektrischen Feldstiarke. Wir
haben aber bereits in Abb. 1.11 gesehen, dass dieses Wegintegral nicht von dem
Verlauf des gewéhlten Weges, sondern lediglich vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt.
Wahlt man jeweils ausgehend von dem gleichen Anfangspunkt P, unterschiedliche
Endpunkte fiir den Integrationsweg, dann unterscheiden sich die Ergebnisse bei der
Berechnung der potentiellen Energie nach Gl. (1.20) nur durch den Wert einer skala-
ren GroBe. Damit kann jeder Punkt des Raumes, bezogen auf einen willkiirlichen
Anfangspunkt (Bezugswert) durch eine skalare GroBe charakterisiert werden, fiir die
die Bezeichnung ¢, verwendet und die elektrostatisches Potential (Dimension V)
genannt wird

(1.20) B
We = Q I(—E)'d§ :Q[(pe(Pl)_‘pe(PO)]~ (1.23)

o
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Der Zuwachs an potentieller Energie ist proportional zur GroBle der bewegten Ladung
Q und zur Potentialdifferenz ¢.(P,) — ¢.(P,), die bei der Ladungsbewegung durchlau-
fen wird. Da in dieser Beziehung nicht das Potential selbst, sondern lediglich die
Anderung des Potentials zwischen Anfangs- und Endpunkt von Bedeutung ist, kann
dem gesamten Raum ein beliebiges konstantes Potential iiberlagert werden, ohne dass
das Ergebnis (1.23) davon beeinflusst wird. Die Festlegung eines Bezugspunktes ist
willkiirlich und wird {iblicherweise so vorgenommen, dass man der Erde oder auch
der unendlich fernen Hiille das Bezugspotential ¢, =0 zuordnet. Die Erdoberfldche
stellt aufgrund ihrer Leitfihigkeit eine Aquipotentialfliche dar (vgl. Kap. 1.8.2). In
Schaltungen wird iblicherweise der so genannten Masse, d.h. dem Minusanschluss
bei einer Batterie oder dem an die Schaltung angeschlossenen metallischen Gehduse
der Bezugswert ¢, = 0 zugeordnet?.

Legt man insbesondere den Anfangspunkt P, so, dass ¢,(P,) = 0 gilt, dann ist die abso-
lute potentielle Energie einer Punktladung im Punkt P, durch die Beziehung

(1.23)
W,(P) = Q|e.(P)—.(Po)|=Q ¢, (P) (1.24)
0

gegeben, umgekehrt ldsst sich das absolute Potential in diesem Punkt aus der Bezie-
hung

W, () 029 B
o(P) = = — |E-d (1.25)
‘P,( 1) Q P_{ S

berechnen.

Das elektrostatische Potential ¢ (P) an der Stelle eines Punktes P ist der Quotient
aus der Arbeit, die nétig ist, um eine Ladung Q von einem Punkt P, mit dem
Bezugspotential ¢, (P;) =0 zu dem betrachteten Punkt P zu bringen, und der
Ladung.

1.8.1 Das Potential einer Punktladung

Als Beispiel wollen wir das von einer im Ursprung des Kugelkoordinatensystems
befindlichen positiven Punktladung Q in einem beliebigen Punkt P hervorgerufene
Potential berechnen. Die radial gerichtete Feldstédrke (Abb. 1.8) ist nach Gl. (1.3) gege-

3 Die beschriebene Situation ist vergleichbar der Festlegung von Hohenangaben auf der Erde.
Die Aussage, dass sich ein beliebiger Punkt auf der Erdoberfldche auf einer bestimmten Héhe
befindet, ist nur sinnvoll bei gleichzeitiger Angabe des willkiirlich gewihlten Bezugswertes.
Dieser wird iiblicherweise auf die Héhe des Meeresspiegels gelegt.
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ben. Bringen wir eine zweite Punktladung Q, von der Stelle r=r, entgegen der Feld-
richtung an die Stelle r=r, <r; (vgl. »Abb. 1.12), dann muss die Arbeit

(1.23) B, %, . %1
w, o= -@ IE'ds =-0Q jer Q > e dr =—0; Q j—zdr
4meg Tt 4mey 71
n n ds B
E (1.26)

SO WL e SV ) P Q Q@
=@ 4re [rz +r1j Q1(47t50r2 4n80r1J

geleistet werden. Verlegen wir den Anfangspunkt r; auf die unendlich ferne Hiille
r; — o, dann gilt mit dem dort vorliegenden Bezugspotential ¢ () = 0 fiir die Energie
der Punktladung Q, an der Stelle r, nach Gl. (1.26)

(1.26) Q (1.24)

W = = = .
e Ql 47[801'2 Ql Pe (FZ) - Pe (FZ) 4JT£0TZ

(1.27)

Abbildung 1.12: Verschiebung einer Punktladung im Feld einer zweiten Punktladung

Der Ausdruck ¢,(r,) beschreibt das von der Punktladung Q an der Stelle r = r, hervor-
gerufene Potential. Dieses ist proportional zur Ladung und umgekehrt proportional
zum Abstand von der Ladung. Die Flachen konstanten Potentials sind konzentrisch
um die Punktladung angeordnete Kugelflaichen. An dem ersten Ausdruck in Gl. (1.27)
erkennt man, dass die zu leistende Arbeit positiv ist, wenn beide Ladungen gleiche
Vorzeichen haben und sich gegenseitig abstoBen.

Betrachten wir noch einmal das Ergebnis (1.26), dann beschreibt dieses in der Form
W, = Qup(1,) — Qi (r,) die aufzuwendende Arbeit bzw. die Zunahme der potentiellen
Energie der Punktladung Q,, wenn diese von einem Punkt r; mit dem Potential ¢ (r;)
zu einem Punkt r, mit dem Potential ¢(r,) bewegt wird. Dieser Ausdruck verschwin-
det, wenn ¢ (r,) = p.(r;) gilt, d.h. das Verschieben einer Ladung zwischen zwei Punk-
ten mit gleichem Potential erfordert als Integral iiber den gesamten Weg betrachtet
keine Arbeit.
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1.8.2 Aquipotentialflichen

In diesem Kapitel wollen wir eine weitere Moglichkeit zur grafischen Darstellung von
Feldern, ndmlich mithilfe von Aquipotentialflichen, kennen lernen. Zur besseren
Ubersicht zeichnet man die Schnittlinien der Aquipotentialflichen mit der Zeichen-
ebene. Die sich so ergebenden Linien werden als Aquipotentiallinien bezeichnet. Fiir
das Beispiel der Punktladung erhdlt man als Schnittlinien konzentrisch um die
Ladung angeordnete Kreise. Eine zusétzliche Information kann man diesen Feldbil-
dern aus der Dichte der Linien entnehmen, wenn die Potentialdifferenzen zwischen
jeweils zwei benachbarten Aquipotentiallinien konstant gehalten werden. Das bisherige
Feldlinienbild der Punktladung nach Abb. 1.8 kann jetzt entsprechend »Abb. 1.13
erweitert werden.

Abbildung 1.13: Feldbild einer Punktladung

Aus diesem Bild ist zu erkennen, dass die Feldlinien an jeder Stelle senkrecht auf den
Aquipotentialflichen stehen. Dieser Zusammenhang ist nach Gl. (1.23) allgemein giil-
tig. Bewegt man sich niamlich auf einer Aquipotentialfliche von einem Punkt P, zu
einem Punkt P,, dann ist das Potential entlang des gerichteten Wegelementes iiberall
gleich groB3. Wegen der verschwindenden Potentialdifferenz muss dann aber auch das
Linienintegral der elektrischen Feldstdarke verschwinden

e B
(pe(Pl)_(pe(PO)zo = - _[E.ds' (1-28)
Po

Diese Bedingung ldsst sich bei nicht verschwindender Feldstdrke nur erfiillen, wenn
das Skalarprodukt aus Feldstdrke und vektoriellem Wegelement in GIl. (1.28) Null
wird. Nach Gl. (A.7) folgt daraus unmittelbar, dass Aquipotentialﬂéchen und Feldlinien
senkrecht aufeinander stehen.

Betrachten wir nun einen metallischen Leiter, der in ein ortsabhédngiges externes elek-
trisches Feld gebracht wird. Mit der Kennzeichnung extern soll verdeutlicht werden,
dass das Feld von Ladungen auBerhalb des Leiters hervorgerufen wird. Nehmen wir
zundchst an, dass sich in dem Leiter infolge des externen Feldes ein nicht konstantes
Potential einstellt. Nach Gl. (1.28) tritt dann zwischen den Punkten unterschiedlichen
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Potentials eine elektrische Feldstédrke auf, die Krifte auf die in dem Leiter vorhande-
nen Ladungstrdager ausiibt. Die frei beweglichen Ladungstrdger werden sich in dem
Leiter also so lange verschieben, bis keine Krifte mehr auftreten und die Potential-
differenzen innerhalb des Leiters verschwinden. Die benétigte Dauer fiir diese Ladungs-
verschiebung ist bei metallischen Leitern extrem kurz und liegt in dem Bereich <1072 s.
Bei Materialien mit geringerer Leitfdhigkeit (vgl. Kap. 2) wird dieser Ausgleichsvorgang
mehr Zeit in Anspruch nehmen. Im statischen Zustand nach Beendigung der Ladungs-
tragerbewegungen werden die Potentialdifferenzen auch innerhalb der schwach leit-
fadhigen Materialien verschwinden. Eine Ausnahme bilden die so genannten Nichtleiter,
bei denen der Ausgleichsvorgang theoretisch unendlich lange dauert.

Da jeder Leiter ein konstantes Potential annimmt, ist er in seinem Inneren feldfrei. Die
verschobenen Ladungen im Leiter erzeugen ein elektrisches Feld, das das externe Feld
innerhalb des Leiters gerade kompensiert. Die sich einstellende Ladungsverteilung auf
der Leiteroberfldche (vgl. Kap. 1.13) hdngt von der Geometrie des Korpers und von seiner
Lage bezogen auf die externen Ladungsverteilungen ab. Resultierend gilt die Aussage:

Im elektrostatischen Feld besitzt ein leitender Korper ein konstantes Potential.
Seine Oberfliche wird zur Aquipotentialfliche, auf der die elektrische Feldstirke
senkrecht steht. Das Leiterinnere ist feldfrei.

Diese Feldfreiheit ist aber nicht nur gewihrleistet, wenn sich der Koérper in einem
externen Feld befindet, sie bleibt auch erhalten, wenn der leitende Korper eine eigene
nicht verschwindende Gesamtladung besitzt. Auch diese Ladungstrager werden sich
unter dem Einfluss der Coulomb'schen Krifte so auf der Oberfldche verteilen, dass das
Leiterinnere stets feldfrei ist.

1.9 Die elektrische Spannung

Die Potentialdifferenz zwischen zwei beliebigen Punkten P, und P, kann mit Gl. (1.23)
bzw. mit Gl. (1.25) berechnet werden. Wahlt man wieder fiir einen willkiirlichen
Bezugspunkt P, das Potential ¢,(P,) = 0, dann gilt

(1_25) Pl_ Pz_ PO_ Pz_ Pz_
¢o(P1)~po(P,) = - [E-ds+ [E-ds= [E-ds+ [E-ds= [E-ds. (1.29)
P[) P[) Pl P[) Pl

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von der Wahl des Bezugspunktes P, und wird als elek-
trische Spannung U (Dimension V) zwischen den Punkten P; und P, bezeichnet

P,
Upy = 0o (P) - o (P) = [E-d5 . (1.30)
Pl
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1.10 Die elektrische Flussdichte

Die Feldstédrke einer positiven Punktladung ist nach Gl. (1.3) radial nach auBen gerich-
tet und umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands von der Ladung. Fiir eine
im Ursprung des Kugelkoordinatensystems befindliche Punktladung Q schreiben wir
diese Gleichung zunéchst in der Form

!

- (1.3) Q
goE =8¢0 E (1) = P (1.31)

Denken wir uns eine Kugel vom Radius r mit der Oberfliche Ay = 4ar? um die Punkt-
ladung Q geschlagen, dann ist der rechts stehende Ausdruck in Gl. (1.31) das Verhalt-
nis aus der von der Kugel eingeschlossenen Ladung zur Kugelfliche. Multiplizieren
wir also die vektorielle Gl. (1.31) skalar mit dem Einheitsvektor e, und integrieren wir
diesen Ausdruck iiber die Kugelfldche, dann erhalten wir als Ergebnis auf der rechten
Seite der Gleichung die innerhalb der Kugel befindliche Ladung

ff cob-&.da = ffe,—v6,da=—2_ffaa-q. (1.32)

2 2
Ax Ax 4mr 4T A

K

Man beachte, dass die Koordinate r beziiglich der Integration iiber die Kugeloberfldche
eine Konstante ist und somit vor das Integral gezogen werden darf. In dieser Glei-
chung bezeichnet dA das skalare Flachenelement, das tiber die Kugelfldche integriert
den Wert der Kugeloberfliche ergibt. Dagegen bezeichnet é,dA =dA das vektorielle
Flachenelement, dessen Richtung senkrecht auf der Flache steht und nach auBlen zeigt
(vgl. Anhang C.2). Damit erhalten wir die Darstellung

f eoE-6.dA = {f ooF-dA = Q. (1.33)

Ak Ak

Das in dem Integral stehende Produkt
e,E=D (1.34)

der Dimension As/m? wird als elektrische Flussdichte bezeichnet. Das Integral von D
iiber eine Fliche A mit dem gerichteten Flichenelement dA (»Abb. 1.14) gibt den
elektrischen Fluss ¥ der Dimension As an, der die Fliche A in Richtung der Fldchen-
normalen durchsetzt?

W= Hf)-dA . (1.35)
A

4 Die Begriffe Fluss und Flussdichte sind an dieser Stelle irrefiihrend. Es gibt hier keinen phy-
sikalischen Vorgang, der durch die Bewegung von Teilchen oder dergleichen beschrieben wer-
den kann. Die Verwendung dieser Begriffe erkldrt sich aus dem Aufbau der Gleichung (1.35),
die in Kapitel C.2 ausfiihrlich behandelt wird und dort tatsdchlich einen Fluss (von Teilchen)
durch eine Fldche im Sinne des tiblichen Sprachgebrauchs darstellt.
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Abbildung 1.14: Elektrischer Fluss W durch die Flache A

Handelt es sich bei der Fliche um eine geschlossene Hiillflache, innerhalb der sich
eine Punktladung Q befindet, dann liefert das Integral nach Gl. (1.33) den Wert der
eingeschlossenen Ladung. Dieser Sachverhalt, den wir am Beispiel einer Kugelflache
und einer im Kugelmittelpunkt angebrachten Punktladung gezeigt haben, ldsst sich
auch allgemein fiir eine beliebig gewédhlte Hiillflaiche beweisen. Damit ist der Zusam-
menhang zwischen eingeschlossener Punktladung und Gesamtfluss durch die Hiill-
flache unabhéngig davon, an welcher Stelle sich die Ladung in dem umschlossenen
Volumen befindet.

Da man sich jede Ladungsanordnung im Elementaren aus Punktladungen aufgebaut
denken kann, kommt man zur folgenden allgemein giiltigen Aussage:

Das Hiillflachenintegral der elektrischen Flussdichte iiber eine beliebig geschlos-
sene Fldche A entspricht der im umschlossenen Volumen enthaltenen Gesamt-
ladung Q. Der Fluss W ist also ein Ma fiir die vorhandene Ladungsmenge

wzﬁﬁ-dAzQ i (1.36)
A

Die elektrische Flussdichte D ist eine QuantitatsgroBe und beschreibt die Ursache
fiir den Raumzustand, der sich durch Kraftwirkungen auf Ladungen bemerkbar
macht.

Da die Ladungen als Erregung fiir den Raumzustand angesehen werden, wird die
Flussdichte D oft auch als elektrische Erregung bezeichnet.

Die Gl. (1.36) kann in einfachen, meist symmetrischen Anordnungen dazu verwendet
werden, die Feldstdrke im allgemeinen Raumpunkt zu berechnen. Wir werden in den
folgenden beiden Kapiteln ausgehend von dieser Beziehung das Verhalten der Fluss-
dichte und der Feldstdrke einerseits beim Durchgang durch eine ortsabhdngige Fla-
chenladung und andererseits an leitenden Oberfldchen untersuchen.
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Beispiel 1.2: Feldberechnung

Im zylindrischen Koordinatensystem (p,9,z) ist der gesamte Bereich p < a und
—o0 <z < o mit einer Raumladung der Dichte p, ausgefiillt. Von dem unendlich
langen Zylinder ist in der »Abb. 1.15 nur ein Ausschnitt der Lange / dargestellt.

EM Wie grof ist die Gesamtladung Q in einem Abschnitt der Lange /7

B8 Welchen Wert nimmt die elektrische Flussdichte D in einem beliebigen
Punkt des Raumes an?

Abbildung 1.15: Raumladungsverteilung
Losung:
EM Fiir die Gesamtladung in einem Abschnitt der Lange / gilt:

1

Q(l ’ m”odvzpode=PoV - Q=pylnd. (1.37)
v v

EA Die Anordnung ist unabhédngig von den Koordinaten ¢ und z. Die aus Sym-
metriegriinden radial gerichtete Flussdichte D = éPD(p) héngt nur von dem
Achsabstand ab. Fiir einen Zylinder der Lange [ gilt:

(136) won - (.37) | po L p? <a
Q = {fp-dA = [[&D(p)é,dA=D(p)2npl = {po pz fiir " (1.38)
A Mantel pﬂlna p>a
Fiir die Flussdichte gilt resultierend das Ergebnis
€, poB =€, Q p innerhalb des Zylinders
~ 2 2nal a
D(p)= 2 . (1.39)
€, Py a _s Q a auBerhalb des Zylinders
P™%2p  P2malp
- J
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1.11 Das Verhalten der FeldgroBen bei einer
Flachenladung

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der Feldgrofen beim Durchgang durch eine
ortsabhéngige Fldchenladung untersucht werden. Zu diesem Zweck betrachten wir die
in »Abb. 1.16 dargestellte diinne Kunststofffolie mit vernachléssigbarer Dicke, die z.B.
durch Reiben mit einem Wolltuch aufgeladen ist und eine im Allgemeinen ortsabhén-
gige Flachenladungsverteilung aufweist. Zur einfacheren Behandlung des Problems
werden wir in diesem und auch in spiteren Fillen die vektoriellen FeldgroBen E und
D, die in Bezug auf die betrachtete Folie eine beliebige Orientierung aufweisen, in
eine zur Fldche senkrechte Komponente, die so genannte Normalkomponente (Index n)
und in eine Tangentialkomponente (Index t) zerlegen. Die Betrachtung wird fiir die
beiden Komponenten getrennt durchgefiihrt.

\ 47

i

Abbildung 1.16: Flachenladungsverteilung

Um das Verhalten der Normalkomponente zu untersuchen, legen wir gemafl Abb. 1.16
einen kleinen Flachzylinder um die ladungsbesetzte Fldche und lassen die Héhe h des
Zylinders gegen Null gehen. Die elementare Fliche dA des Zylinders wihlen wir so
klein, dass wir die Flachenladung o innerhalb des Zylinders als konstant, d.h. orts-
unabhéngig ansehen konnen. Nach Gl. (1.36) muss der insgesamt durch die Zylinder-
oberflache austretende elektrische Fluss der innerhalb des Zylinders eingeschlossenen
Gesamtladung 0d A entsprechen. Wegen h — 0 liefert die Mantelflache keinen Beitrag
und wegen der innerhalb von dA voraussetzungsgemé&l ortsunabhdngigen Fldchen-
ladungsdichte geht die Integration der Flussdichte tiber die Deckfldchen in eine einfa-
che Multiplikation mit dem als dA bezeichneten Fldchenelement iiber. Mit den
Bezeichnungen n, und n, fiir die beiden von der Folie jeweils nach auBlen zeigenden
Einheitsvektoren kann der gesamte aus dem Flachzylinder austretende Fluss nach
Gl. (1.36) folgendermalen geschrieben werden

D, 1,dA+D, n,dA=0dA. (1.40)
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Bezeichnen wir nun eine der beiden Flachennormalen zur Vereinfachung mit n, z.B.
n, =n, dann gilt n, =-n und die Gl. (1.40) nimmt die neue Form

D, 1,dA+D, n,dA=D, ndA-D,*ndA=D,,dA-D,, dA=0dA (1.41)

an. Die Werte D, und D,, bezeichnen die Komponenten der Flussdichten D, und D,
in Richtung des Einheitsvektors n. Die Gl. (1.41) ldsst sich nun auf einfache Weise
interpretieren: die Differenz zwischen dem auf der rechten Seite der Folie in Richtung
der Flichennormalen n aus dem Flachzylinder austretenden Fluss D,,dA und dem
auf der gegeniiberliegenden Seite in Richtung des gleichen Einheitsvektors n in den
Zylinder eintretenden Fluss D,;dA ist durch die eingeschlossene Ladung gegeben.
Nach Kiirzen des auf beiden Gleichungsseiten identischen Flachenelementes dA folgt
unmittelbar die gesuchte Beziehung

Dy, -Dy =0 (1.42)

fiir die Normalkomponente der Flussdichte. Bei verschwindender Flachenladung o =0
folgt aus dieser Gleichung die triviale Aussage, dass sich die Normalkomponente der
Flussdichte dann auch nicht dndert, d.h. D,; = D,,.

Mit der auf beiden Seiten der Flachenladung gleichen Dielektrizitdtskonstanten ¢,
erhilt man mithilfe der GI. (1.34) die Ubergangsbedingung fiir die Normalkomponente
der elektrischen Feldstédrke

&oEns—€Em =0 . (1.43)
v
E, (|-~
A —»| h |-—
E, -
4:/ ds
(o2
80 80

Abbildung 1.17: Flachenladungsverteilung

Im zweiten Schritt soll das Verhalten der Tangentialkomponenten untersucht werden.
Zu diesem Zweck betrachten wir das in » Abb. 1.17 um die Trennfl4dche gelegte Recht-
eck mit den tangential zur Trennebene verlaufenden elementaren Seitenldngen ds und
der wiederum verschwindenden Abmessung h — 0. Bilden wir geméal Gl. (1.22) das
Umlaufintegral der elektrischen Feldstdrke entlang dieses Rechtecks, dann liefern
wegen h — 0 nur die auf beiden Seiten entlang der Folie verlaufenden Wegelemente
ds einen Beitrag. Wir wihlen die Strecke ds so klein, dass die elektrische Feldstédrke in
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diesem Abschnitt als konstant, d.h. ortsunabhéngig angesehen werden kann. Das Weg-
integral der Feldstdrke geht dann iiber in eine einfache Multiplikation der Feldstirke
mit der Lidnge ds. Aus dem geforderten Verschwinden des Umlaufintegrals nach Gl.
(1.22) folgt unmittelbar die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen
Feldstidrke auf beiden Seiten der Flachenladung

E,,ds—-E;;ds=0 — E, =E;, . (1.44)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke erfordert wegen
der auf beiden Seiten der Flachenladung gleichen Dielektrizitdtskonstanten auch die
Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Flussdichte

E, = lDtl =K, = ith - Dy, =Dy, . (1.45)
&g €o

Die in diesem Abschnitt am Beispiel der Flichenladung abgeleiteten Beziehungen fiir

die Komponenten der beiden vektoriellen FeldgréBen werden allgemein als Randbedin-

gungen bezeichnet. In den folgenden Abschnitten werden wir weitere Randbedingun-

gen, z.B. an Sprungstellen von Materialeigenschaften kennen lernen.

Wegen der besonderen Bedeutung der Randbedingungen bei der Feldberechnung und
wegen der immer wieder gleichen Vorgehensweise bei der Ableitung dieser Beziehun-
gen fassen wir die einzelnen Schritte noch einmal zusammen:

B Zerlegung der vektoriellen Feldgrofen in Normal- und Tangentialkomponenten

B Betrachtung der Normalkomponente der Flussdichte, da hier bereits eine bekannte
GesetzmaiBigkeit vorliegt, z.B. Gl. (1.36)

B Betrachtung der Tangentialkomponente der Feldstdirke, hier liegt ebenfalls eine
bekannte GesetzmaBigkeit vor, z.B. Gl. (1.22)

B Aufstellung der Randbedingungen fiir die Tangentialkomponente der Flussdichte
und die Normalkomponente der Feldstirke mithilfe einer bekannten Beziehung
zwischen den beiden Feldgr6B8en, z.B. Gl. (1.34)

Fiir die Randbedingungen bei einer Fldchenladung gilt allgemein die Aussage:

Beim Durchgang durch eine ladungsbesetzte Flache erleidet die Normalkompo-
nente der elektrischen Flussdichte einen der Flachenladungsdichte am Durch-
gangsort proportionalen Sprung (1.42), wahrend die Tangentialkomponente der
elektrischen Feldstdrke stetig ist (1.44). Die Forderungen fiir die beiden anderen
Komponenten (1.43) und (1.45) ergeben sich aus der Beziehung D= eOE.
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Beispiel 1.3: Zwei parallel angeordnete homogene

Flachenladungen der Dichten to

In den Ebenen y, = const und y, = const befinden sich homogene Flachenladungs-
verteilungen +o, die zur Vereinfachung in x- und in z-Richtung als unendlich
ausgedehnt angenommen werden sollen. Unter der Voraussetzung, dass sich die
Anordnung in Luft befindet, sind im allgemeinen Raumpunkt die elektrische
Flussdichte und die elektrische Feldstédrke zu bestimmen.

D=0 D=¢.0 D=0

Ao Z—> %>= 5°
- -0 o> o
| o» > 3 e

> [T boe P e =
-—f-—-o——|- o
- - »0O = PR Pt 072
0> - o » o
——— P o=
T +o = %ﬁy
e y D=0 Y D D

Y1 Ya y
Abbildung 1.18: Zwei parallel angeordnete, unendlich ausgedehnte homogene Flachenladungsverteilungen

Losung:

Da die gesamte Ladungsverteilung von den beiden Koordinaten x und z unab-
héngig ist, muss auch das elektrische Feld von diesen Koordinaten unabhéingig
sein. Betrachten wir zunéchst nur das Feld infolge der Fldchenladung +o in der
Ebene y =y,. Aus Symmetriegriinden wird die Feldstdarke auf beiden Seiten der
Fldchenladung betragsméBig gleich sein. Da die Feldlinien von den positiven
Ladungen ausgehen, zeigt das Feld im Bereich y >y, in die positive y-Richtung,
im Bereich y <y, dagegen in die negative y-Richtung. Mit der willkiirlich
gewdhlten Flichennormalen n =e, kann die Flussdichte in der folgenden Form
dargestellt werden

= éyDyZ . y>wn
= fiir .

= (1.46)
e eyDyl y < Y‘l

Aus der Randbedingung (1.42) folgt wegen der zur Ebene y = y; schiefsymmetri-

schen Flussdichteverteilung das Ergebnis

y>v
Y<wn

— - O ..
Dy, Dy =Dy, —(-Dy,) =0 — D, =6, fir (1.47)

Fiir die negative Flachenladungsverteilung in der Ebene y =y, gilt entsprechend

>
b,-¥e,% far

. (1.48)
V<V¥2
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Uberlagert man die beiden Teillosungen (1.47) und (1.48), dann stellt man fest,
dass sich im Bereich zwischen den beiden Ebenen y, <y <y, ein von der Koordi-
nate y unabhéngiges homogenes Feld vom Gesamtwert

D=D,,+D_,=é,0 (1.49)

einstellt. In den Bereichen y <y, und y >y, kompensieren sich die beiden Teil-
l6sungen, so dass dieser Raum feldfrei ist (rechte Seite der »Abb. 1.18). Die elek-
trische Feldstirke nimmt in dem Zwischenraum y, <y <y, den Wert E = e,0/¢

an und verschwindet ebenfalls in den Bereichen y <y, und y > y,.

- J

1.12 Feldstarke an leitenden Oberflachen

Als zweites Anwendungsbeispiel fiir die Gl. (1.36) untersuchen wir das Verhalten der
FeldgroBen an einer leitenden Oberfliche. Zu diesem Zweck betrachten wir die in
»Abb. 1.19 dargestellte leitende metallische Kugel des Durchmessers 2a, auf der sich
die Gesamtladung Q> 0 befindet. Wegen der kugelsymmetrischen Anordnung ist die
Feldstdrke und damit auch die Flussdichte auBerhalb der Kugel radial nach auflen
gerichtet und nur von der Kugelkoordinate r abhéngig. Die Integration der Flussdichte
nach GI. (1.36) tiber eine um den gleichen Mittelpunkt geschlagene, in der Abbildung
gestrichelt angedeutete Kugel des Radius r > a liefert wegen der von den Integrations-
variablen ¥ und ¢ unabhéngigen Flussdichte D(r) das Ergebnis

ffD-dA = {fé.D(r) &, dA=D(r) ffdA=D(r) 421" =Q -
A A A (1.50)
Q

2 .

D(r) =¢E(r) = p.

Ein Vergleich mit der Beziehung (1.31) zeigt, dass die geladene Kugel in ihrem AuBen-
raum das gleiche Feld wie eine Punktladung Q im Ursprung erzeugt. Die Kugel besitzt
nach Kapitel 1.8.2 ein konstantes Potential und ist in ihrem Inneren feldfrei. Diese
Aussage bedeutet aber gleichzeitig, dass die Ladungen homogen auf der Kugelober-

flache als Flachenladung

o= _ Q (1.51)

Ax  4nd
verteilt sein miissen. Integrieren wir namlich die Flussdichte iiber eine konzentrisch
um den Mittelpunkt angeordnete kugelformige Hiillfldche, deren Radius kleiner ist als
der Kugelradius a, dann folgt wegen der Feldfreiheit im Inneren D(r) = 0 fiir r < @ nach
Gl. (1.50) unmittelbar das Verschwinden der innerhalb der Hiillfliche vorhandenen
Gesamtladung.

Ein Vergleich der beiden letzten Beziehungen zeigt, dass der Betrag der Flussdichte
D(r) unmittelbar an der Kugeloberfliche r — a dem Wert der Flachenladung entspricht

D(a)=¢E(a)=0. (1.52)
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Der Sprung der Flussdichte vom Wert Null fiir r < @ auf den Wert o nach Gl. (1.52)
beim Durchgang durch die Kugeloberfldche r = a entspricht genau der Randbedingung
(1.42). Der Verlauf der Flussdichte als Funktion des Mittelpunktsabstandes r ist eben-
falls in Abb. 1.19 dargestellt.

D)y

Abbildung 1.19: Geladene metallische Kugel

Da die elektrische Feldstdrke von den positiven Ladungen ausgeht, ist die in Gl. (1.52)
festgestellte Proportionalitdt zwischen Feldstdrke und Fldchenladung leicht einzu-
sehen. Dieser aus Symmetriegriinden am Beispiel einer Kugel demonstrierte Zusam-
menhang ist auch bei ortsabhédngiger Ladungsverteilung an jeder Stelle der leitenden
Oberfldche giiltig. Bezeichnet man mit n die Fldchennormale, d.h. den auf der Ober-
flache senkrecht stehenden Einheitsvektor, und mit D, bzw. E,, die beiden Normal-
komponenten, dann ldsst sich die auf der Leiteroberfliche geltende Beziehung (1.52)
D, = ¢yE, = 0 mithilfe der Gl. (A.12) in der vektoriellen Form

Dn =n-D= Soﬁ' E-= Ol auf der Oberfldche (1'53)

schreiben. Zerlegt man die beiden Vektoren in ihre auf der leitenden Oberfldche senk-
recht stehende Normalkomponente und in die Tangentialkomponente, dann gelten
die skalaren Beziehungen

D,=0, D, =0 und E,=—, E =0 (1.54)

fiir die entsprechenden Komponenten auf der Oberfldche. Innerhalb des Leiters ver-
schwinden die FeldgroBen.



1.13 Die Influenz

1.13 Die Influenz

Wir wollen jetzt noch einmal die bereits in Kap. 1.8.2 diskutierte Situation untersuchen,
bei der sich ein leitender Korper in einem externen elektrischen Feld befindet. Wir
haben bereits festgestellt, dass der leitende Korper ein konstantes Potential annimmt
und in seinem Inneren feldfrei ist. Die Folgerungen aus dieser Aussage wollen wir an
zwei unterschiedlichen Beispielen detailliert untersuchen, indem wir die zur Erzeu-
gung der Feldfreiheit notwendige Ladungstragerverschiebung in den Kérpern quanti-
tativ bestimmen.

1.13.1 Diinne leitende Platten im homogenen Feld

Im ersten Beispiel verwenden wir zur Felderzeugung die in »Abb. 1.20 dargestellte
Anordnung mit zwei parallelen Platten der Gesamtladungen *(Q, die sich in einem im
Vergleich mit den Plattenabmessungen kleinen Abstand gegeniiberstehen.
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Abbildung 1.20: Elektrisch geladene Platten

Die in der Abb. 1.20a angedeutete Ladungstriagerverteilung innerhalb der beiden Plat-
ten ldsst sich auf einfache Weise verstehen. Aufgrund der Anziehungskréfte zwischen
den positiven und negativen Ladungstrdgern miissen sich diese zwangsldufig auf den
Innenseiten der Platten, d.h. auf den sich gegeniiberliegenden Oberfldchen konzent-
rieren. Man kann diese Verteilung auch noch anders begriinden. Betrachten wir die
rechte Platte, dann befindet sich diese in dem von den positiven Ladungstrdgern her-
vorgerufenen externen x-gerichteten Feld. Feldfreiheit in der rechten Platte kann aber
nur erreicht werden, wenn das von den Elektronen innerhalb der Platte erzeugte Feld
die entgegengesetzte Richtung aufweist. Da die Feldlinien zu den negativen Ladungs-
tragern hinzeigen, miissen sich diese auf der innen liegenden Oberflache befinden.
Diese Feldfreiheit innerhalb der rechten Platte wird auf die gleiche Weise erreicht wie
die Feldfreiheit im Bereich y >y, in der Abb. 1.18.
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Das elektrische Feld wird sich in der dargestellten Weise zwischen den beiden Platten
konzentrieren und einen ndherungsweise homogenen Verlauf aufweisen. Auflerhalb
der Platten verschwindet das Feld fast v6llig. Es wird hier umso kleiner, je gréBer die
Plattenfliche und je kleiner der Abstand zwischen den Platten wird. In dem Uber-
gangsbereich an den Plattenrdndern bildet sich ein so genanntes Streufeld aus. Sein
Verlauf ist in Abb. 1.20a angedeutet.

Zur ndherungsweisen Berechnung der Feldstdrke zwischen den Platten kénnen das
Streufeld und auch das Feld auBerhalb der Platten vernachléssigt werden. Man erkennt,
dass die idealisierte Feldverteilung in Abb. 1.20b identisch ist mit der Feldverteilung
in Abb. 1.18. Mit der Bezeichnung A fiir die Flache der Platten und mit den Gesamt-
ladungen £Q erhélt man die homogen verteilten Fldchenladungsdichten to =+Q/A.
Nach Gl. (1.49) wird sich auf den innen liegenden Oberflichen der beiden Platten das
x-gerichtete Feld der Flussdichte D, = ¢4E, = 0 einstellen. Wegen der Homogenitit des
Feldes wird es iiberall zwischen den Platten diesen Wert aufweisen. Da es unter den
gemachten Voraussetzungen auBerhalb der Platten verschwindet, steht diese Feldvertei-
lung auch in Einklang mit der Aussage (1.36). Das Fldchenintegral der Flussdichte
tiber die in Abb. 1.20b gestrichelt angedeutete Hiillflache liefert wegen der Feldfrei-
heit auBlerhalb nur im Bereich zwischen den Platten einen Beitrag zum elektrischen
Fluss, der nach Auswertung des Integrals der eingeschlossenen Ladung entspricht
1.36) ... (1.49)

= {fD-dA= [[e,D, & dA = of[dA=0A=Q. (1.55)

Hiillfliche Plattenfliche Plattenfliche

(
Y

In das homogene Feld zwischen den beiden Platten bringen wir jetzt gemall » Abb. 1.21
einen aus zwei diinnen leitenden Scheiben bestehenden ungeladenen Kérper.

S)
S)
S)
S)
S)

F)(D(D(D(D(D(D@@G)q

Abbildung 1.21: Leitender Korper im elektrischen Feld

Auf die in den Scheiben vorhandenen Ladungstrdger werden infolge der Feldstdarke
Krifte ausgetibt. Die freien Elektronen werden in Richtung der linken, positiv gelade-
nen Platte angezogen, so dass die linke Scheibe einen Elektronentiiberschuss und die
rechte Scheibe einen Elektronenmangel aufweist (zur Ladungstrigerbewegung vgl.



1.13 Die Influenz

Kap. 2). Diese Ladungstrennung, man spricht hier von influenzierten Ladungen auf den
beiden Scheiben, kann man leicht nachweisen, indem man die beiden Scheiben
getrennt aus dem Feld herausnimmt und die Ladungen auf den einzelnen Scheiben
getrennt untersucht.

Unter der Voraussetzung, dass die beiden leitenden Scheiben sehr diinn sind, werden
sie das urspriinglich vorhandene elektrische Feld E praktisch nicht beeinflussen. Die
auf ihrer Oberfldche influenzierte (verschobene) Ladung entspricht nach Gl. (1.53) der
elektrischen Flussdichte o = D,. Aus diesem Grund wird D oft auch als Verschiebungs-
dichte bezeichnet.

1.13.2 Im leitenden Korper eingeschlossener Hohlraum

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine ungeladene leitende Hohlkugel mit Innen-
radius @ und AuBenradius b. Im Mittelpunkt der Hohlkugel befindet sich eine Punkt-
ladung Q. Wegen der von den Koordinaten ¥ und ¢ unabhéngigen kugelsymmetrischen
Feldverteilung wird das Feld sowohl im Hohlraum r < a als auch im AuBenraumr > b
entsprechend der Ableitung in Gl. (1.50) identisch sein zu dem Feld der im Ursprung
angeordneten Punktladung.

D(r) A
D(a)=8.D(a)=8, 4§a2 "
D(a
B(b)=8,D(b) =8, 5 D) - -
0 a r

Abbildung 1.22: Leitende Hohlkugel mit Punktladung im Mittelpunkt

Damit ist aber auch bereits festgelegt, wie sich die Influenzladungen auf der Hohl-
kugel verteilen. Die Flussdichte infolge der Punktladung verlangt nach Gl. (1.54) auf der
inneren Oberfldche r=a das Vorhandensein einer negativen Fldchenladungsvertei-

55



Das elektrostatische Feld

56

lung gleichen Betrages. Die Flachennormale auf der inneren Kugeloberfliche n =—e,
zeigt entgegen der Flussdichte, so dass die Gl. (1.53) das Ergebnis
(1.31) Q s3 Q

n-D=-¢-6D(r=a) = ~—— =0, — 0,=- (1.56)
4ma

liefert. Auf der Kugeloberfldche r = b gilt n = e, und damit

_ (1.31) (1.53)
‘D D, (I‘ =b) = Q = 0y d oy = Q

n = .
47 b? 47 b?

(1.57)

Es ldsst sich leicht verifizieren, dass die Gesamtladung der Hohlkugel Qy verschwin-
det

Qx =0,4na* +0,47b* =0. (1.58)

Als zusitzliche Kontrolle kann man die Flussdichte innerhalb des leitenden Bereichs
a <r < b berechnen. Bildet man das Hiillflichenintegral iiber die in »Abb. 1.22 gestri-
chelt eingezeichnete Kugelfliche vom Radius r, dann verschwindet die Flussdichte
wegen der ebenfalls verschwindenden eingeschlossenen Ladung

- . (1.50)
ﬁD°dA = D(r)4nr2=Q+aa4n02=0 —  D(r)=0 fir a<r<b. (1.59)
A

Befindet sich ein leitender Korper in einem von externen Ladungsverteilungen
hervorgerufenen elektrischen Feld, dann werden auf seiner Oberflache Ladungen
influenziert. Der Wert der influenzierten Flachenladungsdichte in einem Punkt P
der Oberfldche entspricht genau dem Wert der senkrecht auftreffenden Fluss-
dichte an dieser Stelle P. Die Flussdichte springt aber infolge der Randbedingung
(1.42) genau um den Wert der Flachenladungsdichte und damit auf den Wert
Null auf der Innenseite des leitenden Korpers. Die Felder der externen Ladungs-
verteilungen und der Influenzladungen kompensieren sich innerhalb des leiten-
den Korpers, der somit feldfrei ist.

Erweitern wir die Problemstellung jetzt dahingehend, dass die Hohlkugel eine nicht
verschwindende Gesamtladung Qy # 0 aufweist, dann wird die Flussdichte im Bereich
r > b nach GI. (1.50) den Wert

D(r)= &% (1.60)

4mr?
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aufweisen und die Ladung Qg wird sich wie in Abb. 1.19 dargestellt ebenfalls auf der
Oberflache r = b homogen verteilen, so dass die Flachenladung ¢, den Wert

_ Q+Qk

1 b (1.61)

Ob
annimmt. Die Feldfreiheit innerhalb des leitenden Korpers ist somit unabhéngig davon,
ob der Korper eine Ladung besitzt oder ob er ungeladen ist.

Betrachten wir noch den Sonderfall, dass sich die Feld erzeugenden Ladungen auller-
halb der Hohlkugel befinden und der Hohlraum ladungsfrei ist. In diesem Fall werden
sich nur an der dulleren Oberfldache r = b Influenzladungen ausbilden, so dass nicht
nur das Leiterinnere, sondern auch der nicht leitende Hohlraum vollstindig gegen-
iiber dem elektrischen Feld abgeschirmt ist. Dieses Prinzip der elektrostatischen
Abschirmung ist als Faraday'scher Kafig bekannt und findet vielfdltige Anwendung.
Empfindliche Halbleiterbauelemente werden z.B. zum Schutz gegen elektrostatische
Entladungen in leitfahige Materialien verpackt.

Auch in den Fillen, in denen der Hohlraum nicht vollstindig von einem leitenden
Korper umschlossen wird, ist er dennoch sehr gut gegen dulere elektrostatische Fel-
der abgeschirmt. Selbst bei Verwendung eines Drahtgitters ist das Feld im Innenraum
sehr stark reduziert, lediglich in der unmittelbaren Umgebung der Locher ist die
Schirmwirkung gering. Diese Abschirmung funktioniert auch noch bei zeitlich langsam
verdanderlichen Feldern, erst bei schnell verdnderlichen darf der Abstand zwischen
den Gitterstiben einen von der Geschwindigkeit der zeitlichen Anderung abhéngigen
Maximalwert nicht iiberschreiten, um eine entsprechende Schirmwirkung zu erzielen.

1.14 Die dielektrische Polarisation

In diesem Abschnitt gehen wir noch einmal von dem idealisierten Feldverlauf der
Abb. 1.20 aus. Wird in das Feld zwischen den im Abstand d befindlichen Platten der
»Abb. 1.23a ein leitender Korper eingebracht, dann werden an seiner Oberfldche Ladun-
gen influenziert und das Innere des Korpers bleibt feldfrei (»Abb. 1.23c). Hélt man die
Ladungen +Q =+0A auf den duBleren Platten beim Einbringen des leitenden Koérpers
konstant, dann bleibt auch die von ihnen hervorgerufene elektrische Flussdichte nach
Gl. (1.53) unverdandert. In den Zwischenrdumen zwischen den dulBeren Platten und
dem leitenden Korper muss dann auch die elektrische Feldstirke E = D/e, gleich blei-
ben. Die zwischen den beiden Platten anliegende Spannung kann nach Gl. (1.30) als
das Wegintegral der elektrischen Feldstdrke berechnet werden. Da die Feldstdrke und
das gerichtete Wegelement zwischen den Platten parallel verlaufen und sich die Feld-
stdrke im homogenen Feld ldngs des Weges nicht dndert, kann die Spannung von der
positiv zur negativ geladenen Platte im Teilbild a durch eine Multiplikation des Feld-
stdrkebetrages E mit der Weglédnge d ersetzt werden. Im Teilbild ¢ wird die elektrische
Spannung entsprechend der verkiirzten Wegldnge kleiner sein als im Teilbild a.
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Abbildung 1.23: Reduzierung der Spannung zwischen den Platten durch unterschiedliche Materialien

Bringt man dagegen anstelle des Metallkorpers ein homogenes, isolierendes Material
gleicher Abmessungen zwischen die geladenen Platten, dann stellt man bei wiederum
unverdnderter Gesamtladung auf den duBeren Platten eine Spannung zwischen den
Platten fest, die kleiner ist als im Teilbild a, jedoch groBer als bei dem leitenden Kor-
per im Teilbild c. Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt in dem inneren Aufbau des
isolierenden Materials. Im Gegensatz zu dem Leiter sind die Elektronen zwar nicht
frei beweglich, dennoch tritt eine Ladungsverschiebung innerhalb der atomaren
Strukturen auf. Infolge des von auBen angelegten elektrischen Feldes wirken Kréfte
auf die Ladungstrdger, die dazu fithren, dass die Atome bzw. Molekiile in der einen
Richtung negativ und in der entgegengesetzten Richtung positiv polarisiert werden.

Als Ursache fiir die Polarisation kénnen unterschiedliche Mechanismen verantwort-
lich sein. Von Verschiebungspolarisation spricht man, wenn die positiven und negati-
ven Ladungstrdger beim Anlegen eines duBeren Feldes gegeneinander verschoben
werden. Die an zwei gegeniiberliegenden Seiten entgegengesetzt geladenen Teilchen
werden als Dipole bezeichnet. Befinden sich zwei Punktladungen +QQ im Abstand d,
dann bezeichnet man das Produkt aus dem von der negativen zur positiven Ladung
zeigenden Abstandsvektor d mit dem positiven Wert der Ladung Q) als Dipolmoment p

p=Qd. (1.62)

Diese Definition ldsst sich verallgemeinern. Handelt es sich bei den Ladungen nicht
um konzentrierte Punktladungen, sondern um rdumlich verteilte Ladungen, dann ver-
wendet man fiir d den vektoriellen Abstand zwischen den Schwerpunkten der beiden
Ladungsanordnungen +Q und —Q. Ein Beispiel fiir die Verschiebungspolarisation ist
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in »Abb. 1.24 dargestellt. Unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes verschiebt
sich die Elektronenhiille gegeniiber dem Atomkern. Man spricht in diesem Fall von
Elektronenpolarisation.

E=0 p
Q@ o) >

© ©

@ Q @@ e
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Abbildung 1.24: Elektronenpolarisation

Ein weiteres Beispiel fiir die Verschiebungspolarisation tritt in Substanzen auf, die
Ionen enthalten. Die Situation bei der so genannten Ionenpolarisation ist vergleichbar
dem vorhergehenden Beispiel. Die positiven Ionen werden in Richtung der elektri-
schen Feldstdarke und die negativen Ionen in Gegenrichtung verschoben.

Ein etwas anderer Mechanismus liegt der Orientierungspolarisation zugrunde. Manche
Molekiile besitzen aufgrund ihres unsymmetrischen Aufbaus bereits ein permanentes
Dipolmoment. Bei dem in »Abb. 1.25 dargestellten Wassermolekiil ist die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit fiir die Hiillenelektronen der beiden Wasserstoffatome in der
Nidhe des Sauerstoffkerns grofler als in der Ndhe der beiden H-Kerne (Protonen). Als
Folge dieser Ionenbindung enthélt das Sauerstoffatom eine mittlere negative Ladung
und die Wasserstoffatome enthalten eine mittlere positive Ladung.

+

)

Abbildung 1.25: Wassermolekiil H,0

Das Dipolmoment entsteht dadurch, dass die Schwerpunkte der positiv bzw. negativ
geladenen Ionen nicht zusammenfallen. Solange kein elektrisches Feld vorhanden ist,
sind die Dipolmomente der Molekiile innerhalb der Fliissigkeit statistisch verteilt und
es ist keine Polarisation nach aufien feststellbar. Unter dem Einfluss eines elektrischen
Feldes erfahren die beiden Ladungen eines Dipols Krifte in entgegengesetzter Rich-
tung. Die Zerlegung dieser Vektoren gemdll »Abb. 1.26 zeigt, dass neben einer Kraft-
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komponente in Langsrichtung des Dipols eine weitere Kraftkomponente entsteht, die
ein Drehmoment auf den Dipol ausiibt. Die Dipole werden in Abhéngigkeit von dem
Wert der Feldstirke mehr oder weniger in Feldrichtung ausgerichtet, so dass auch
makroskopisch betrachtet eine Polarisation auftritt. Dieser Effekt ist im Gegensatz zur
Verschiebungspolarisation stark temperaturabhéngig, da die Warmebewegungen der
Molekiile einer geordneten Ausrichtung entgegenwirken.

P
& :(>/4+ VA

Abbildung 1.26: Drehmoment auf einen Dipol im homogenen Feld

Befinden sich N Dipole in einem Volumen V, dann wird die auf das Volumen bezo-
gene vektorielle Summe der Dipolmomente als dielektrische Polarisation P

- N
P= Z (1.63)

n=1

<|H

und das nicht leitende Material als Dielektrikum bezeichnet. Fiir den Sonderfall gleich
gerichteter Dipole vereinfacht sich die Beziehung (1.63) zu

NP
%

P

(1.64)

Die Ladungen der Dipole bezeichnet man als Polarisationsladungen, die frei beweg-
lichen Ladungen bei den Metallen dagegen als freie Ladungen. Diese Unterscheidung
ist physikalisch begriindet. Wahrend man die freien Ladungen voneinander trennen
kann, ist diese Trennung bei den Polarisationsladungen nicht mdoglich. Aus diesem
Grund ist die gesamte Polarisationsladung in einem Dielektrikum immer gleich Null.
Die influenzierten Ladungen auf den beiden Scheibchen der Abb. 1.21 sind in diesem
Sinne freie Ladungen, da sie durch getrennte Herausnahme der beiden Scheibchen
aus dem Feld separiert werden konnen.

Durch die besondere Ausrichtung der Dipole im homogenen Feld heben sich ihre Wir-
kungen im Inneren des Dielektrikums auf. Betrachtet man die »Abb. 1.27, dann erkennt
man jedoch, dass sich infolge der Ladungstrdgerverschiebung an den Oberflichen des
Dielektrikums Ladungsverteilungen ausbilden, die in ihrer Wirkung den Fldchen-
ladungen bei den Leitern vergleichbar sind®.

5 Die geordnete Ausrichtung aller Dipole in der Abb. 1.27 dient nur zur Veranschaulichung der
entstehenden Flachenladungen, in der Praxis werden die Dipole bei den iiblichen Temperatu-
ren relativ ungeordnet bleiben und die makroskopisch wirksame Polarisation kommt lediglich
durch die Mittelwertbildung iiber die unvorstellbar groBle Zahl der nur zum Teil ausgerichteten
Molekiile entsprechend Gl. (1.63) zustande.
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Abbildung 1.27: Polarisationsflachenladung

Als Folge der Polarisation wird das elektrische Feld E im Dielektrikum bei gleicher
Flussdichte D zwar schwiicher, es verschwindet aber nicht vollig wie beim Leiter. Die-
ser Zustand ist schematisch in »Abb. 1.23b durch den gréBeren Abstand zwischen
den Feldlinien im Dielektrikum angedeutet. Auch hier ist die Situation im mikro-
skopischen Bereich sehr kompliziert. Die elektrische Feldstdrke wird zwischen den
Molekiilen sehr stark ortsabhéngig sein, so dass die angesprochene Reduzierung der
Feldstdrke im Dielektrikum nicht fiir einen beliebigen Punkt innerhalb des Materials
gilt, sondern wiederum als Mittelwert iiber einen Bereich, dessen Ausdehnung wesent-
lich groéBer als die Abmessungen der Molekiile sein muss.

Vom Standpunkt einer makroskopischen Betrachtungsweise aus kann die Reduzie-
rung der elektrischen Feldstirke E im Dielektrikum bei gleicher Flussdichte D durch
einen dimensionslosen Faktor ¢, erfasst werden, der als (relative) Dielektrizitatszahl
bezeichnet wird. Die Gl. (1.34) wird also folgendermalBien erweitert

D=¢,¢FE=¢E mit ¢ = ¢, ¢, = Dielektrizitdtskonstante. (1.65)

Die Dielektrizitdtszahl e, beschreibt das Verhiltnis der elektrischen Feldstdrke
ohne Dielektrikum zur elektrischen Feldstdrke im Dielektrikum bei gleicher
Flussdichte.

Die Beziehung (1.65) setzt voraus, dass zwischen den beiden FeldgroBen D und E ein
linearer Zusammenhang besteht und dass beide FeldgroBen gleich gerichtet sind. Mit
den Materialien, bei denen diese Voraussetzungen nicht erfiillt sind, werden wir uns
im weiteren Verlauf nicht beschéftigen. In der Praxis tritt zudem héaufig der Fall auf,
dass ¢, ortsabhédngig ist und von weiteren physikalischen Einflussgrofen abhangt wie
z.B. von der Temperatur, vom Druck oder von der Frequenz bei zeitlich verdnderli-
chen FeldgroBen.
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In der folgenden Tabelle ist die Dielektrizitdtszahl fiir verschiedene Materialien ange-

geben.
Tabelle 1.1

Dielektrizitatszahl ¢, fiir verschiedene Materialien

Stoff £, Stoff .
Trockene Luft 1,000594 Polyathylen 2,3
Bariumtitanat 1000 ... 4000 Polystyrol 2,3...2,7
Bernstein 2,8 Porzellan 6,0 ...8,0
Glimmer 7 Quarz 3,5...4,5
Gummi 2,6 Quarzglas 4
Hartpapier 5,0...6,0 Transformatorendl 2,2..2,5
Papier 1,2 ...3,0 Destilliertes Wasser 81
Pertinax 3,5...5,5

In Luft unterscheidet sich der Wert ¢, nur unwesentlich von dem Wert im Vakuum
e.=1, d.h. in Luft kann praktisch in allen Féllen ¢ = ¢, gesetzt werden.

Im Gegensatz zur Gl. (1.65) kann der Zusammenhang zwischen den beiden vektoriel-
len FeldgréBen als Folge der dielektrischen Materialeigenschaften auch auf andere
Weise formelmifBig erfasst werden. Man kann ndmlich die Dielektrizitdtszahl ¢, auch
auffassen als die Erhohung der elektrischen Flussdichte im Dielektrikum gegeniiber
der elektrischen Flussdichte im Vakuum bei gleicher elektrischer Feldstdrke. Denkt
man sich also die elektrische Flussdichte im Dielektrikum zusammengesetzt aus der
Flussdichte, die bereits bei Abwesenheit des Dielektrikums vorliegt D= SOE, und dem
zusitzlich durch das Dielektrikum verursachten Anteil P, dann erhilt man die Dar-
stellung

D=¢,E+P. (1.66)
Durch Gleichsetzen der beiden Beziehungen (1.65) und (1.66) findet man den Zusam-
menhang

P=(e-e)E=¢y(e,-1)E =gy xE. (1.67)

Nach dieser Gleichung sind Polarisation und Feldstédrke zueinander proportional. Die
Differenz y zwischen der Dielektrizitdtszahl ¢, = ¢/e, der Materie und dem Wert 1 des
Vakuums wird dielektrische Suszeptibilitat genannt.

Nach den vorstehenden Gleichungen ergeben sich prinzipiell zwei Moglichkeiten, die
besonderen Eigenschaften eines Dielektrikums in den Rechnungen zu beriicksichtigen,
zum einen mithilfe der Dielektrizitdtszahl ¢, nach Gl. (1.65), zum anderen mithilfe der
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Polarisation P nach Gl. (1.66). Die Rechnung mit der Polarisation setzt aber die Kennt-
nis der Polarisationsflachenladungen voraus, die sich z.B. an den Oberflichen des
Dielektrikums in Abb. 1.23b ausbilden. Bei nicht homogenen Materialeigenschaften
heben sich die Wirkungen der Dipole im Inneren der Dielektrika nicht vollstidndig auf,
so dass in diesem Fall zusitzlich mit einer ortsabhéngigen Polarisationsraumladung
gerechnet werden muss. Aus diesem Grund werden wir in den folgenden Abschnitten
den Einfluss der Dielektrika auf die Feldverteilung nicht durch die Polarisations-
ladungen, sondern durch die skalare Dielektrizitdtszahl ¢, erfassen.

1.15 Krafte im inhomogenen Feld

In den vorausgegangenen Abschnitten haben wir die Influenz und die Polarisation als
Folge-Erscheinungen der Krifte auf die Ladungstrdger im elektrischen Feld kennen
gelernt. Damit verbunden war die vollkommene Abschirmung des Leiterinneren gegen-
iiber dem duferen Feld bzw. die Reduzierung der Feldstidrke im Inneren eines Dielektri-
kums.

Abbildung 1.28: Leitender ungeladener Korper im Feld einer Punktladung

Befindet sich ein leitender ungeladener Korper oder ein aus dielektrischem Material
bestehender Kérper in einem homogenen elektrischen Feld wie in der Abb. 1.23, dann
heben sich die Kréfte auf die positiven und auf die negativen Ladungstréger gegensei-
tig auf. Es kann zwar im allgemeinen Fall ein Drehmoment auf den Kérper ausgetibt
werden (Abb. 1.26), die Gesamtkraft verschwindet aber. Bringen wir dagegen einen
leitenden ungeladenen Koérper in ein inhomogenes Feld, z.B. in das Feld einer positi-
ven Punktladung gemdfl »Abb. 1.28, dann wird wegen der mit wachsendem Abstand
von der Punktladung abnehmenden Feldstirke die Kraft auf die influenzierten negati-
ven Ladungstrdger dominieren und es wird sich eine resultierende (anziehende) Kraft
einstellen. Besitzt die Feld erzeugende Ladung Q einen Wert Q <0, dann wird sich
auch das Vorzeichen bei den influenzierten Ladungen umkehren und es tritt auch in
diesem Fall eine anziehende Kraft auf. Aus der Tatsache, dass sich zwei Koérper gegen-
seitig anziehen, kann also nicht zwangsldufig geschlossen werden, dass beide Kérper
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