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Vorwort

Warum ist die Arbeitslosigkeit so hoch, das Wirtschaftswachstum so gering? Was sind
die Gefahren einer hohen Inflation oder hoher Staatsverschuldung? Das sind Beispiele
von Fragen, die tdglich in den Medien diskutiert werden. Die Makrodkonomie versucht,
darauf Antworten zu finden. Das vorliegende Ubungsbuch zur Makrookonomie soll das
in der Vorlesung und aus Lehrbiichern angeeignete theoretische Wissen und Kenntnisse
empirischer Fakten anhand unterschiedlicher Aufgabenarten vertiefen und auf Klausuren
vorbereiten. Es richtet sich an Studenten der Wirtschaftswissenschaften sowohl im
Grund- als auch im Hauptstudium.

Das Buch orientiert sich in seiner Struktur am Lehrbuch Makroskonomie von O. Blanchard
und G. Illing, bietet jedoch auch zu jedem anderen Lehrbuch eine wertvolle Ergiinzung. In
den ersten beiden Kapiteln werden die methodischen Grundlagen fiir eine erfolgreiche Aus-
einandersetzung mit makrookonomischen Themen gelegt. Kapitel 1 behandelt die volks-
wirtschaftliche Gesamtrechnung, Kapitel 2 mathematische Grundlagen sowie eine Einfiih-
rung in 6konometrische Verfahren. Die anschlieenden Kapitel 3 bis 13 bilden den Kern des
Buches. In Kapitel 3 bis 5 wird die Volkswirtschaft bei starren Preisen und Lohnen im Rah-
men des IS-LM-Modells behandelt (kurze Frist). Die Kapitel 6 bis 9 erweitern die hier
gelegten Grundlagen um den Arbeitsmarkt und Preisanpassungen (mittlere Frist), vor allem
anhand des AS-AD-Modells. Kapitel 10 bis 13 betrachten schlieBlich Fragen der Wachs-
tumstheorie (lange Frist), vor allem unter Verwendung des Solow-Modells.

Die Kapitel 14 bis 24 wenden sich dann drei wichtigen Erweiterungen zu: Zunéchst wird
in den Kapiteln 14 bis 17 untersucht, wie die Beriicksichtigung von Erwartungen die
Analyse der kurzen und mittleren Frist beeinflusst. Die Kapitel 18 bis 21 betrachten die
offene Volkswirtschaft, insbesondere anhand des Mundell-Fleming-Modells. Die drei
Folgekapitel konzentrieren sich dann auf Pathologien — Zeiten, in denen Volkswirt-
schaften mit groen Problemen zu kidmpfen haben. Die Kapitel 25 bis 27 kehren zur
Analyse der Wirtschaftspolitik mit einem besonderen Fokus auf europdische Fragen und
Institutionen zuriick.

Jedes Kapitel ist in einen Aufgaben- und einen Losungsteil aufgeteilt, wobei der Aufga-
benteil wiederum in zwei Hauptteile gegliedert ist. Der jeweils erste Teil (,,Wissens- und
Verstindnistests) verfolgt im Wesentlichen zwei Ziele. Erstens erfordert eine gezielte
Priifungsvorbereitung eine detaillierte Kenntnis des bereits bestehenden Wissensstandes.
Die Aufgaben im ersten Teil sollen deshalb zunéchst eine Bestandsaufnahme der bereits
erworbenen Fahigkeiten ermoglichen. Dies geschieht insbesondere in Form von Multiple
Choice-Aufgaben. Wie die Erfahrung zeigt, sehen sich viele Studenten der Makrodkono-
mie mit dem Problem konfrontiert, dass die bevorstehende Priifung sowohl Verstindnis
und Kenntnis der Inhalte als auch deren adidquate Darstellung verlangt. MC-Aufgaben
haben den Vorteil, dass sie zunichst eine Konzentration auf die Inhalte ermoglichen.

Zweitens zeigt die Erfahrung, dass eine auf das Rechnen von Zahlenbeispielen und stan-
dardisierten Aufgaben beschrinkte Priifungsvorbereitung meist der sichere Weg in den
Wiederholungsversuch ist. Zum Verstidndnis makrookonomischer Zusammenhénge ist es



VORWORT

von entscheidender Bedeutung, die 6konomischen Mechanismen und ihre empirischen
Grundlagen zunichst selbst zu erarbeiten und in tibersichtlicher Form darzustellen. Im
Anschluss an die Multiple Choice-Aufgaben finden sich deshalb Aufgaben, die es dem
Leser ermoglichen, die wichtigsten Inhalte in Eigenregie aufzuarbeiten. Dies sollte unter
Verwendung des entsprechenden Lehrbuchs und/oder der Vorlesungsunterlagen gesche-
hen. Die meist verbalen Aufgaben am Ende der Wissens- und Verstindnistests dienen
somit auch als Leitfaden fiir die Auseinandersetzung mit den Vorlesungsinhalten.

Der zweite Hauptteil jedes Kapitelaufgabenbereichs enthilt Ubungsaufgaben. Sie sollen
die im ersten Teil gewonnenen Erkenntnisse anhand von Rechenbeispielen und wirt-
schaftspolitischen Anwendungen vertiefen. Die meisten Aufgaben enthalten sowohl
Ubungs- als auch Transferelemente. Damit orientieren sie sich eng an der aktuellen Klau-
surpraxis, die den Studenten meist beide Leistungen abverlangt. Ublicherweise nimmt
der Transferanteil (und damit der Schwierigkeitsgrad) gegen Ende jeder Aufgabe zu. An
ausgewdhlten Stellen wurden zudem Aufgaben eingefiigt, die eigenstdndiges empiri-
sches Arbeiten erfordern. Da sich Theorie und Empirie in der modernen Makrotkonomie
aufs Engste erginzen, ist eine Konfrontation mit grundlegenden Okonometrischen
Methoden bereits in den ersten Semestern anzuraten. Die fiir einige Aufgaben benotigten
Datensitze stehen auf der Companion Website zum Buch zur Verfiigung. Die Daten
stammen, soweit nicht anders angegeben, von Datastream.

SchlieBlich einige warnende Hinweise. Ein Ubungsbuch wie das vorliegende kann und
wird zu einer erfolgreichen Priifungsvorbereitung beitragen. Voraussetzung ist aller-
dings, dass einige wichtige Gebrauchshinweise beachtet werden. Erstens sollten die zur
Verfiigung gestellten Musterlosungen erst dann zu Rate gezogen werden, wenn ein eige-
ner Losungsansatz moglichst vollstindig erarbeitet ist. Zweitens kann ein Ubungsbuch
die iiblichen Formen universitiren Lernens nur ergéinzen und nie ersetzen. Dies gilt ins-
besondere fiir den Besuch von Vorlesung, Ubung und Tutorium sowie fiir die Lektiire von
Lehrbiichern und anderen Materialien, jedoch auch fiir die Arbeit in Lerngruppen. Das
vorliegende Ubungsbuch findet seine beste Verwendung, wenn die enthaltenen Aufgaben
zunéchst selbststindig erarbeitet und dann mit Kommilitonen diskutiert werden.

Die Aufgaben und Losungen zur Einfiihrung in die Okonometrie, zur kurzen Frist, zur
zweiten Hilfte des Erwartungsteils, zu den Pathologien und zur Fiskalpolitik sind von
Josef Forster verfasst. Die Kapitel zur volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung, zur mitt-
leren und zur langen Frist stammen von Uli Kliih. Stephan Sauer hat die mathematische
Einfiihrung sowie die Kapitel zur offenen Volkswirtschaft, zur ersten Hilfte des Erwar-
tungsteils, zur Entscheidungsfreiheit von Politikern und zur Geldpolitik verfasst.

Wir bedanken uns bei Florian Bartholomae, Peter Dumitsch, Christian Feilcke, Johannes
Fischer, Ludwig ReBner und Angelika Sachs fiir die Erstellung der Grafiken und die
sorgfiltige Korrekturarbeit. Da ein Teil der Aufgaben auf Veranstaltungsmaterialien ver-
gangener Semester basiert, bedanken wir uns auch bei allen ehemaligen Ubungsleitern
und Mitarbeitern des Seminars fiir Makrookonomie der LMU, die zu deren Erstellung
beigetragen haben. Ein ganz besonderer Dank gilt Prof. Dr. Gerhard Illing, der uns mit
konstruktiver Kritik und kompetenten Anregungen unterstiitzt hat.



Vorwort zur dritten Auflage

Vorwort zur dritten Auflage

Seit seinem Erscheinen erfreut sich das Ubungsbuch weiterhin groBer Beliebtheit bei
seiner Leserschaft. In der vorliegenden dritten Auflage wurden nun zum ersten Mal
umfassendere inhaltliche Verdnderungen vorgenommen. Die Aufgaben der Kapitel zur
volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung, zur kurzen und mittleren Frist sowie zur offenen
Volkswirtschaft und Geldpolitik wurden iiberarbeitet. Dabei wurde bei den Multiple
Choice- und Wahr/Falsch-Fragen der Umfang erweitert und teilweise alte durch neue
Aufgaben ersetzt. Ebenso wurden die offenen Ubungsaufgaben der genannten Kapitel
iiberarbeitet und einzelne Ubungsaufgaben neu hinzugefiigt. Der Finanzkrise, die im
Sommer 2007 begann, wird in der fiinften Auflage des Lehrbuches von Blanchard und
Illing ein eigenes Kapitel gewidmet. Aus diesem Grund wurde auch im vorliegenden
Ubungsbuch ein neues Kapitel hinzugefiigt, das zum Verstindnis der Ursachen der
Finanzkrise und zum Einschitzen der Malnahmen von Zentralbanken und Regierungen
im Zusammenhang mit der Finanzkrise beitragen soll (Kapitel 22). Wir bedanken uns
herzlich bei Klaus Wohlrabe fiir die Mithilfe bei der Entwicklung neuer Aufgaben. Unser
Dank gilt auBerdem Matthias Schlegl fiir die Aktualisierung der Daten und Diagramme.

Josef Forster, Uli Kliih, Stephan Sauer!

1 Die Ansichten, die in diesem Buch vertreten werden, sind allein die Ansichten der Autoren und
entsprechen nicht notwendigerweise denen Deloitte's, der Europdischen Zentralbank oder des
Sachverstindigenrats zur Begutachtung der gesamtwirtschaftlichen Lage.






Volkswirtschaftliche
Gesamtrechnung (VGR) und
Makrookonomische Daten

1.1  Wissens- und Verstandnistests

Multiple Choice

1.

Die Hedonische Methode wird benutzt,

a) ..um den Preis von Computern zu ermitteln.

b) ...um die Differenz zwischen BIP und BNE zu ermitteln.

¢) ...um die Verdnderungsrate des realen BIP zu ermitteln.

d) ..um bei der Ermittlung von Preisindizes die Verinderung von Produkteigen-
schaften moglichst exakt zu berticksichtigen.

Das BNE entspricht dem Volkseinkommen, sofern

a) ...die Summe aus indirekten Steuern und Subventionen O ist.

b) ...die indirekten Steuern abziiglich der Subventionen einen Wert von 0 annehmen.

¢) ...die Abschreibungen gleich den indirekten Steuern sind und keine Subventionen
vorliegen.

d) ...die Abschreibungen gleich den Subventionen abziiglich der indirekten Steuern
sind.

Ubersteigt das BNE das BIP, wissen wir,

a) ...dass ein Budgetdefizit vorliegt.

b) ...dass ein Handelsbilanzdefizit vorliegt.

¢) ...dass der Zufluss von Faktoreinkommen aus dem Rest der Welt den Abfluss von
Faktoreinkommen {ibersteigt.

d) ...dass der Abfluss von Faktoreinkommen an den Rest der Welt den Zufluss von
Faktoreinkommen iibersteigt.

Wenn in einer geschlossenen Volkswirtschaft die privaten Ersparnisse kleiner sind als

die Investitionen, wissen wir,

a) ...dass der Budgetsaldo O ist.

b) ...dass ein positives Budgetdefizit vorliegt.

¢) ...dass ein negatives Budgetdefizit vorliegt.

d) ...dass der AuBlenbeitrag positiv ist.

1"
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5. Angenommen, das nominale BIP fillt vom Jahr ¢ auf das Jahr r + 1. Welche der

folgenden Aussagen ist dann auf jeden Fall richtig?

a) Auch das reale BIP ist gesunken.
b) Der BIP-Deflator ist gesunken.
c) Das reale BIP und/oder der BIP-Deflator sind gesunken.

d) Sowohl das reale BIP als auch der BIP-Deflator sind gesunken.

Fiir die Teilaufgaben 6 bis 8 verwenden Sie bitte die folgende Angabe: Eine Volkswirt-
schaft besteht aus drei Unternehmen: einem Landwirtschaftskombinat, das ausschlief3-
lich Kartoffeln produziert, einem Kartoffelchips-Unternehmen und einem Computerher-
steller. Die Unternehmen weisen folgende Gewinn- und Verlustrechnung aus:

Landwirtschaft | Kartoffelchips | Computer

Verkaufserlos 600 2.000 400
Aufwendungen

Lohne 440 1.200 260
Einkiufe bei Landwirtschaft -- 600 0

Einkéufe von Kartoffelchips 0 -- 0
Einkidufe von Computern 0 0 --
Gewinne 160 200 140

6. Die Wertschopfung in der Kartoffelchips-Branche betrigt

7. Das BIP der Volkswirtschaft betrigt

a) ...1.400.
b) ...200.
c) ...800.
d) ...1.200.
a) ...3.000.
b) ...500.
) ...2.400.
d) ...2.000.

8. Bei einer Fusion von Kartoffelchips- und Landwirtschafts-Unternehmen

a) ...sinkt das BIP auf 2.000.

b) ...werden die Gewinne des neuen Unternehmens 360 betragen.

¢) ...betriagt die Wertschopfung des neuen Unternehmens 1.560.

d) ...betrdgt die Wertschopfung des neuen Unternehmens 2.440.



1.1 Wissens- und Verstandnistests

Fiir die Teilaufgaben 9 bis 11 seien folgende GroBen fiir die Léander A und B gegeben:

1998 2008
Reales BIP Land A 1.000 3.000
Reales BIP Land B 1.500 ?
Bevolkerung Land A 100 150
Bevolkerung Land B 50 80

9. Wie hoch ist die durchschnittliche Wachstumsrate des realen BIP von Land A?
a) 10,177%
b) 11,612%
c) 12,378%
d) 13,463%

10. Wenn das reale BIP von Land B mit der gleichen durchschnittlichen Wachstumsrate
wie Land A wichst, wie hoch ist dann das reale BIP von Land B im Jahr 2008?
a) 2.500
b) 3.500
c) 4.500
d) 5.500

11. Wie hoch ist die durchschnittliche Wachstumsrate des realen BIP pro Kopf fiir Land A?
a) 4,24%
b) 5,24%
c) 6,24%
d) 7,18%

Wahr/Falsch:

Welche der jeweiligen Aussagen sind wahr, welche falsch?

12. Ausgehend vom Volkseinkommen

a) ..miissen indirekte Steuern, Abschreibungen und Subventionen hinzuaddiert wer-
den, um zum BNE zu gelangen.

b) ...miissen indirekte Steuern und Abschreibungen hinzugezihlt und die Subventi-
onen abgezogen werden, um zum NNE zu gelangen.

¢) ..miissen lediglich indirekte Steuern und Abschreibungen hinzugezéhlt und die
Subventionen abgezogen werden, um zum BNE zu gelangen.

d) ..miissen lediglich indirekte Steuern und Abschreibungen hinzugezéhlt und die
Subventionen abgezogen werden, um zum BIP zu gelangen.

13
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13.

14.

15.

16.

17.

Welche der folgenden Aussagen zur Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung sind
wahr, welche falsch?

a) Das Volkseinkommen kann groBer sein als das BIP.

b) Eine Erhohung der Importe fiihrt ceteris paribus zu einer Erhohung des BNE.

c) Bei der Berechnung der Bruttowertschopfung werden die Vorleistungen beriicksich-
tigt.

d) Das nominale BIP kann nur dann steigen, wenn auch das reale BIP steigt.

Welche der folgenden Aussagen zur Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung sind

wahr, welche falsch?

a) Die indirekten Steuern werden von den privaten Haushalten an den Staat abge-
fiihrt.

b) Eine Erhohung des Nettonationaleinkommens fiihrt ceteris paribus zu einer Erho-
hung des Volkseinkommens.

c) Sind die Abschreibungen und der Saldo von indirekten Steuern und Subventionen
gleich Null, dann entspricht das Volkseinkommen dem Bruttonationaleinkommen.

d) Ein Anstieg der Nettoinvestitionen fiihrt zu einem Anstieg des Kapitalstocks.
Falls Kraftstoff zu 100 € getankt wird und der Anteil von indirekten Steuern am Kraft-
stoffpreis 65%, der Anteil von importiertem Rohol an der Kraftstoffmenge 25% ist,

a) ..steigt das BIP um 75 €.

b) ...steigt das BNE um 75 €.

c) ...steigt das NNE um 10 €.

d) ...steigt das Volkseinkommen um 10 €.

In einer Volkswirtschaft betragen der private Verbrauch 3.200, die Bruttoinvestiti-

onen 1.500, der Staatsverbrauch 1.300, die Exporte 1.000 und die Importe 1.200. Der
Saldo der Erwerbs- und Vermogenseinkommen mit dem Rest der Welt ist positiv.

a) Das BNE der Volkswirtschaft nimmt einen Wert kleiner als 5.800 an.
b) Das BIP der Volkswirtschaft hat einen Wert von 5.800.
c) Das BNE der Volkswirtschaft nimmt einen Wert groBer als 5.800 an.

d) Das NNE der Volkswirtschaft ist kleiner als das BIP, sofern die Abschreibungen
grofer sind als der Saldo der Erwerbs- und Vermdgenseinkommen mit dem Rest
der Welt.

In einer Volkswirtschaft gibt es zwei Giiter, deren Preis in # = 0 p(l) =4 und pé =5
betrdgt. In # = 0 wird von jedem Gut eine Einheit gehandelt. In # = 1 betragen die
Preise p; =2 und p; = 6 und die jeweiligen Mengen sind ¢, = 1,5 und ¢; =0,5.

a) Der Laspeyres-Index in £ = 1 nimmt einen Wert von 7/9 an.

b) Der Paasche-Index nimmt einen Wert von 12/17 an.

c) Die Wirtschaftssubjekte konnen NutzeneinbuBlen durch den Preisanstieg von Gut 1
durch einen Mehrkonsum von Gut 2 verringern.

d) In der betrachteten Volkswirtschaft herrscht geméf dem Paasche-Index Deflation.



1.1 Wissens- und Verstandnistests

18. Sei gy, die Wachstumsrate des realen BIP und 77, die Wachstumsrate des BIP-Defla-
tors.

a) Die Wachstumsrate des nominalen BIP ist approximativ g, = 7, + gy, .
b) Die Wachstumsrate des nominalen BIP ist exakt g, =7 +g, + 7, - g,.
¢) Im Basisjahr nehmen nominales und reales BIP den gleichen Wert an.
d) Im Basisjahr ist die Wachstumsrate des BIP-Deflators immer 0.
19. Sei P, der Konsumentenpreisindex einer Volkswirtschaft in Periode . Die Inflations-
rate der Periode ¢ ist definiert als:
a) 7= Fa=h 400
P

t

by 7z =""" 100
P
t

[

1
c) w= i —1]-100
-1

P-P

=1.100
P

t

20. Sei L, die Zahl der Erwerbspersonen, N, die Zahl der Erwerbstitigen und U, die Zahl
der Arbeitslosen, jeweils in Periode ¢. Die Verdnderung der Arbeitslosenquote in Pro-
zentpunkten ist definiert als:

a) Y 100-— Y100
N, +U, N, +U,,

d) ==

t

m(awm_qm
(Ur—l /Ll—l )

w[ufm}m
L

t -1

) AL/ )
N,+U, N,_+U,_
Fiir die verbleibenden Teilaufgaben verwenden Sie bitte die folgenden Angaben fiir eine
Volkswirtschaft, die nur Bier und Wein produziert:

Jahr 1998 2008
Bier [Anzahl Flaschen] 10.000 12.000
Wein [Anzahl Flaschen] 6.000 10.000
Bierpreis [€] 1 1,2
Weinpreis [€] 2 2,5

Ermitteln Sie die zur Beantwortung notwendigen Werte moglichst exakt.

15
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21. Sei 1998 das Basisjahr.

a)
b)

)
d)

Die durchschnittliche jdhrliche Wachstumsrate des nominalen BIP im Zeitraum
1998 bis 2008 betragt 6%.

Pro Flasche Bier wurden im Jahr 2008 weniger Flaschen Wein konsumiert als im
Jahr 1998.

Das reale BIP im Jahr 1998 entspricht dem nominalen BIP im gleichen Jahr.
Das reale BIP im Jahr 2008 nimmt einen Wert von 32.000 € an.

22. Sei 1998 das Basisjahr.

a)

b)
)

d)

Die durchschnittliche jahrliche Wachstumsrate des realen BIP im Zeitraum 1998
bis 2008 betrigt etwa 45%.

Der BIP-Deflator im Jahr 2008 hat einen Wert von 1,23.

Die durchschnittliche jdhrliche Wachstumsrate des BIP-Deflators im Zeitraum
1998 bis 2008 betrigt etwa 2,1%.

Das reale BIP im Jahr 2008 nimmt einen Wert von 32.000 € an.

Basiswissen

23. Makrookonomische Daten

a)

b)

)

Wie unterscheiden sich Strom- und Bestandsgroen? Geben Sie drei fiir die
Makrodkonomie bedeutsame Beispiele.

Was versteht man unter Aggregation? Welche Bedeutung hat Aggregation in der
Makrookonomie? Welche Informationen gehen bei der Aggregation von Daten
verloren?

Diskutieren Sie die Verwendbarkeit von unterschiedlichen MaBlen der VGR zur
Erfassung der Lebensqualitit beziiglich ihrer Aussagekraft.

24. Wichtige Zusammenhénge der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung

a)
b)

)

d)

e)

Erldutern Sie den Unterschied zwischen Inldnderkonzept und Inlandskonzept.
Erlautern Sie, wie und weshalb die Volkswirtschaftliche Gesamtrechnung zwischen
Brutto- und Nettogrofien unterscheidet.

Erldautern Sie, in welcher Form indirekte Steuern und Subventionen in die Volks-
wirtschaftliche Gesamtrechnung eingehen.

Stellen Sie die drei Berechnungsweisen des BIP moglichst iibersichtlich in einem
einheitlichen Rahmen dar.

Definieren Sie das verfiigbare Einkommen der privaten Haushalte und erldutern
Sie, wie es im Rahmen der VGR ermittelt wird.

25. Ersparnis und Volkswirtschaftliche Vermogensrechnung

a)

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Ersparnis und Investitionen
1. ...inder geschlossenen Volkswirtschaft ohne Staat?

ii. ...in der geschlossenen Volkswirtschaft mit Staat?

iii. ...in der offenen Volkswirtschaft ohne Staat?

iv. ...in der offenen Volkswirtschaft mit Staat?



1.2 Ubungsaufgaben

b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Aufbau von Vermogen und der
Ersparnis in einer Volkswirtschaft? Unterscheiden Sie zwischen Sachvermogen
und Finanzvermogen.

1.2 Ubungsaufgaben

1.

Nominale und reale Variablen und die Berechnung von Preisindizes

In einer Volkswirtschaft werden zwei Giiter gehandelt. In der Basisperiode f = 0 be-
tragen die Preise dieser beiden Giiter pf) =2 und p; = 6. Zu diesen Preisen werden die
Mengen g, = 12 bzw. qé =1 gehandelt. In Periode t = 1 steigt der Preis des ersten
Gutes auf plI = 3, wihrend der Preis des zweiten Gutes auf P12 = 4 fillt. Zu diesen
Preisen werden die Mengen ¢, = 8 und ¢; = 1,5 gehandelt.

a) Erldutern Sie den Unterschied zwischen realen und nominalen Variablen!

b) Definieren und bestimmen Sie die Preisindizes nach Laspeyres und Paasche!

Probleme der Inflationsmessung

In der Volkswirtschaft der romischen Kaiserzeit werden zwei Giiter gehandelt Brot
(P) und Spiele (C). Im J ahre 0 betrédgt der Preis fiir die Grof3einheit Brot po =4, der
Preis fiir Tausend Spiele po = 10 Goldmiinzen. Zu diesen Preisen werden q(I)D =10
Grofeinheiten Brot und qg = 4 Tausend Spiele gehandelt. Im Jahre 1 ist der Pre1s fiir
die GroBeinheit Brot auf pl = 3 gefallen, der Preis fur Tausend Spiele auf pl =15
Goldmiinzen gestiegen. Zu diesen Preisen werden ql = 12 GrofBeinheiten Brot und
C
g7 = 3 Tausend Spiele gehandelt.

a) Berechnen Sie mit Hilfe des
i. Laspeyres-Index
ii. Paasche-Index
die Preissteigerung im Romischen Reich!

b) Begriinden Sie, warum héufig argumentiert wird, dass der Preisindex nach Las-
peyres die Inflationsrate iiberschitzt, der Preisindex nach Paasche die Inflations-
rate unterschétzt!

Inflationsmessung und die Hedonische Methode

In der kleinen Volkswirtschaft Phantasia werden zwei Giiter gehandelt, Computer
und Sportautos. Im Jahr £ = 0 kostet ein Computer 50, ein Sportauto 100. Es werden
jeweils 10 Computer und 10 Sportautos gehandelt. Im Jahr 1 ist der Preis von Com-
putern auf 70 gestiegen, der von Sportautos auf 90 gefallen.

a) Berechnen Sie die Preissteigerung nach dem Laspeyres-Index.

b) Der Computer bestehe aus zwei Teilen, Festplatte und Prozessor, die in = 0
jeweils 25 kosteten, in Periode # = 1 aber wesentlich verbessert wurden. Zur alten
Qualitdt wiirden beide Teile in Periode 1 jeweils nur noch einen Preis von 20
erzielen. Berechnen Sie die Preissteigerung, indem Sie den Computer in seine
Einzelteile aufsplitten.

¢) Wie bezeichnet man die in Teilaufgabe b) verwendete Methode der Inflationsmes-
sung? Welche Grundidee liegt der Methode zugrunde?

17
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4. Sektorenanalyse im Rahmen der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung

Das Statistische Bundesamt beobachtete im Jahr 2008 folgende Transaktionen: In
der Siliziumproduktion werden Lohne und Gehélter in Hohe von 75 Mio. € bezahlt.
1 Million Einheiten Silizium werden zu einem Preis von 150 € pro Einheit an die
Halbleiterindustrie geliefert. Letztere zahlt ihren Beschiftigten 50 Mio. € an Lohnen
und verkauft ihre Halbleiter fiir 400 Mio. € an die Produzenten von Playstations. Di-
ese weisen eine Lohn- und Gehaltssumme von 850 Mio. € auf und verkaufen Plays-
tations an VWL-Studenten fiir 1.500 Mio. €.

a) Wie hoch ist die Wertschopfung auf jeder Produktionsstufe?
b) Welches Inlandsprodukt ergibt sich nach dem Wertschopfungsansatz?

¢) Wie hoch ist die gesamtwirtschaftliche Lohn- und Gewinnsumme?

. Kreislaufanalyse und Volkswirtschaftliche Gesamtrechnung

Betrachten Sie die folgende Volkswirtschaft: In der Getreideproduktion werden Loh-
ne und Gehiélter in Hohe von 75 € gezahlt. Die gesamte Getreideproduktion wird fiir
140 € von Unternehmen aufgekauft, die damit Mehl produzieren. In der Mehl-
produktion werden Lohne und Gehilter in Hohe von 50 € gezahlt. Die Mehlproduk-
tion wird an die Brotindustrie fiir 250 € geliefert. Dort fallen Lohne und Gehélter in
Hohe von 125 € an. Verkauft wird die Brotproduktion fiir 140 € an den Staat und fiir
360 € an die Konsumenten. Die Haushalte zahlen auf ihr Einkommen Steuern in Ho-
he von 20%. Sie konsumieren 90% ihres verfiigbaren Einkommens. Es gibt keine
Abschreibungen, indirekten Steuern und Subventionen. Der Saldo der Priméreinkom-
men mit der librigen Welt betrégt 0.

a) Wie grof} ist die Wertschopfung auf jeder Produktionsstufe?

b) Wie grof} ist das Bruttoinlandsprodukt nach dem Wertschopfungsansatz (dieser
Ansatz wird alternativ auch Entstehungsrechnung genannt)? Erkliren Sie kurz die
Entstehungsrechnung allgemein und fiir die betrachtete Volkswirtschaft!

c) Wie grof3 ist das Bruttoinlandsprodukt nach der Verteilungsrechung (alternativ
auch Einkommensrechnung genannt)? Erkldren Sie kurz die Verteilungsrechnung
allgemein und fiir die betrachtete Volkswirtschaft!

d) Wie grof} ist das Bruttoinlandsprodukt nach der Verwendungsrechung? Erklidren
Sie kurz die Verwendungsrechung allgemein und fiir die betrachtete Volkswirt-
schaft!

e) Stellen Sie das Kreislaufmodell fiir die betrachtete Volkswirtschaft dar! Bezeich-
nen Sie alle Strome und tragen Sie die dazugehorigen Werte ein!

. Volkswirtschaftliche Gesamtrechnung und Kapitalakkumulation

Fiir die Volkswirtschaft Numeria wurden im Jahr 2008 folgende Werte ermittelt (An-
gaben in Geldeinheiten):

— Einkommen aus unselbststindiger Arbeit 255
— Einkommen aus Unternehmertitigkeit 52,5
— Zins- und Mieteinkiinfte 50
— Indirekte Steuern — Subventionen 50
— Handelsbilanzsaldo (Exporte minus Importe) 5
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Privater Verbrauch 280
Staatsverbrauch 92,5
Bruttoinvestitionen 107,5
Saldo der Erwerbs- und Vermogenseinkommen -12,5
Berechnen Sie das Volkseinkommen von Numeria anhand der Angaben!

Berechnen Sie das Nettonationaleinkommen!
Berechnen Sie das Bruttonationaleinkommen!

Am Ende des Jahres 2007 hatte Numeria einen Kapitalstock im Wert von 485.
Berechnen Sie den Kapitalstock von Numeria am Ende des Jahres 2008!

Nehmen Sie an, Numeria weist eine Produktionsfunktion des Typs
Y = KIOYSL?YS

auf, wobei K; den Kapitalstock am Anfang des Jahres ¢, L, die Zahl der eingesetz-
ten Arbeitskrifte und Y; das BIP darstellen. Ermitteln Sie L, sowie Y, im Jahre
2009 unter den folgenden Annahmen: Kapitaleinheiten, die durch Investitionen
im Jahr t angeschafft wurden, konnen erst ab dem Beginn des Jahres t + 1 einge-
setzt werden. Alle im Laufe des Jahres verschlissenen Kapitalgiiter werden erst
am Ende eines Jahres aus dem Betrieb genommen. Die Zahl der Arbeitskrifte
steigt proportional mit dem Kapitalstock.

. Inlandskonzept, Inldnderkonzept und die Ermittlung von Wachstumsraten

Das statistische Amt in Nordland hat folgende Daten fiir das Jahr 2008 erhoben (alle
Angaben in Euro und zu Preisen von 2008):

b)

Bruttoproduktionswert 2.400
Einkommen aus Unternehmertatigkeit 300
Zins- und Mieteinkiinfte 135
Privater Verbrauch 1.100
Staatsverbrauch 350
Bruttoinvestitionen 380
Exporte 750
Importe 600
Indirekte Steuern — Subventionen 120
Auslandseinkommen der Inldnder 50
Inlandseinkommen der Ausldnder 150
Nettonationaleinkommen 1.455

Berechnen Sie das Bruttoinlandsprodukt, das Bruttonationaleinkommen, die Ab-
schreibungen, die Vorleistungen, das Volkseinkommen sowie das Einkommen aus
unselbststindiger Arbeit fiir das Jahr 2008!

Im Jahr 2005 ermittelte das statistische Amt von Nordland ein nominales BIP in
Hohe von 1.800 €, in 2006 von 1.950 € und in 2007 von 1.969,50 €. Der Preis-
index fiir 2005 betriagt 96, fiir 2006 100 und fiir 2007 101. Berechnen Sie die
durchschnittliche Wachstumsrate des realen BIP fiir den Zeitraum 2005 bis 2007!
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In Stidland, dem Nachbarland von Nordland, betridgt das nominale BIP im Jahr 2008
400 € (beide Lénder benutzen die gleiche Wihrung). Gehen Sie davon aus, dass
Nord- und Siidland ausschlieBlich untereinander Wirtschaftsbeziehungen unterhal-
ten. Produktionsfaktoren wie Arbeit und Kapital sowie Giiter und Dienstleistungen
diirfen also nur die gemeinsame Grenze passieren, nicht aber in andere Lander {iber-
fiihrt werden.

¢) Nennen Sie mogliche Ursachen fiir die Tatsache, dass in Nordland das Auslands-
einkommen der Inldnder kleiner ist als das Inlandseinkommen der Auslidnder! Mit
welchen wirtschaftlichen Aktivititen tragen die Bewohner von Siidland zu dem
Unterschied in Nordland bei?

d) Wie groB} ist der Unterschied zwischen BIP und BNE in Siidland? Begriinden Sie
mit einem Satz Thre Antwort!

. VGR und gesamtwirtschaftliche Ersparnis

Betrachten Sie folgende Daten der deutschen Volkswirtschaft:

— Einkommen aus unselbststindiger Arbeit 1.550 Mrd.
— Einkommen aus Unternehmertitigkeit 440
— Zins- und Mieteinkiinfte 200
— Exporte 1.110
— Importe 900
— Privater Verbrauch 1.640
— Staatsverbrauch 520
— Bruttoinvestitionen 570
— Indirekte Steuern — Subventionen 330

Die Priméreinkommen, die Inldnder aus dem Rest der Welt beziehen, entsprechen
den Priméreinkommen, die an den Rest der Welt geleistet werden.

a) Bestimmen Sie
i.  Volkseinkommen,
ii. BNE und
iii. NNE!

b) Wie hoch war die volkswirtschaftliche Ersparnis im betrachteten Zeitraum?

. Okonomische Aktivititen und die Erfassung des BIP

Wie wirken sich folgende Aktivititen auf die Hohe des BIP bzw. des Volksein-

kommens aus? Nehmen Sie knapp Stellung zu der Frage, ob die entsprechende Aus-

wirkung dem Grundgedanken des BIP als MaB fiir Produktion und Lebensstandard

entspricht!

a) A renoviert das Zimmer von B und umgekehrt. Dafiir zahlen sie sich gegenseitig
jeweils 300 €.

b) Die Studenten A und B renovieren ihre gemeinsame Wohnung in Heimarbeit und
ohne Austausch von Zahlungen.

¢) Firma X verkleidet ein privates Wohnhaus mit einer asbesthaltigen Warmedammung.
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d)

e)

g)

Firma Y fiihrt eine Asbestsanierung fiir 5.000 € durch, indem sie sdmtliche asbest-
haltigen Materialien durch andere Stoffe ersetzt. Der Mehrwertsteuersatz betrégt
15%. Inwieweit hingt die Antwort davon ab, ob das Gebidude ein privates Wohn-
haus, im Eigentum eines Unternehmens oder ein Gebdude im Staatseigentum ist?

Student C macht eine Spritztour mit seinem Porsche und tankt Benzin im Wert von
100 €. Dabei betrégt der Steueranteil 60%, der Anteil importierten Rohols 20%.

Der Selbststindige P heiratet seine Sekretérin. Daraufhin kiindigt sie, erledigt ihre
Aufgaben allerdings wie zuvor. Hierfiir erhélt sie von ihrem Ehemann ein zusétz-
liches Haushaltsgeld in Hohe ihres alten Gehalts.

Unternehmen A produziert Autos im Wert von 100 Mio. €. 70% des Endwertes
der Autos besteht aus Ausgaben fiir Vorleistungen, wobei die Hélfte aller Vorleis-
tungen aus dem Ausland bezogen wird. Alle Autos werden an inlidndische Haus-
halte verkauft.
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Losungen zu Kapitel 1

1.1  Wissens- und Verstandnistests

Multiple Choice

d)
d)
c)
c)
c)
a)
c)
b)
b)
10.¢)
11.d)

Wahr/Falsch

122FEEW,F
13.W,E W, F
14.F, W, W, W
15.W, W, E W
16.F, W, W, W
17.F, W,FE, W
18. W, W, W, F
19.F, W, W, F
20.W,E, W, W
21.W,E W, W
22.F, W, W, W

A AN U T S

23



1 LOSUNGEN ZU KAPITEL 1

Basiswissen

3 — 23. Makrookonomische Daten

S E a) Strom- und Bestandsgrofien

2"5_ — BestandsgroBen (BG): Variablen zu einem bestimmten Zeitpunkt gemessen,
a g Mengendimension.

:3 — StromgréBen (SG): Variablen iiber einen bestimmten Zeitraum gemessen,

Verinderung der Bestandsgrofe; Dimension: Menge pro Zeiteinheit.

— Beispiele: Kapitalstock (BG) und Investitionen (SG), Gesamtbevolkerung (BG)
und Differenz zwischen Zahl der Geburten und Zahl der Sterbefille (SG),
Vermogen (BG) und Ersparnis (SG).

b) Aggregation: Unter Aggregation von Daten versteht man das Zusammenfassen ein-
zelwirtschaftlicher Daten (beispielsweise der Konsum einzelner Haushalte, die Preise
fiir einzelne Produkte) zu groferen, gesamtwirtschaftlichen Einheiten (beispielsweise
dem aggregierten Konsum, dem aggregierten Preisniveau). Das Wort kommt aus dem
Lateinischen: aggregare = anhiufen, aggregatio = Anhdufung. Durch Aggregation
von Daten gehen Informationen iiber individuelle Unterschiede, also insbesondere
iiber die Verteilung von Einkommen, Konsumangaben etc., verloren.

¢) Beim Vergleich von Lebensstandards sollten generell Pro-Kopf-Grofien verwendet
werden. Ist der Unterschied zwischen BIP und BNE betrichtlich, sind das BNE
bzw. das NNE als Einkommensmalfle die addquate Bezugsgroie. Zu beachten sind
die vielfiltigen Messprobleme, die bei der Erfassung auftauchen. Verteilungs-
aspekte bleiben unberiicksichtigt, und bei 6ffentlichen Giitern, Umweltgiitern oder
nicht iiber den Markt gehandelten Giitern tauchen Bewertungs- bzw. Erfassungs-
probleme auf. Dies gilt auch fiir die Beriicksichtigung von Freizeit (siche auch
Blanchard/Illing, S. 55f.).

24. Wichtige Zusammenhénge der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung
a) Inlands- und Inldnderkonzept:

— BIP = Inlandskonzept: Im Inland produzierte Einheiten, Wertschpfung im
Inland < Betont produktionsseitige Zusammenhénge.
Bruttoinlandsprodukt (BIP): Ist gleich dem Wert aller Giiter und Dienstleis-
tungen, die in einer Periode im Inland entstehen und an die Endverbraucher zu
Marktpreisen verkauft werden. (bzw.: ,,Der Wert der im Inland hergestellten
Waren und Dienstleistungen (Wertschopfung), soweit diese nicht als Vorleistun-
gen fiir die Produktion anderer Waren und Dienstleistungen verwendet werden‘).

— BNE = Inlidnderkonzept: von Inlindern erwirtschaftete Einkommen (Unter-

schied zum BIP durch Grenzgénger, Kapitalbeteiligungen im Ausland) = Be-
tont einkommensseitige Zusammenhinge.
Bruttonationaleinkommen (BNE): Ist gleich dem Wert aller Giiter und
Dienstleistungen, die in einer Periode durch Aktivititen der Inléinder entste-
hen und an die Endverbraucher zu Marktpreisen verkauft werden. (bzw.: ,,Das
Bruttonationaleinkommen ist gleich dem Bruttoinlandsprodukt abziiglich der
an die iibrige Welt geleisteten Primireinkommen zuziiglich der aus der iibrigen
Welt empfangenen Priméreinkommen.*)
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b)

d)
e)

NettogroBen beriicksichtigen, dass ein Teil des gesamtwirtschaftlichen Kapital-
stocks in einer Periode einem Verschleifl unterliegt und deshalb ersetzt werden
muss. Will die Volkswirtschaft ihren Kapitalstock zumindest konstant halten, ste-
hen ihr produzierte Ressourcen im Ausmalf} des Verschleifies nicht zur Verfiigung.

Bruttoinvestition — Ersatzinvestitionen (Abschreibungen) = Zuwachs des Kapital-
stocks

Bruttoprodukte konnen in Nettoprodukte umgewandelt werden, indem der lau-
fende Verschleil der Volkswirtschaft, gemessen durch die Abschreibungen A,
beriicksichtigt wird:

— BNE-A=NNE

- BIP-A=NIP

Ausgehend vom NNE werden die indirekten Steuern abgezogen und die Subven-
tionen hinzugezogen, um zum Volkseinkommen zu gelangen.

Volkseinkommen: Summe des von Inlidndern empfangenen Arbeitnehmerent-
gelts und den Unternehmens- und Vermogenseinkommen der Inlidnder (vor Ab-
zug der direkten Steuern und vor Beriicksichtigung von staatlichen Transferein-
kommen).

Ubersicht iiber die Berechnungsmethoden: sieche Abbildung 1.1

Verfiighares Einkommen der privaten Haushalte: Summe der den privaten
Haushalten zugeflossenen Erwerbs-, Vermogens- und Ubertragungseinkommen
(Anteil der privaten Haushalte am Volkseinkommen) abziiglich der direkten
Steuern (z.B. Einkommenssteuer) zuziiglich der Transferzahlungen des Staates
(z.B. Wohngeld) an die Haushalte.

25. Ersparnis und Volkswirtschaftliche Vermogensrechnung

a)

b)

Ersparnis und Investitionen

i. I=S
ii. 1=S-(G-T)
iii. 1=S—-LBS

iv. I=S-LBS-(G-T)
wobei I die gesamtwirtschaftlichen Investitionen, S die Private Ersparnis, G die

Staatsausgaben und T die Steuereinnahmen darstellen. Das Leistungsbilanzsaldo
wird mit LBS bezeichnet.

Der Vermdgensaufbau kann entweder als Aufbau von Sachvermégen (also als
eine Ausweitung des gesamtwirtschaftlichen Kapitalstocks) oder als Aufbau von
Finanzvermogen vor sich gehen. Die gesamtwirtschaftliche Ersparnis misst die
Verdnderung des Vermdgens und damit die Verdnderung von Sach- und Finanz-
vermogen. Da die Ausweitung des Kapitalstocks durch die Nettoinvestitionen I
erfasst wird, die Ausweitung des Finanzvermdgens durch das Leistungsbilanz-
saldo, gilt:

Sgesamt =S = (G = T) =1+ LBS

25
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Produktionswert! Private Konsumausgaben
— Vorleistungen + Konsumausgaben des Staates
+ Bruttoinvestitionen®
+ Export
— Import

Entstehungsrechnung
FunuyoaISTUNPUIMIIA

= Bruttoinlandsprodukt

+ von der librigen Welt empfangene Primdreinkommen
— an die iibrige Welt geleistete Primireinkommen
= Bruttonationaleinkommen
— Abschreibungen

= Nettonationaleinkommen
— Produktions- und Importabgaben an den Staat®
+ Subventionen vom Staat

= Volkseinkommen

Arbeitnehmerentgelt Unternehmens- und
Vermogenseinkommen

Verteilungsrechnung

Anmerkungen:

D Der Produktionswert ergibt sich als Summe der einzelnen Produktionswerte von Unternehmen, Staat und
privaten Organisationen ohne Erwerbszweck. Ublicherweise flieBen in die Produktionswerte verkaufter
Giiter die in Rechnung gestellte Umsatzsteuer sowie Giitersubventionen nicht ein. Diese beiden Posten
werden deshalb normalerweise separat erfasst: Nach Abzug der Vorleistungen vom Produktionswert erhilt
man die so genannte Bruttowertschopfung. Zu dieser werden die Giitersteuern addiert, die Giitersubven-
tionen werden subtrahiert. Als Ergebnis erhilt man das BIP. Ohne die hier vorgenommene Vereinfachung,
die unterstellt, dass Giitersteuern und Giitersubventionen bereits im Produktionswert enthalten sind, ergibt
sich demzufolge fiir die Entstehungsrechnung folgender Zusammenhang:

Produktionswert

— Vorleistungen

= Bruttowertschopfung
+ Giitersteuern
— Giitersubventionen

= Bruttoinlandsprodukt

2) Die Bruttoinvestitionen setzten sich zusammen aus: Ausriistungsinvestitionen, Bauinvestitionen, sonstigen
Anlagen, Vorratsverinderungen und dem Nettozugang an Wertsachen.

3 Haufig wird hier vereinfachend der Begriff ,,Indirekte Steuern* verwendet.

Abbildung 1.1: Ubersicht iiber die Entstehungs-, Verwendungs- und Verteilungsrechnung




1.2 Ubungsaufgaben

1.2 Ubungsaufgaben

1. Nominale und reale Variablen und die Berechnung von Preisindizes
a) Eine nominale Variable wird zu augenblicklichen Preisen bewertet, d.h., eine Ver-
dnderung des Nominalproduktes kann allein durch eine Verdnderung der Preise
begriindet sein. Eine reale Variable liegt vor, wenn die Mengen mit dem Preis
eines bestimmten Basisjahres bewertet werden, d.h., eine Verdnderung des Real-
produktes kann nur in einer Mengenverdnderung begriindet sein.

b) Der Laspeyres-Index ist definiert als:

ie"'q(‘; ip,"-qé
L _ =l

IF=£—— bzw. I} ==—.100 (1)
PR 284
i=1 i=1

Er enthilt im Zéhler konstante Mengen q' der Basisperiode 0 zur Gewichtung der
Preise pi der Periode r. Somit berticksichtigt er nicht, dass sich der betrachtete
Warenkorb bspw. durch Substitutionseffekte dndern kann. Im Beispiel ergibt sich
fiir den Laspeyres-Index in Periode O ein Wert von 1 (da in Periode O die Basis-
periode der Berichtsperiode entspricht), in Periode 1 ein Wert von:

31244140
' 2.12+6-1 30

Der Paasche-Index ist definiert als:

ie’*%’ il’,’ﬂzf
P _ =1

I, = bzw. [/'=-1—"100 2.

t n

>on-d Y n-d
i=1

i=1

=133

Beim Paasche-Index werden im Zihler die Preise der Periode ¢ mit variablen

Mengengewichten aus der Berichtsperiode verwendet. Auch der Nenner enthélt

diese GrofBe, obwohl in der Basisperiode andere Mengen vorherrschten.
3-8+4-15 30

[[=———==—=12
2-84+6:1,5 25
2. Probleme der Inflationsmessung
a) Es ergeben sich folgende Werte:
i. Laspeyres-Index

[P pgy 3104154 9
po-dy +py gy 410+10-4 8

ii. Paasche-Index

bl el 3124153 27
Yopra+p gl 412410:3 26

Gemil dem Laspeyres-Index ergibt sich eine Inflationsrate von 12,5%, gemif3
dem Paasche-Index eine Inflationsrate von 3,8%.

27
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b) Der Laspeyres-Index enthilt konstante Mengen der Basisperiode zur Gewich-
tung der Preise. Er benutzt einen festen Warenkorb und beriicksichtigt daher
nicht, dass die Konsumenten die Moglichkeit haben, die relativ teurer gewor-
denen Giiter durch billigere zu substituieren. Daher iiberschitzt der Laspeyres-
Index in der Regel den tatsdchlichen Preisanstieg.

Der Zihler des Paasche-Index enthilt nicht nur die Preise (wie der Laspeyres-
Index), sondern auch die Mengen aus der Berichtszeit (r = 1). Da die neuen
Mengen auch im Nenner des Paasche-Index stehen, liegt hier die Fiktion zu-
grunde, der reprisentative Haushalt habe die nach der Substitution geltende Men-
genkombination schon in der Basisperiode konsumiert; dies bedeutet regelmifBig
eine Unterschitzung der tatsichlichen Ausgabensteigerungen.

3. Inflationsmessung und die Hedonische Methode

a) In Periode 1 erhalten wir als Wert fiir den Laspeyres-Index:

It = 90-10+70-10 _ 1.600:E
100-10+50-10 1500 15
Fiir die Inflationsrate ergibt sich ein Wert von 1/15 bzw. 6,7%.
b) Es gibt jetzt drei Giiter: Autos, Festplatte und Prozessor, von denen in Periode 0

jeweils 10 Einheiten gehandelt werden: (F = Festplatte, P = Prozessor). Einsetzen
in die Formel fiir den Laspeyres-Index ergibt:

L nlet+plq +p g 90-10+20-10+20-10 _1.300 13

I - .
2 a + ", +p,"q,” 100-10+25-10+25-10 1.500 15

1

Fiir die Inflationsrate ergibt sich ein Wert von —2/15 bzw. —13,4%.

¢) Hedonische Methode: Die Hedonische Methode beriicksichtigt, dass sich die Pro-
dukteigenschaften veridndern konnen. Insbesondere bei rasch voranschreitendem
technischem Fortschritt kann eine Veridnderung der Merkmalsausprigungen eines
Gutes zu Verzerrungen bei der Preiserfassung fiihren.

Die Grundidee der Methode ist es, die verschiedenen Merkmale eines Gutes (z.B.
Prozessorgeschwindigkeit, Arbeitsspeicher, Festplattengrofie beim PC) mit einem
Preis zu versehen und sie den Giitermerkmalen der Basisperiode anzupassen. So
kann es sein, dass zwar die Preise eines neuen PCs gestiegen sind, dieser aber viel
leistungsfahiger ist als das Vorjahresmodell und somit der Preis eines neuen PCs
in Merkmalen eines alten PCs gesunken ist.

4. Sektorenanalyse im Rahmen der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung

a) Es gilt: Bruttowertschopfung = Bruttoproduktionswert — Vorleistungen

Silizium: 150
Halbleiter: 400 — 150 =250
Playstations: 1.500 —400=1.100
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b)

9

Es gilt:
Bruttoproduktionswert (Summe der Endverkéufe): 150 + 400 + 1.500
— Vorleistungen 150 + 400
= Bruttowertschopfung 1.500
= Bruttoinlandsprodukt (da keine Giitersteuern)
= Bruttonationaleinkommen (da kein Ausland)

Die jeweiligen Lohnsummen sind:

Silizium: 75
Halbleiter: 50
Playstations: 850

Die Lohnsumme betrdgt: 975
Die Gewinnsumme ergibt sich als:

Bruttowertschopfung 1.500
— Lohnsumme 975
= Gewinn 525

5. Kreislaufanalyse und Volkswirtschaftliche Gesamtrechnung

a)

b)

c)

d

Wertschopfung auf jeder Produktionsstufe:

Getreideproduktion: 140
Mehlproduktion: 250 -140=110
Brotproduktion: 500 - 250 =250

Bruttoproduktionswert = 140 + 250 + 140 + 360 = 890
Vorleistungen = 140 + 250 = 390

Bruttowertschopfung = BIP = 8§90 — 390 = 500

Lohne und Gehilter =75 + 50 + 125 = 250

Gewinn- und Vermogenseinkiinfte = 65 + 60 + 125 = 250
BIP =250 + 250 = 500

BIP=C+1+G=360+0+ 140=500
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e)

Das Kreislaufdiagramm nimmt folgende Form an (DV stellt die Verdnderung des
volkswirtschaftlichen Vermogensbestandes dar):

Y=500
Unternehmen | | Haushalte
) C=360
/
Q
\\) \QQ
2 o <
?
1
a
om
Staat

Abbildung 1.2: Kreislaufmodell fiir die Beispielokonomie

6. Volkswirtschaftliche Gesamtrechnung und Kapitalakkumulation

a)
b)

)
d)

e)

Volkeinkommen = 255 + 52,5 + 50 = 357,5
NNE =357,5 + 50 =407,5

BNE = BIP + Saldo Priméreinkommen = C + [P 4 G 4+ (X-IM) — 12,5 =472.5

Kzoog = K2007 + Inetto = K2007 + Ibrutto - AbSChreibungen = K2007 + Ibrutto -
(BNE — NNE)

K2008 = 485 + 107,5 - 65 = 527,5

Der fiir 2009 relevante Kapitalstock ist K,(g, der Kapitalstock am Ende des Vor-
jahres. Im Vorjahr betrug die Zahl der Arbeitskrifte 485, da:

v 2
— | f2008 | _

Wenn die Zahl der Arbeitskrifte proportional zum Kapitalstock steigt, betrigt sie
fiir 2009 ebenfalls 527,5. Damit ergibt sich fiir das BIP im Jahr 2009:

Yoo = 527,5%7527,5%° = 527,5
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7. Inlandskonzept, Inldnderkonzept und die Ermittlung von Wachstumsraten

a)

b)

¢)

d)

BIP =1.100 + 350 + 380 + 750 — 600 = 1.980

BNE =1.980 + 50 — 150 = 1.880

Abschreibungen = 1.880 — 1.455 =425

Vorleistungen = 2.400 — 1.980 = 420

Volkseinkommen = 1.455 — 120 = 1.335

Einkommen aus unselbststindiger Arbeit = 1.335 — 300 — 135 =900
Das reale BIP in den einzelnen Jahren betragt:

2005: 1.875
2006: 1.950
2007: 1.950
Die Wachstumsraten sind:
2005/2006: 4%
2006/2007: 0%

Die durchschnittliche Wachstumsrate ist:

Y
g = /M_l =1,98%
Y2005

— In Nordland arbeiten relativ viele Grenzginger aus Stidland.

— Die Bewohner Siidlands erhalten Riickfliisse aus ihren Investitionen in Nord-
land (bspw. in Form von Zins- und Dividendenzahlungen).

— Siidland bezieht hohe Subventionszahlungen aus Nordland.

Mogliche Ursachen:

Aus Sicht von Siidland gilt fiir den Saldo der Primireinkommen genau das umge-
kehrte Vorzeichen. Der Saldo betrédgt fiir Siidland demzufolge +100, das BNE
tibersteigt das BIP um diesen Betrag.

8. VGR und gesamtwirtschaftliche Ersparnis

a)

b)

Volkseinkommen, BNE und NNE

i.  Verteilungsrechnung: Volkeinkommen = 1.550 + 440 + 200 = 2.190

ii. Verwendungsrechnung: BNE = BIP = 1.640 4+ 520 + 570 + 1.110 — 900 = 2.940
iii. Verteilungsrechnung: NNE = 2.190 + 330 = 2.520

Die (Netto-)Ersparnis ergibt sich als:

Nettoinvestitionen + Exporte — Importe = 570 — (BNE — NNE) + 210 = 360

31
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9. Okonomische Aktivititen und die Erfassung des BIP

a)

b)

c)

d)

e)

g)

Falls die Studenten die erzielten Einnahmen als Einkommen angeben, steigt das
BIP und das Volkseinkommen um 600 € (zur Bewertung vgl. Teilaufgabe b).

Auswirkungen auf BIP bzw. Volkseinkommen: kein Einfluss, da Transaktion
nicht iiber offizielle Mirkte abgewickelt wird. Allerdings sind im Vergleich zu a)
sowohl Produktionsleistung als auch der Lebensstandard unverdndert. Hieraus
folgt, dass die Nichterfassung von Nachbarschaftsleistungen oder Freundschafts-
diensten zu einer Verzerrung der Messung von Gesamtproduktion und Lebens-
standard fiihrt. Dies gilt insbesondere fiir Lander mit niedrigem BIP pro Kopf, da
hier das Ausmaf} von Transaktionen, die nicht iiber Méarkte getitigt werden, oft
besonders hoch ist.

Das BIP und das Volkseinkommen steigen, obwohl der Lebensstandard der
Bewohner des Hauses langfristig sinkt.

Das BIP steigt um 5.000 €, das Volkseinkommen um 4.250 €; die Verwendung
eines umweltschidlichen Materials wird somit gleich zwei Mal zu einer Erho-
hung des BIP fiihren (vgl. Teilaufgabe c)). Je nachdem welches Haus saniert wird,
andert sich die Zusammensetzung der Verwendungsseite des BIP: Im ersten Fall
steigen die privaten Konsumausgaben, im zweiten die Unternehmensinvestiti-
onen, im dritten die Staatsausgaben.

Das BIP steigt um 80 €, das Volkseinkommen um 20 €.

BIP und Volkseinkommen verringern sich. Da gleichzeitig die Menge der pro
Jahr produzierten Dienstleistungen konstant ist, ergibt sich die gleiche Verzerrung
wie in Teilaufgabe b).

Auf der Verwendungsseite steigt der Konsum um 100 Mio. €, die Importe um
35 Mio. €. Insgesamt steigen BIP und Volkseinkommen um 65 Mio. €. Die Vor-
leistungen miissen im vorliegenden Fall also nur abgezogen werden, sofern sie
aus dem Ausland importiert wurden.



Mathematische Grundlagen
und Einfihrung in die
Okonometrie

2.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die mathematischen Konzepte, die fiir das Verstdndnis und das
Losen der Aufgaben in diesem Ubungsbuch erforderlich sind, eingefiihrt und geiibt wer-
den. Wenn Sie Probleme beim Losen der Aufgaben haben, sollten Sie sich die kurzen all-
gemeinen Erlduterungen vor den jeweiligen Losungen im Losungsteil durchlesen. Rei-
chen Thnen diese nicht aus, finden Sie am Schluss dieses Kapitels eine Zusammenstellung
von verschiedenen empfehlenswerten Biichern, die die fiir Wirtschaftswissenschaftler
relevanten mathematischen Methoden ausfiihrlicher und umfassender darstellen.

1. Losen von Gleichungen und Ungleichungen
Betrachten Sie in den folgenden Aufgaben x als unbekannte Variable.
a) Losen Sie die folgenden linearen Gleichungen:
i 3x-12
ii. 5x-3=7
iii. 3x+10=-3x+1
iv. 2x—=Gx+7)=5-2(1-x)
v. 2x=4+2a
vi. px=34+2p;p#0
Vii. x+bx=1-b%b#-1
b) Losen Sie die folgenden nichtlinearen Gleichungen:

. —=3
1+x

12x 4x—-6 10 T6x

5 3 X F

2x+3

ii.

iii. 5=¢
iV. €X2+h =
v. In(x+3)=2
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c) Losen Sie folgende quadratischen Gleichungen:
i. x*=9a
ii. x>=4b
iii. x> +7x+12=0
iv. 2x*+2x-1=0
V. 3a’x’ =1-2ax

d) Losen Sie die Gleichungssysteme nach den unbekannten Variablen x, y und z auf:

i. 2x+3y=5
x+2y=1

iil. 2x+3y=5
6y=—-4x+10

iii. 3x-2y=1
x=-1+2%y

iv. x+y+z=1
x+2y+3z=1
x+3y—-z=4

V. 2x—-y+3z=4
—x+2y+z=2
Sx+2y—-z=4

Vi. x+y+z=a
xX+2y+z=3

x+3y+2z=1
e) Losen Sie die folgenden Ungleichungen nach x auf:
i 7x-2<33
ii. 3x+a>x-2
ii. 2+bx<4

. 1
iv. x+—>0
X

v. 2<1-3x-2x7

2. Ableitungen

a) Funktionen einer Variable
i f(x)=3x""+4x-2
i f(x)=3x(4-x")+x’

iii. f(x) =¥
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iv. f(x)=e " (x+3)+4x

v f(x)zln[x(xz +1)J

2x+1

b) Partielle Ableitungen
Ermitteln Sie jeweils samtliche partiellen Ableitungen:

i f(x,x,)=4xx

i f(x,x,)=(x -3) "

iii. f(x,x,)=

x, +5
iv. f(c(y),y) = (c(y) +3y)2, c ist also eine Funktion von y
3x -1
x, +5

V. f(xwxz’)%): X3

3. Totales Differential

Bilden Sie das totale Differential zu folgenden Funktionen:

a) f(x,y)=3x+7y°

b) f(x,y)=2x"—xp+3)°

¢) IS-Gleichung: Y =c¢, +¢, (Y -T)+d, —d,i+G. (vgl. z.B. Kapitel 3)

d) Bilden Sie das totale Differential zu f(c¢(y),y) und damit die totale Ableitung
von f(¢(y),y)nach y.

e) Wenden Sie Ihre Ergebnisse aus d) auf die Funktion £ (c(y),») = (c(y)+ 3y)2 an.

. (Punkt-)Elastizititen

a) Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion y = f(x) die Punktelastizitit nicht nur als

d
n= —y~£, sondern analog auch als n = dlny

x y dnx
Berechnen Sie die Punktelastizititen der folgenden Funktionen beziiglich x:

b) f(x)=5x"

) f(x)=3x

d) f(x)=a-In(bx)
e) f(x)=a-e&

definiert ist.
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5. Potenzgesetze

Vereinfachen Sie folgende Terme:

2x?
a) 5
ax

2
) (x+1)72 ();%ll)
-2x°(x* - 49)
(14+2x)x*
xm—l .xn

e)

-1
Py

X
6. Homogenititsgrad einer Funktion

a) Definieren Sie allgemein den Homogenitétsgrad einer Funktion f(x, y).
b) Bestimmen Sie den Homogenititsgrad der Funktion f(x,y)=2x"y - "

¢) Fiir welche Werte von @ und /3 ist die Funktion f(x,y)= 4x”y” homogen vom
Grad 1?

d) Wann spricht man von konstanten, abnehmenden oder steigenden Skalenertrigen
einer Produktionsfunktion F (K, L)?

e) Zusatzaufgabe I: Beweisen Sie = des Euler-Theorems:

d ad
) | POy i

f) Zusatzaufgabe II: Interpretieren Sie das Euler-Theorem fiir eine Produktionsfunk-
tion F(K, L) mit konstanten Skalenertrigen 6konomisch.

f(x,y)ist homogen vom Grad k < x

7. Geometrische Reihen

a) Berechnen Sie den heutigen Wert eines Wertpapiers bei einem Zinssatz von i = 5%,
das 1 Geldeinheit ausbezahlt

i. heute

ii. in einem Jahr

iii. in zwei Jahren
iv. in fiinf Jahren

v. in zehn Jahren
vi. in hundert Jahren

vii. in unendlich vielen Jahren
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b) Berechnen Sie den heutigen Wert eines Wertpapiers bei einem Zinssatz von
i =5%, das 1 Geldeinheit ausbezahlt

i
ii.
iii.
iv.
V.

vi.

vii.

heute

heute und in einem Jahr

heute, in einem und in zwei Jahren

heute, in einem, in zwei, ... und in fiinf Jahren
heute, in einem, in zweli, ... und in zehn Jahren
heute, in einem, in zwei, ... und in hundert Jahren

heute, in einem, in zwei, ... und in unendlich vielen Jahren

c) Wie verdndert sich Thre Antwort insbesondere zu Aufgabe b) vii, wenn Sie
zukiinftige Zahlungsstrome nicht mit einem positiven Zinssatz diskontieren?

d) Leiten Sie die Formel fiir die unendliche geometrische Reihe her.

. Niitzliche Approximationen

a) An verschiedenen Stellen im Buch wird die Approximation In(1+x) = x verwen-
det. Wie gut ist diese Approximation?

b)

¢

1.

ii.

iii.

Erstellen Sie von Hand oder mit einem geeigneten Computerprogramm
(Maple, Matlab, Excel) eine Grafik, die sowohl

f(x)=In(I+x)und f(x)=x im Intervall x e [-2; 5| enthilt.
Wiederholen Sie Aufgabe i fiir das Intervall x € [0; 0,2].

Was schlieBen Sie aus diesen beiden Grafiken fiir die Giite der Approxima-
tionIn(1+x)=x?

Eine weitere hiufig verwendete Approximation ist (1+x)(1+y) = (1+x+y).

i.

ii.

Erstellen Sie von Hand oder mit Excel zwei Tabellen, mit denen Sie die linke
und rechte Seite der Approximation vergleichen konnen. Verwenden Sie fol-
gende Werte fiir x und y: X, y € {0; 0,01; 0,02; 0,05; 0,1; 0, 2; 0,5}

Was schlielen Sie aus diesen beiden Tabellen fiir die Giite der Approximation
(1+x)(1+y) = (1+x+y)?

Die Approximation von Aufgabe b) ist nicht nur fiir die Berechnung z.B. des Real-
zinses niitzlich, sondern auch fiir Wachstumsraten von Variablen, die sich aus dem
Produkt anderer Variablen berechnen. Zeigen Sie, dass fiir z=xy gilt: g = g _+g ,
wobei g die Wachstumsrate der jeweiligen Variablen bezeichnet. '
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Literaturhinweise

Es existiert eine grof3e Zahl von Biichern, die die fiir Wirtschaftswissenschaftler rele-
vanten mathematischen Methoden in iiberwiegend guter Qualitit darstellen. Die
groften Unterschiede zwischen den einzelnen Werken finden sich im Ausmaf} der
mathematischen Rigorositit, der Verbindung zu 6konomischen Fragestellungen und
Modellen sowie der Zahl der Ubungsaufgaben. Ein echter Klassiker in einer aktuali-
sierten Auflage stammt von Alpha C. Chiang und Kevin Wainwright (2005), Funda-
mental Methods of Mathematical Economics. Hier werden fast alle fiir Okonomen
bedeutenden Methoden in formaler Weise, aber mit 6konomischen Beispielen
beschrieben, so dass Sie auf dieses Buch vielleicht auch noch nach Threm Diplom
zuriickgreifen werden.

Wenn Sie nur einen Einstieg in die Materie wiinschen, ist zum Beispiel das Buch
von Knut Sydsater und Peter Hammond, Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler,
(ISBN 978-3-8273-7357-1) besser geeignet. In der Vorgehensweise weniger abstrakt
und optisch iibersichtlicher als Chiang und Wainwright, behandelt es vor allem die
im Grundstudium relevanten Methoden ausfiihrlich und mit zahlreichen Beispielen.

Ein weiteres empfehlenswertes Buch stammt von C.J. McKenna und R. Rees (1992),
Economics: A Mathematical Introduction. Es kombiniert einen hohen Grad an
mathematischer Genauigkeit (Beweise!) mit vielen 6konomischen Beispielen, die
allerdings tiberwiegend aus der Mikrookonomie stammen.

2.2 Einfilhrung in die Okonometrie

Dieses Kapitel bietet eine knappe Einfiihrung in grundlegende Begriffe, Methoden und
Anwendungen der Okonometrie. Die Okonometrie ist die empirische Disziplin der
Volkswirtschaftslehre und wendet Methoden der Statistik (insbesondere der induktiven
Statistik) an, um 6konomische Modelle zu iiberpriifen und Aussagen iiber 6konomische
Hypothesen auf statistisch gesichertem Niveau treffen zu konnen. Mit Hilfe 6konomet-
rischer Methoden kann also untersucht werden, ob eine Theorie als richtig erachtet wer-
den kann und welche Variablen in welchem Ausmalf} tatsdchlich empirisch eine Rolle
spielen.

Die im Lehrbuch gegebene Einfiihrung soll an dieser Stelle vor allem formal erweitert
und anhand von Beispielen und Aufgaben illustriert werden. Die benétigten Datensitze
stehen auf der Companion Website zum Buch zur Verfiigung.

2.2.1 Wichtige Grundbegriffe

1. Okonometrische Modelle

Ein okonomisches Modell wird aus der Theorie abgeleitet und formuliert dkono-
mische Verhaltensweisen (z.B. Konsum) durch eine mathematisch-funktionale Dar-
stellung. Ein okonometrisches Modell hingegen wird zur quantitativen Prognose des
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okonomischen Modells benétigt. Die konkreten Werte der Parameter werden mit
Hilfe des 6konometrischen Modells geschitzt.

Beispiel Konsumfunktion:

Bei der Analyse des Giitermarktes (siehe Kapitel 3) wird folgende Konsumfunktion
formuliert:

C, =C,(Yy,) & Der Konsum ist abhiéingig vom verfiigbaren Einkommen!
Beziehungsweise genauer:

C, = ¢y + ¢;Yy, & Der Konsum setzt sich zusammen aus dem autonomen Konsum und
dem mit der marginalen Konsumneigung multiplizierten verfiigbaren Einkommen!
Nehmen Sie an, Sie verfiigen iiber Daten fiir den Konsum C und das verfiigbare Ein-
kommen Yy. Die Parameter fiir autonomen Konsum und marginale Konsumneigung
konnen durch folgendes lineare 6konometrische Modell geschitzt werden:

C, =By + BiYy,
oder allgemein formuliert: v, =B, +Bx,
Abhdingige | Unabhdingige Variablen:
Abhingige Variablen (in unserem Fall C bzw. y) werden durch unabhéngige Variab-
len (in unserem Fall Yy, bzw. x) erkldrt. Abhidngige Variablen werden auch als zu er-
klarende bzw. endogene Variablen bezeichnet oder auch als Regressanden. Unabhén-

gige Variablen werden auch als erkldrende bzw. exogene Variablen bezeichnet oder
auch als Regressoren.

. Spezifikation einer Schétzform

Zur vollstandigen Spezifikation eines ckonometrischen Modells wird ein stochasti-
sches Element benétigt. Dieses stochastische Element représentiert zufillige Abwei-
chungen der Beobachtungen um den systematischen Anteil des beobachteten Wertes.
Die Berticksichtigung einer stochastischen Spezifikation ist u.a. wegen Spezifika-
tionsfehler, Messfehler oder auch zufillige Ereignisse notwendig. Formalisiert wird
dies, indem der Storterm & zur Modellgleichung hinzuaddiert wird.

Y, =B+ Bix + ¢,
Der Storterm £ deckt zum Teil auch den Einfluss anderer exogener Variablen auf die
endogene Variable ab, die im Modell nicht explizit formuliert werden (z.B. bei der
Konsumfunktion: Zinssatz, Einkommen und Konsum der Vorperiode, GroBle des
Haushalts).
Unterscheidung Querschnittsdaten | Zeitreihendaten:
Bei Querschnittsdaten variiert die Untersuchungseinheit (z.B. Land, Region, Wirt-
schaftssubjekt) und der Beobachtungszeitpunkt wird fixiert.
Formal: y, = B, + B,x,+ & miti=1,.,.N
Beispiel: Zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ (z.B. Jahr 2008) wird der Konsum von i
Lindern in Abhingigkeit vom verfiigbaren Einkommen formuliert.
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Bei Zeitreihendaten variiert hingegen der Beobachtungszeitpunkt und die Unter-
suchungseinheit wird fixiert.

Formal: y, = B,+B,x,+ & mitt=1,.,N
Beispiel: Fiir ein bestimmtes Land i wird der Konsum als Funktion des verfiigbaren
Einkommens zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ dargestellt.

Die Mischform aus Querschnitts- und Zeitreihendaten werden als Paneldaten bezeich-
net. Ein Panel setzt sich zusammen aus der Beobachtungsebene (z.B. Wirtschafts-
subjekt, Unternehmen) und der Erhebungsbasis (z.B. Umfragen / Meldungen zu in
gleichmiBigen Abstinden wiederholten Zeitpunkten).

Formal: y, = f,+B,x,+ €, miti=1,.,Nundr=1,., N

Ein Beispiel dafiir ist das sozio-6konomische Panel (SOEP) des Deutschen Instituts
der Wirtschaft (DIW) in Berlin. Das SOEP ist eine representative Wiederholungs-
befragung privater Haushalte in Deutschland, die seit 1984 jihrlich bei denselben
Haushalten in Deutschland durchgefiihrt wird.

2.2.2 Das OLS-Regressionsmodell

Die Methode der kleinsten Quadrate (OLS = ordinary least squares) ist ein Schitzverfah-
ren, welches ein 6konometrisches Modell anhand eines vorhandenen Datensatzes analy-
siert. Das OLS-Regressionsmodell ist ein Verfahren, den linearen Zusammenhang
zwischen exogenen und einer endogenen Variable darzustellen. (Hinweis: Im Folgenden
wird nur der Fall mit einer exogenen Variable betrachtet.) Nehmen Sie im weiteren Ver-
lauf an, dass folgende lineare 6konometrische Spezifikation mit Zeitreihendaten durch
das OLS-Regressionsmodell analysiert werden soll (die Analyse mit Querschnittsdaten
erfolgt analog):

yf:/j0+/jlxt+gt

Das OLS-Verfahren ,,schitzt“ anhand vorhandener Daten die wahren Koeffizienten
(B,.B) der okonometrischen Spezifikation. Die geschitzten Koeffizienten werden mit
einem ,,Dach* (") gekennzeichnet (5,,53)).

1. Grafische Darstellung

Nehmen Sie an, Sie sind am Zusammenhang zwischen einer exogenen (unabhin-
gigen) Variable x und einer endogenen (abhingigen) Variable y interessiert. Zur gra-
fischen Darstellung in einem Streudiagramm werden die vorhandenen/beobachteten
Werte der exogenen Variable x an der Abszisse und die dazugehorigen Werte der
endogenen Variable y an der Ordinate abgetragen, so dass jedem Beobachtungszeit-
punkt ein Wertepaar (x;, y,) korrespondiert.



2.2 Einfithrung in die Okonometrie

Beispiel:

Abbildung 2.1: Streudiagramm mit Regressionsgerade

Da wir am Einfluss der exogenen Variable x auf die endogene Variable y interessiert
sind, wird nun durch die OLS-Regression ein linearer Schitzer bzw. eine Gerade ge-
sucht, welcher die dargestellte Punktwolke am besten charakterisiert. Man benotigt
also einen linearen Schitzer, der sich an die vorhandenen Wertepaare am besten an-
passt. Die Methode der kleinsten Quadrate ist dafiir am besten geeignet. Die Gerade
mit der besten Anpassung minimiert die Summe der quadrierten vertikalen Abwei-
chungen der Punkte der Wertepaare im Diagramm von der Gerade (siche Abb. 2.1):

N

2(}@‘)2)2

=1
. Formale Herleitung des Kleinste-Quadrate-(OLS)-Schétzers

Die lineare ckonometrische Spezifikation y, = 3+ f,x, + £, kann mit Hilfe des OLS-
Verfahrens durch folgende Regressionsgerade geschitzt werden: v, = ﬂo +ﬁ1x wo-
bei die Koeffizienten ﬂo fiir die Konstante (bzw. den Achsenabschnitt) und [3] fiir die
Steigung der Regressionsgerade stehen. Der vertikale Abstand der Beobachtung y,
zum Punkt auf der geschiitzten Geraden 7, wird Residuum £, genannt.

Residuum: £, = y, - J,

Die Methode der kleinsten Quadrate minimiert durch geeignete Wahl der Parameter
B, und B, die Summe der quadrierten Residuen. Grafisch passt das OLS-Verfahren
die Konstante und die Steigung der Regressionsgerade so an die beobachteten Daten-
paare an, dass die quadrierten Abstinde zur Regressionsgerade minimiert werden.

T

. A
gz}lﬂfj;(y, 7)) (1.)

wobei y, = [§0+ ﬂAlx, die Gleichung der Geraden mit der besten Anpassung reprisen-
tiert (Regressionsgerade). Daraus folgt fiir (1.):

man( ﬂAo _ﬂ/\lxr )2 2.

Pob =
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Durch Minimierung von (2.) nach den Koeffizienten ﬁo und ﬂA] folgen zwei Bedingungen
erster Ordnung:

ai(yr _ﬂAo _ﬁlxr )2

=0 > _iz(yt _Bo _ﬂAlxt)zo ‘ -2
P

B,
" A T T
> BT+BY.x=Y.7 (3.)
Iy (v ~B,~P,) : o
=l = = 2x,(y,-B,-Bx =0 |2
&ﬁ/\l 0 9 ; z(yz ﬂO ﬁl 1) ‘
AT AT T
> ﬁozx: +ﬁ12x:2=2x/yz “4)

Die Bedingungen erster Ordnung (3.) und (4.) bilden ein Normalgleichungssystem mit
den zwei Unbekannten ﬁo und ﬁ] Durch Umformungen kdnnen daraus die Koeffizi-
enten der OLS-Regression berechnet werden. Zunéchst wird (3.) mit 2 X, und (4.) mit
T multipliziert und danach (4.) von (3.) subtrahiert.

Daraus ergibt sich:

ﬁ] — 1=l t=1 t=1 (5)

1 T T
Mit der Vereinfachung ?Zx, =X, und %Z », =y, folgt aus (5.):

t=1 t=1

T
S (-7
3 _ 1=l

B, (6.)

(xr _2)2

M‘\l

1

Aus Gleichung (3.) folgt fiir [;’0:

A

.Bo =)7_.Blf (7.)

42



2.2 Einfithrung in die Okonometrie

3. Annahmen des OLS-Modells

Um die Koeffizienten des OLS-Modells korrekt interpretieren zu knnen, miissen ei-
nige Annahmen beziiglich des Storterms €, und der exogenen, erklirenden Variablen
x erfiillt sein (Hinweis: Die Annahmen gelten sowohl fiir die Zeitreihenspezifikation
t=1,.,T als auch fiir die Querschnittsspezifikation i = 1,..,T):

a) E (g, ) =0; der Erwartungswert des Vektors der Storterme ist Null; dies bedeutet,
dass der Vektor der Storterme keinen systematischen Einfluss auf die endogene
Variable y ausiibt.

b) Var(e,)=0" die Varianz des Vektors der Storterme ist konstant; diese Eigen-
schaft wird als Homoskedastizitit bezeichnet. Ist die Varianz nicht konstant,
spricht man von Heteroskedastizitiit der Storterme.

¢) Cov(g, g, )=0V t=#¢; die Storterme sind untereinander unkorreliert; diese Eigen-
schaft wird als Nichtvorliegen von Autokorrelation in den Stortermen bezeichnet.

d) e~N (0, o 2); die Storterme sind normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz
0°. Diese Annahme beinhaltet die Annahmen a) bis c).

e) Die exogene Variable x ist iiber die Population fixiert, keine Zufallsvariable und
nicht mit € korreliert.

= Wenn diese Annahmen erfiillt sind, ist der OLS-Koeffizient (bzw. Schétzer) der
beste, lineare, unverzerrte Schitzer (Best Linear Unbiased Estimator = BLUE)!

. Interpretation der OLS-Koeffizienten

Im vorigen Abschnitt wurden die Koeffizienten der OLS-Regressionsgerade j,= [30 + ,BAlxt
formal hergeleitet. Nun stellt sich die Frage, wie die geschitzten Koeffizienten der
okonometrischen Spezifikation y, = 8, + ,x, + €, zu interpretieren sind.
ﬂAO wird als Schitzung des OLS-Achsenabschnittes bzw. Konstante bezeichnet: ﬁo ist
der geschitzte Wert von y falls gilt x =0
ﬁl wird als Schétzung der Steigung der OLS-Regressionsgerade bezeichnet: der Ko-
effizient S, schitzt, um wie viel sich y verdndert, wenn x um eine Einheit erhoht wird.
Beispiel: , =500+0,6x,
Wenn die exogene Variable x gleich Null ist, dann gilt fiir die endogene Variable
y =500. Wenn sich x um eine Einheit erhoht, erhoht sich y um 0,6 Einheiten.
Der OLS-Koeffizient ﬁA] muss in einer anderen Weise interpretiert werden, falls eine
oder beide Variablen in logarithmierter Form vorliegen. Oftmals miissen ndmlich
Variablen logarithmiert werden, um einen linearen Zusammenhang darstellen und
das OLS-Verfahren anwenden zu konnen. Dabei sind folgende drei Fille zu unter-
scheiden:
a) Die exogene Variable (x) in logarithmierter Form (sog. Level-log-Fall):
Spezifikation: y, =, + B, Inx, +¢,
Interpretation von ﬁAl: Ein Anstieg von x um 1% bewirkt eine Verdnderung von y
um 0,01 [;'] Einheiten.
b) Die endogene Variable (y) in logarithmierter Form (sog. Log-level-Fall):

Spezifikation: In y, = B, + B,x +¢,
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c)

Interpretation von ﬂAA: Ein Anstieg von x um eine Einheit bewirkt eine Verdnde-
rung von y um 100-5,%.

Sowohl die exogene (x) als auch die endogene Variable (y) in logarithmierter
Form (sog. Log-log-Fall):

Spezifikation: Iny, = B,+ B, Inx,+ €,

Interpretation von f;: Ein Anstieg von x um 1% bewirkt eine Verénderung von y
um S %. Der Koeffizient 3, ist somit die Elastizitét von y in Bezug auf x.

5. Wichtige Begriffe und Kennzahlen

a)

b)

Zahl der Freiheitsgrade

Die Zahl der Freiheitsgrade ist die Anzahl der Beobachtungen abziiglich der Anzahl
der zu schitzenden Parameter. Da wir an dieser Stelle nur den Fall mit einer exo-
genen Variable betrachten (univariater Fall), werden durch das OLS-Regres-
sionsmodell zwei Parameter geschétzt (,B0 und ﬂ]) Wenn also 50 Beobachtungen
vorliegen (¢ bzw. i = 1, .., 50), dann betrédgt die Zahl der Freiheitsgrade 48 (= 50—-2).
Werden mehr als eine exogene Variable betrachtet, dann verringert sie die Zahl der
Freiheitsgrade fiir eine gegebene Zahl der Beobachtungen. Allgemein gilt, dass die
Zahl der Beobachtungen relativ zur Zahl der Parameter nicht zu klein werden sollte.
Je groBer die Zahl der Freiheitsgrade, desto verldsslicher werden die Schitzwerte.

Giitemal3

Das GiitemaB, bezeichnet mit R’, quantifiziert die Giite der Anpassung im Rah-
men des OLS-Regressionsmodells. R> nimmt Werte zwischen Null und Eins an.
Das Giitemal3 gibt an, wie gut die ermittelte Gerade den Zusammenhang zwi-
schen den GroBen erfasst, d.h. welcher prozentuale Anteil (z.B. R*=0,85=85%)
der Variation (Veridnderung) der abhingigen Variable durch Verdnderungen der
unabhingigen Variable erkliart wird. Durch die Methode der kleinsten Quadrate
wird die Summe der quadrierten Residuen minimiert und das Giitema R’ wird
maximiert. Ein niedriger Wert von R” bedeutet nicht, dass das verwendete Regres-
sionsmodell ungiiltig ist, sondern dass ein Grofteil der Variation der endogenen
(zu erkldrenden) Variable durch das Modell nicht erklirt wird.

Ein Nachteil des GiitemaRes ist, dass eine Uberspezifikation des Modells nicht
beriicksichtigt wird. Wenn die Zahl der Freiheitsgrade abnimmt, geht R’ gegen
Eins. AuBerdem wird R’ niemals kleiner, wenn zusitzliche exogene Variablen in
das Modell mit aufgenommen werden, obwohl nicht gefolgert werden kann, ob
dadurch das Modell besser wird. Aus diesem Grund ist es von Vorteil, als Giite-
maB der Regression das so genannte ,.korrigierte* oder ,,adjustierte” GiitemaB R’
zu betrachten. R* korrigiert das GiitemaB, um Fehlinterpretationen durch eine Ab-
nahme der Zahl der Freiheitsgrade zu vermeiden, und R? kann auch sinken, wenn
zusitzliche exogene Variablen in das Regressionsmodell mit aufgenommen werden.
R? kann auBerdem negative Werte annehmen, wenn die Zahl der Freiheitsgrade
gegen Null geht. In den folgenden Ubungsaufgaben betrachten wir ausschlieBlich
das korrigierte Giitemall R%
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¢) Konfidenzintervall / +-Wert und Signifikanzniveau / p-Wert

Mit Konfidenzintervall bezeichnet man das Intervall, in dem der tatsdchliche Wert
des Schitzers (8, bzw. ;) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit liegt (iibli-
cherweise 90%, 95% oder 99%).

Der -Wert bzw. #-Statistik eines Koeffizienten berechnet man aus dem Quotient
des geschitzten Parameters und dem geschitzten Standardfehler. Dieser ermittelte
-Wert wird mit dem korrespondierenden Wert der so genannten #-Verteilung unter
Beriicksichtigung der Zahl der Freiheitsgrade und des angesetzten Konfidenz-
intervalls verglichen. Ist der Betrag des t-Wertes groBer als dieser Wert, dann
bezeichnet man den Koeffizienten als signifikant von Null verschieden. Die #-Sta-
tistik berichtet also, mit welcher Wahrscheinlichkeit (iiblicherweise 90%, 95%
oder 99%) der wahre Wert des geschiitzten Koeffizienten von Null verschieden ist.
Faustregel: Ist der Betrag des #-Werts grof3er als 2, dann ist der Schétzer mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% signifikant von Null verschieden. Ist der Betrag des
t-Werts grofer als 5,2, dann ist der geschitzte Koeffizient mit einer Wahrschein-
lichkeit von 99% signifikant von Null verschieden.

Das Signifikanzniveau wird iiblicherweise mit den Werten 1%, 5% und 10% an-
gesetzt. Damit wird die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, mit welcher die exogene
Variable keinen signifikanten Einfluss auf die endogene Variable ausiibt, obwohl
ein Koeffizient ungleich Null geschitzt wurde. Mit dem Signifikanzniveau ver-
bunden ist der p-Wert. Der p-Wert gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher der
Koeffizient nicht signifikant von ANull verschieden ist, obwohl ein Wert ungleich
Null geschitzt wurde. Beispiel: 8, = 0,6 und p = 0,04 < Die Wahrscheinlichkeit,
dass der Schitzer nicht von Null verschieden ist, betrdagt 4%. Der Schitzer ist so-
mit signifikant zum Signifikanzniveau 5%.

6. Korrelation und Kausalitit

Bei der okonometrischen Spezifikation y, = 8,+ B,x,+ €, wird unterstellt, dass Varia-
tionen in x Variationen in y erkldren konnen. Aus der Beobachtung, dass beide Variab-
len miteinander korreliert sind, wird durch die 6konometrische Spezifikation eine Kau-
salitdt von x zu y unterstellt. Betrachten wir als Beispiel die Konsumfunktion. Durch
die Spezifikation der Konsumfunktion wird unterstellt, dass die Richtung der Kausa-
litdt vom verfiigbaren Einkommen zum Konsum zeigt. Wie jedoch auch bei der Ana-
lyse des Giitermarkts gezeigt wird, ist der Konsum wiederum ein Bestandteil der Pro-
duktion und ist, da die Produktion dem Einkommen entspricht, damit auch Bestandteil
des verfiigbaren Einkommens. Die Kausalitiit zeigt somit in beide Richtungen:

=> Ein Anstieg des verfiigbaren Einkommens bewirkt einen Anstieg des Konsums.
= Ein Anstieg des Konsums bewirkt einen Anstieg des verfiigbaren Einkommens.

Der geschitzte Koeffizient der Regression von Variablen, bei denen die Kausalitit in
beide Richtungen wirkt, kann zu Fehlinterpretationen fiihren. Ein Verfahren, das dieses
Problem handhabt, ist das so genannte Instrumentvariablen-Verfahren. Betrachten
wir die 6konometrische Spezifikation y, = §,+ B,x, + €, und nehmen an, dass die Kausa-
litdt zwischen y und x in beide Richtungen zeigt. Beim Instrumentvariablen-Verfahren
muss zunidchst eine weitere exogene Variable gefunden werden, welche die Variable x
beeinflusst, selbst aber unabhingig von ihr ist. Eine solche exogene Variable wird als
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Instrument bezeichnet. Danach miissen die Verdnderungen der zu erkldrenden (endo-
genen) Variable y aufgrund von Veridnderungen von x, die durch das Instrument verurs-
acht werden, untersucht werden. Verdanderungen von x aufgrund Verinderungen von y
miissen ignoriert werden. Mit dem Instrumentvariablen-Verfahren kann somit der kau-

sale Effekt von x auf y geschitzt werden.

Literaturhinweise

Es existiert eine grole Anzahl an Biichern, welche 6konometrische Methoden auf
unterschiedlichem Niveau darstellen. Einen Einstieg in die Okonometrie bieten bei-
spielsweise die Biicher Basic Econometrics von D. Gujarati (2002) und Econometric
Models and Economic Forecast von R. Pindyck und D. Rubinfeld (1998). Fiir Fort-
geschrittene und zur Erweiterung der Grundkenntnisse bietet sich beispielsweise das
Werk Econometric Analysis von W. Greene (2002) an.

2.3 Wissens- und Verstandnistests

(Hinweis: Bei allen folgenden Aufgaben sei angenommen, dass die Annahmen des OLS-

Modells erfiillt sind!)

Multiple Choice

1.

Interpretieren Sie folgende 6konometrische Spezifikation: y, =20—-4/nx,+ ¢,

a) Ein Anstieg von x um 1 Einheit bewirkt einen Riickgang von y um 4 Einheiten.
b) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Riickgang von y um 4%.

¢) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Riickgang von y um 0,04 Einheiten.

d) Ein Anstieg von x um 1 Einheit bewirkt einen Riickgang von y um 40%.

. Interpretieren Sie folgende 6konometrische Spezifikation: /n y, =10+0,25/nx,+ €!

a) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Anstieg von y um 0,25%.
b) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Anstieg von y um 25%.
c) Ein Anstieg von x um 1 Einheit bewirkt einen Anstieg von y um 0,25 Einheiten.

d) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Anstieg von y um 0,25 Einheiten.

Interpretieren Sie folgende 6konometrische Spezifikation: /ny, =25-0,3x,+ €,!
a) FEin Anstieg von x um 1 Einheit bewirkt einen Riickgang von y um 0,3%.
b) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Riickgang von y um 0,3 Einheiten.
¢) Ein Anstieg von x um 1 Einheit bewirkt einen Riickgang von y um 30%.

d) Ein Anstieg von x um 1% bewirkt einen Riickgang von y um 30%.



2.4 Ubungsaufgaben

Wahr/Falsch:
Welche der folgenden Antworten sind wahr, welche falsch?

4.

Die Ergebnisse einer univariaten (d.h. eine exogene Variable) OLS-Regression mit Quer-
schnittsdaten lauten: 3, =10, 8,=-0,3, R?=0,75. Welche Interpretation ist korrekt?

a) Wenn x gleich null ist, dann gilt y = 10.

b) Wenn x um eine Einheit steigt, dann steigt y um 0,3 Einheiten.

¢) Variationen in x erkldren 75% der Variationen in y.

d) Wenn x gleich null ist, dann sinkt y um 0,3 Einheiten.

Bei der Schitzung einer OLS-Regression wird ein Signifikanzniveau von 5% ange-

setzt. Das Ergebnis der Schitzung liefert fiir den Koeffizienten ﬁA] den -Wert t =4, 56
und den p-Wert p = 0,01. Welche Schliisse ziehen Sie aus dem Ergebnis?

a) Qa der t-Wert groBer als 2 ist, kann man zu 95% sicher sein, dass der Koeffizient
[, signifikant von Null verschieden ist.

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die exogene Variable keinen signifikanten Einfluss
auf die endogene Variable ausiibt, betrdgt 1 Prozent.

¢) Da der p-Wert kleiner ist als 2, kann man zu 95% sicher sein, dass der Parameter
nicht signifikant von Null verschieden ist.

d) Die exogene Variable iibt keinen signifikanten Einfluss auf die endogene Variable
aus.

Betrachten Sie folgende ckonometrische Spezifikation mit zwei exogenen Variablen:
v, =B, + Bix,+ B,x,,+ €. Zahl der Beobachtungen: N = 16, angesetztes Signifikanz-
niveau: 5%, Das OLS-Regressionsverfahren schitzt die Koeffizienten folgender-
maBen: S, =21 (6,8), B, = 0,1 (0,8), B,= 0,3 (7,8); (t-Werte in Klammern). Welche
Aussagen sind richtig?

a) Alle drei Koeffizienten sind nicht signifikant zum Niveau 5%.

b) Die Zahl der Freiheitsgrade betrégt 13.

¢) Alle drei Koeffizienten sind signifikant zum Niveau 5%.

d) Die Variable x, iibt keinen signifikanten Einfluss auf die endogene Variable aus.

2.4 Ubungsaufgaben

1.

Berechnung der OLS-Koeffizienten

In folgender Tabelle sind Absatzzahlen fiir ein Produkt zu verschiedenen Preisen
aufgefiihrt. y; steht fiir den Absatz (endogene Variable) und x; fiir den Preis (exogene
Variable).

Preisx; | 100 90 80 70 65 60 55 50 42 38 35 10

Absatzy; | SO 75 90 95 90 105 80 90 100 115 125 130
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a) Erstellen Sie ein Streudiagramm mit Hilfe eines Tabellenkalkulations- oder Sta-
tistikprogramms! Fiigen Sie eine Regressionsgerade ein und charakterisieren Sie
diese!

b) Berechnen Sie anhand des OLS-Regressionsverfahrens, insbesondere mit Hilfe
der Formeln (6.) und (7.), die Koeffizienten der 6konometrischen Spezifikation
¥, = B,+ B,x,+ € anhand der gegebenen Daten! Interpretieren Sie die Koeffizienten!

¢) Berechnen Sie die Regression nun mit Hilfe eines Tabellenkalkulations- oder Sta-

tistikprogramms! Ist der Koeffizient f3, signifikant zum Niveau 5%? Interpretieren
Sie den Wert es korrigierten GiitemafBes R’!

. Der Zusammenhang zwischen verfiigbarem Einkommen und Konsum

Zur Losung folgender Aufgabe verwenden Sie bitte den Datensatz Aufgabe_2_2_4.x1s

auf der Companion Website. Der Datensatz enthilt Zeitreihendaten der Variablen realer
Konsum und reales verfiigbares Einkommen in Deutschland von 1961 bis 2003.

a) Berechnen Sie fiir beide Zeitreihen die jahrliche Veridnderung der Variable abziig-
lich der durchschnittlichen jahrlichen Verdnderung der Variable!

(Hinweis zur Berechnung:

N

AX, = AX = (% = X_;) (% =%)
=1

- L
N1
N = Zahl der Beobachtungen) Interpretieren Sie die Aussagekraft der beiden
neuen Zeitreihen! Nennen Sie im Folgenden die beiden neuen Zeitreihen ,,Verin-
derung Konsum® und ,,Veridnderung verfiigbares Einkommen*.

b) Stellen Sie die beiden neuen Zeitreihen in einem Streudiagramm dar und fiigen
Sie eine Regressionsgerade ein (,,Verdnderung verfiigbares Einkommen* auf der
x-Achse und ,,Veridnderung Konsum* auf der y-Achse)!

Hinweis: Eliminieren Sie die Werte fiir das Jahr 1991, um Verzerrungen aufgrund
der Wiedervereinigung in Deutschland zu vermeiden. Welche Schlussfolgerung
lasst sich aus der Betrachtung des Streudiagramms ziehen? Kennzeichnen Sie fiir
zwei beliebige Zeitpunkte die Residuen in der Grafik und erldutern Sie, was Sie
unter einem Residuum verstehen!

c) Schitzen Sie mit Hilfe eines Tabellenkalkulations- oder Statistikprogramms eine
Regression mit ,,Verdnderung verfiigbares Einkommen* als exogene Variable und
,,Verdanderung Konsum* als endogene Variable und geben Sie in einer Tabelle die
Werte der Koeffizienten, t-Werte, p-Werte und das korrigierte Giitemall an!
(Hinweis: Ignorieren Sie weiterhin die Werte fiir das Jahr 1991.)

d) Interpretieren Sie das Ergebnis der Regression! Gehen Sie dabei insbesondere auf
den Koeffizienten der exogenen Variable, dessen #- und p-Wert sowie auf das kor-
rigierte Giitemal3 ein!



Losungen zu Kapitel 2

2.1 Mathematische Grundlagen

1. Losen von Gleichungen und Ungleichungen

Losen von Gleichungen

Wie man Gleichungen nach einer Unbekannten auflost, ist [hnen aus Threr Schulzeit
bekannt. Entscheidendes Hilfsmittel sind die so genannten Aquivalenzumformun-
gen, bei denen man auf beiden Seiten einer Gleichung denselben Rechenschritt
durchfiihrt: Zum Beispiel addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert man auf
beiden Seiten mit demselben Term.

Verboten ist dabei natiirlich die Division durch 0. Aufpassen muss man auch bei
beidseitigem Logarithmieren (ist nur fiir positive Werte definiert), Quadrieren
(erweitert die Losungsmenge um den negativen Betrag der eigentlichen Losung)
oder Wurzelziehen (gibt nur das positive Element der Losungsmenge wieder).

a) Lineare Gleichungen

i x=4

ii. x=2

iii. x=-1,5

iv. x=-2

V. x=2+a

vi. x=2+3/p

vii. x+bx=1-0" & x(1+b)=(1+b)(1-b) & x=1-b
b) Nichtlineare Gleichungen

i x=-2/3

ii. Multiplizieren der Gleichung mit 15x, dem kleinsten, gemeinsamen Viel-
fachen der Nenner, und anschlieBendes Auflosen fiihrt zum Ergebnis x = 5.

iii. x=(In5-3)/2
iv. Fallunterscheidung: Fir 5 <0, x, = J-b 3 X, = —\/——b; fiir b > 0 existiert keine
(reelle) Losung.

2
V. x=e -3
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Losungsformel fiir quadratische Gleichungen

Auch die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen (manchmal auch ,,Mitter-
nachtsformel* genannt) ist Ihnen mit Sicherheit aus der Schule bekannt:

Fiir b* —4ac >0 und a # 0 gilt
—b++/b* —4ac

2a
(Fiir b* — 4ac < 0 existiert nur eine Losung mit komplexen Zahlen, die fiir die meisten

okonomischen Probleme irrelevant ist.)

ax® +bx + ¢ =0 genau dann, wenn x =

¢) Quadratische Gleichungen
i. x =3a;x,=-3a
ii. Fallunterscheidung: Fiir 5> 0: x, =23b; x, =—2b. Fiir b<0: Keine (reelle)
Losung.
ii. x,=-3;x,=-4
—1+43 -1-\3
\ = ;_x2 =
2 2
v. x, =-1/a;x, =1/(3a); fiir a = 0 < keine Losung

iv. Xx

Losen von linearen Gleichungssystemen

Gleichungssysteme bestehen aus mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten.
Fiir eine eindeutige Losung bei N Unbekannten benétigt man N (linear unabhéngige)
Gleichungen. Mogliche Losungsverfahren sind das Einsetzverfahren (Auflosen einer
Gleichung nach einer Unbekannten, Einsetzen in alle anderen usw.) oder die Cramer-
sche Regel (siehe unten).

d) Gleichungssysteme
i x=7,y=-3

ii. Lost man die 1. Gleichung nach x auf, erhilt man x =3 -3 y. Substitution in
die 2. Gleichung ergibt 6y =-10+6y +10, was immer erfiillt ist, so dass hier
unendlich viele Losungen existieren. Die Ursache ist, dass die 2. Gleichung
gerade 2-mal der 1. Gleichung entspricht, die beiden Gleichungen also linear
abhdngig sind.

iii. Einsetzen der 2. Gleichung in die 1. Gleichung fiihrt zu -3+2y -2y =1. Diese
Gleichung ist nie erfiillt, so dass keine Losung fiir dieses Gleichungssystem
existiert.

iv. x=1,y=Lz=-

— 17 —19
Vo X=5,V=%

Vi. x=a+2,y=-a+3,z=a-5



2.1 Mathematische Grundlagen

Cramersche Regel

Das Gleichungssystem

ay X, +a,X, +apx; =b 4y 4p 4 || X b
Ay X +apX, +a,, X, =b, kann als | %1 9n 9y | X |= b,
Ay X, +aynX, +aux, = b, a3 Gy 4 | X b,

oder kurz als Ax = B in Matrixschreibweise geschrieben werden.

Definiert man als D, die Matrix, die man aus A erhilt, wenn man die i-te Spalte von

A mit B ersetzt, berechnet sich die Losung von x; als
[D|

X =0
[A]

Losen von Ungleichungen

Ungleichungen werden praktisch analog zu Gleichungen geldst. Der wichtigste
Unterschied besteht in der Notwendigkeit, bei der Multiplikation oder Division mit
einem negativen Term das Ungleichheitszeichen umzudrehen: Aus 1 < 2 wird durch
Multiplikation mit —1 ndmlich —1 > -2!

e) Ungleichungen
. x<5
—-a-2

. x>
iii. Fallunterscheidung (!): Fiir b >0 ergibt sich x <2/b, fiir h<( ergibt sich
x> 2/b und fiir b = 0 keine Losung.

iv. x> 0. Achtung: x* >—1 ist zwar fiir alle x erfiillt, aber wenn Sie die Unglei-
chung mit x multiplizieren und x < 0 ist, @ndert sich das Ungleichheitszeichen
und die entstehende Ungleichung x> < —11ist im reellen Zahlenraum nie erfiillt.

V. xe ] -;-1 [
2. Ableitungen
a) Funktionen einer Variable
i f(x)=3(1-a)x"+4
ii. f/(x)=12-6x’

o 3
iii. f7(x)= (x+1)2
iv. f'(x)=4

vy A +3x7 41
vt (x)_x(2x+l)(x2+l)
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Ableitung und Differentiale

/ af _d .
Die Ableitung einer Funktion y = f(x) wird mit /"(x) = d_f = d—y bezeichnet.
X X

Der Term d y/d x kann dabei auf zwei Arten interpretiert werden, ndmlich als
B konkreter Wert der Ableitung und damit der Tangentensteigung an einer be-
stimmten Stelle x sowie als

B das Verhiltnis zweier Quantititen, der Differentiale dy und dx.

Die zweite Interpretation lédsst sich an Hand des Differenzenquotienten A y/Ax erkld-
ren: Ein bestimmtes A x an einer gegebenen Stelle x resultiert in einer entsprechen-
den Verinderung des Funktionswertes, A y. Da

Ayz(%Z]Ax (1.

X

gilt, kann man A y berechnen, sobald der Differenzenquotient und die Verédnderung
bekannt sind. Wenn man nun die Verdnderung A x infinitesimal klein werden ldsst,
wird auch die Verdnderung des Funktionswertes A y infinitesimal klein und der Dif-
ferenzenquotient A y/A x ist als Ableitung d y/d x schreibbar. Aus (1) wird so

dy = (% jdx = f(x)dx (2))

Abbildung 2.2 verdeutlicht diesen Effekt grafisch: Je kleiner A x, desto mehr nihert
sich B entlang des Funktionsgraphen A an. Dadurch wird die Linge der Strecke BD
immer kleiner und im Grenzwert sind die Punkte B und D identisch. Damit sind im
Grenzwert, d.h. fiir infinitesimal kleine Verdnderungen A x, auch der Differenzen-
quotient und die Ableitung, d.h. die Tangentensteigung, identisch.

A y=f(x)

Abbildung 2.2: Ableitung und Differenzenquotient



