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Vorwort

Die Vorteile der Digitaltechnik sind spédtestens mit der breiten Markteinfithrung
der Compact Disk allgemein nachvollziehbar. Begriindet in der Aussagenlogik und
der darauf aufbauenden Algebra nach George Boole (1815 - 1864) hat diese Technik
inzwischen nahezu alle Bereiche des tdglichen Lebens erobert.

Die in den Anfidngen der Digitaltechnik entwickelten Methoden sind inzwischen
weitgehend in computergestiitzten Werkzeugen (also digital ;-) integriert und Er-
fahrungen aus jahrzehntelanger Entwicklung digitaler Systeme fiillen die Biblio-
theken der Entwurfswerkzeuge. Je komplexer diese Werkzeuge und die mit ihnen
l6sbaren Probleme werden, um so wichtiger ist ein grundlegendes Verstindnis der
Prozesse und Algorithmen, die im Hintergrund der Oberflichen dieser Werkzeu-
ge ablaufen. Das Erzeugen einer Schaltung ist damit wesentlich vereinfacht. Die
Fehler, die gemacht werden kénnen, liegen heute nicht mehr im Schaltungsaufbau
sondern im Entwurf. In der Entwurfsphase muss ein tiefes Verstandnis der Abldufe
vorhanden sein, die z.B. durch eine unterschiedliche Reihenfolge bestimmter An-
weisungen, durch Verwendung von auf den ersten Blick funktionell gleichwertigen
Bibliothekselemente u.d. im Werkzeug ausgeldst werden. Dies ist meist nur durch
intensive Variantenvergleiche und werkzeugspezifische Untersuchungen wie z.B.
in [Hag95] moglich und wird schliefSlich zum Erfahrungsschatz des Entwerfers.
Der sichere Umgang mit der dahinter stehenden Theorie und die detaillierte Kennt-
nis von Entwurfsfallen bietet eine gute Voraussetzung fiir eine kritische Betrach-
tung der Entwurfswerkzeuge und deren optimale Nutzung.

Dieses Buch widmet sich deshalb den Grundlagen des Entwurfsweges digitaler
Systeme unter Verwendung einer einheitlichen Symbolik und erkldrt diese durch
zahlreiche Beispiele und Fallstudien. Besonderer Wert wird dabei auf die Diskus-
sion von Beweggriinden bestimmter Entwurfsentscheidungen gelegt. Die Autoren
stiitzen sich auf eine von Dr. Michael Krapp in den 90er Jahren in [Kra91] beschrie-
bene Entwurfsmethodik und auf eine zehnjahrige Lehrerfahrung an der Techni-
schen Universitdt Ilmenau. Die Skripte zu den Lehrveranstaltungen »Grundlagen
der Technischen Informatik«, »Schaltsysteme« sowie »Entwurf und Validierung komple-
xer digitaler Systeme« und die begleitenden Materialien im Internet dazu bildeten
den Grundstock fiir dieses Buch.

Wir mochten uns an dieser Stelle bei allen Kollegen bedanken, die in diesen Lehr-
prozess integriert sind und ideenreich diese Lehrveranstaltungen mitgestalten. Jah-
relange Erfahrungen der KollegInnen Dr. Elke Hiibel, Dr. Volker Zerbe, Dipl.-Ing.
Wolfram Kattanek, Dipl.-Inf. Rolf Peukert und Dipl.-Ing. Issam Saleh waren uns
dabei eine wertvolle Hilfe. Die im Rahmen der Lehrveranstaltungen durchgefiihr-
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Vorwort

ten Praktika lieferten wichtige Anregungen fiir die Fallstudien. Fiir deren techni-
sche Konzeption und Realisierung danken wir besonders Herrn Dipl.-Ing. Jiirgen
Schmidt.

Des weiteren mochten wir allen Studenten danken, die sich im Verlaufe ihres Stu-
diums mit interessanten Fragestellungen, Recherchen und Arbeiten an Entwurfs-
werkzeugen an der Aufbereitung des Stoffgebietes beteiligt haben. Unser beson-
derer Dank gilt dabei den StudentInnen Gabi Frings, Monika Wuttke und Sven
Hellbach, die durch viele kritische Hinweise zum Manuskript zu dessen Verstand-
lichkeit und Korrektheit beigetragen haben.

Unser Dank gilt auch Frau Dr. Isabel Schneider, die als zustandige Lektorin von
Pearson Education Deutschland dieses Buchprojekt geférdert und begleitet hat.

Nicht zuletzt mochten wir uns bei unseren Familien bedanken, von denen wir wah-
rend der intensiven Arbeitsphasen verstindnisvoll unterstiitzt wurden.

Noch ein Hinweis an unsere Leserinnen: Die zumeist in der médnnlichen Form
gewdhlten personenbezogenen Bezeichnungen gelten selbstverstiandlich fiir beide
Geschlechter. Sie wurden lediglich im Interesse einer einfacheren Lesbarkeit und
eines einheitlichen Schreibstils in der vorliegenden Form verwendet.

Mit unseren hoffentlich zahlreichen Leserinnen und Lesern mochten wir gerne
in Erfahrungsaustausch treten. Bitte teilen Sie uns Ihre Hinweise, Anregungen
und Kritiken tiber die genannten E-Mail-Adressen mit. Wir werden auf unseren
Autoren-Webseiten [WHO02a] diesen Kontakt pflegen und die Ergebnisse dort ver-
offentlichen. Weiterhin mochten wir Sie ermuntern, unsere Applet-Sammlung in-
tensiv zu nutzen und ggf. durch eigene Ideen zu bereichern.

Ilmenau, Heinz-Dietrich Wuttke
im November 2002 dieter.wuttke@tu-ilmenau.de

Karsten Henke
karsten.henke@tu-ilmenau.de



Einleitung

Der Entwurf digitaler Systeme bedient sich einer Reihe klassischer Methoden und
Theorien, deren Kenntnis zum Kernwissen der Technischen Informatik und Infor-
mationstechnik gezdhlt werden kann. Diese Methoden sind weitgehend in Werk-
zeugen implementiert, die in der Entwurfspraxis breite Anwendung finden. Trotz-
dem oder gerade deswegen ist es erforderlich, diese Methoden in ihrem Wesen
zu verstehen. Nur so konnen Entwurfsentscheidungen sachkundig getroffen wer-
den. Newsgroups, in denen Entwurfingenieure ihr Wissen austauschen, beschéf-
tigen sich immer wieder mit grundlegenden Fragen wie z.B. dem zeitlichen Re-
gime der realisierten Implementierungen und zeigen, dass das Thema von grofier
praktischer Relevanz ist. Davon soll auch die im Kapitel 1 gegebene Einfiihrung
iiberzeugen und einige Verwendungstipps zum Buch geben. Im Buch wird eine ge-
schlossene Darstellung des Entwurfsweges, basierend auf einer formalen Beschrei-
bung, anhand zahlreicher Beispiele und Fallstudien vorgenommen. Anliegen ist es,
beginnend bei den fiir den Entwurfsweg relevanten mathematischen Grundlagen
ein durchgingiges Instrumentarium an Begriffen, Beschreibungsweisen und Me-
thoden zu vermitteln, das schrittweise eingefiihrt wird und von den Grundlagen
bis zu speziellen Problemen des Entwurfes in allen Kapiteln angewendet wird.

Die fiir die formale Beschreibung notwendigen mathematischen Grundlagen wer-
den den Kapiteln, die sich mit dem Entwurf digitaler Systeme beschiftigen, in
Kapitel 2 vorangestellt. Um ein Verstdndnis mathematisch exakter Definitionen
beim Leser zu erzeugen, wird eine kurze Einfithrung in die Aussagen- und Pradi-
katenlogik gegeben mithilfe derer grundlegende Definitionen der Mengentheorie
dargestellt werden. Diese dient als Voraussetzung fiir das Verstdndnis von Rela-
tionen und Abbildungen, die einen weiteren Schwerpunkt dieses Kapitels bilden.
Beispiele und Aufgaben aus dem Alltag begleiten dieses einfithrende Kapitel.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit dem Entwurf kombinatorischer Schaltungen. Dabei
wird systematisch der Weg von einer funktionellen Beschreibung mittels Boole-
scher Mengenalgebra und Boolescher Ausdrucksalgebra bis hin zur Struktursyn-
these verfolgt. Am Anfang werden deshalb zunédchst die formalen Grundlagen fiir
eine funktions- und strukturorientierte Beschreibung digitaler Systeme geschaffen.
Die Boolesche Mengenalgebra, welche mehr fiir eine funktionsorientierte Beschrei-
bung geeignet ist, wird der Booleschen Ausdrucksalgebra gegeniibergestellt. Es
wird gezeigt, wie mithilfe der Wertfunktion eine Darstellungsweise in die ande-
re liberfithrt werden kann und wie partielle Unbestimmtheiten in beiden Alge-
bren notiert werden konnen. Fiir ein tiefer gehendes Verstindnis dieses komple-
xen Zusammenhanges steht im Internet ein Lernmodul bereit, welcher Eingaben
in beiden Algebren gestattet und die Auswirkungen in der jeweils anderen Alge-
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bra korrespondierend berechnet und visualisiert. So kénnen einerseits die Beispie-
le aus dem Buch nachempfunden, andererseits aber auch eigene Beispiele erprobt
werden. Darauf aufbauend werden Regeln fiir die Umformung unter Beachtung
partieller Unbestimmtheiten eingefiihrt, die fiir die Behandlung praxisorientierter
Beispiele von besonderer Bedeutung sind. Mithilfe verschiedener Minimierungs-
verfahren, die vorgestellt und miteinander verglichen werden, lassen sich verein-
fachte, strukturorientierte Gleichungen herleiten, die sich letztlich in eine digitale
Schaltungsstruktur aus gekoppelten Modulen iiberfiihren lassen. Diese Uberfiih-
rung in eine Schaltungsstruktur wird — ausgehend von der Realisierung kleinerer
Schaltungen mit Standardgattern — anhand verschiedener Realisierungsmoglich-
keiten unter Verwendung komplexer kombinatorischer Strukturen und program-
mierbarer Logik diskutiert. Konkrete Fallbeispiele runden dieses Kapitel ab.

Kapitel 4 widmet sich der Analyse kombinatorischer Schaltungen. Ausgehend von
der Schaltungsstruktur wird die Herleitung der Funktion beschrieben. Besonde-
rer Wert wird dabei auf die Analyse dynamischer Probleme gelegt, die bei der
praktischen Realisierung digitaler Schaltungen infolge technologiebedingter Si-
gnalverzogerungen entstehen konnen. Méglichkeiten der Vermeidung derartiger
unerwiinschter Laufzeiteffekte (Hasards) und deren Bedeutung fiir den Entwurf
sicherheitskritischer Systeme werden exemplarisch erortert. Auch hier erfolgt ein
Verweis auf Lernmodule im Internet, mit deren Hilfe der Leser eigene Untersu-
chungen durchfiihren kann und so zu weiteren Erfahrungen beim Umgang mit der
Problematik gelangt.

Kapitel 5 zeigt in einem einfiithrenden Beispiel die Grenzen der in den vorangegan-
genen Kapiteln eingefithrten Beschreibungsmittel und leitet daraus systematisch
die Beschreibung sequentieller Funktionen und Strukturen ab. Grundlage hierfiir
bildet die Theorie endlicher Automaten. Unterschiede zwischen verschiedenen Au-
tomatenmodellen und Darstellungsweisen sowie die schaltungstechnischen Kon-
sequenzen, die sich daraus ergeben, sind dabei von besonderer Bedeutung fiir das
Verstandnis der Ausfithrungen in den folgenden Kapiteln. Es wird zwischen Moore-
und Mealy-Automaten, Zustands- und Automatengraphen aber auch zwischen
graphorientierten Zustands- und realisierungsorientierten z-Gleichungen unter-
schieden. Die Vorteile der Einbeziehung von nichtdeterminierten Eingangs- und z-
Variablenbelegungen in die einzelnen Notationsformen werden herausgearbeitet.
Anhand von Aufgabenstellungen kann der Leser seinen Wissensstand iiberpriifen.

Das 6. Kapitel setzt sich mit der Synthese sequentieller Schaltungen auseinander
und baut dabei auf den Kenntnissen zur Synthese kombinatorischer Schaltungen
auf. Detaillierte Kenntnisse zeitlicher Randbedingungen, die in diesem Kapitel ver-
mittelt werden, helfen bei der Auswahl geeigneter Flip-Flops und fiihren zu siche-
ren Losungen. Mit der dargestellten Klassifizierung von Flip-Flop-Typen und ihrer
automatentheoretischen Beschreibung sind komplizierte interne Abldufe gut nach-
vollziehbar. Die praktische Realisierung sequentieller Schaltungen wird anhand
von Beispielen sowohl fiir asynchrone, als auch fiir synchrone und programmier-
bare Strukturen gezeigt. Besondere Beachtung gilt den Fallstudien dieses Kapitels,
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da hier sehr ausfiihrlich auf Beweggriinde eingegangen wird, die zu bestimmten
Entwurfsentscheidungen fiihren. Erfahrungsgemaf ist dieser kreative Prozess der
schwierigste, aber bedeutungsvollste, da die weiteren Schritte weitestgehend algo-
rithmisch beschreibbar und damit in entsprechende CAD-Tools implementierbar
sind.

Kapitel 7 gibt einen kurzen Uberblick iiber die Analyse sequentieller Schaltungen.
Dabei wird auf Beschreibungsmethoden und Erkenntnisse aus Kapitel 4 zurtickge-
griffen. Es wird gezeigt, wie aus einer sequentiellen Struktur mithilfe der Schnitt-
methode Automatengraphen erzeugt werden kénnen, die das Verhalten der Schal-
tung detailliert beschreiben. Eine Analyse dieser detaillierten Verhaltensbeschrei-
bung zeigt, dass eine Reihe von instabilen Zustdnden auftreten kdnnen, die sich je-
doch nicht immer auf den Ausgang der Schaltung auswirken. In diesem Fall kann
man eine Abstraktion des Automatengraphen vornehmen, der das an der Schnitt-
stelle gezeigte Verhalten vollstdndig beschreibt.

Die Realisierung paralleler Automaten ist von hoher praktischer Relevanz, da auf
diese Weise komplexe Systeme beherrschbar werden. Die in diesem abschliefsen-
den 8. Kapitel diskutierten Methoden sollen dem Leser einen Uberblick zu den in
parallelen Systemen auftretenden Problemen und deren Erkennung bzw. Vermei-
dung geben. Analysemethoden, mit deren Hilfe bestimmte Eigenschaften paralle-
ler Systeme {iiberpriift werden kénnen, sind ebenfalls Gegenstand dieses Kapitels.
Von besonderer Bedeutung sind dabei Synchronisations- und Blockierungssitua-
tionen, die sich systematisch mithilfe von Modelcheckern ermitteln lassen. Weitere
Beschreibungs- und Verifikationsmethoden werden ebenfalls kurz vorgestellt und
sollen Anregungen fiir weitergehende Literaturstudien geben.

Die im Internet zur Verfiigung stehenden Lernmodule werden im Anhang kurz
vorgestellt und laden den Leser zu eigenen Experimenten ein.

Als Orientierungshilfe ist ein umfangreiches Stichwort- und Symbolverzeichnis
sowie ein Glossar zu den wichtigsten Begriffen im Anhang enthalten.
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Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel findet der Leser eine Zusammenfassung von Definitionen und
formalen Hilfsmitteln, die fiir das Verstdndnis der im Weiteren benutzten Symbo-
lik vorausgesetzt werden. Der in den Grundlagen der Mengenlehre und Aussa-
genlogik erfahrene Leser kann dieses Kapitel iiberspringen und im Bedarfsfall auf
einzelne Erlduterungen anhand des Stichwortverzeichnisses zuriickgreifen.

2.1 Aussagen und Pradikate

2.1.1 Aussagen

Wir bedienen uns bei der Definition von formalen Sachverhalten zur Erlduterung
des Entwurfsweges digitaler Systeme hdufig der Aussagen- und Pradikatenlogik
sowie der Mengenlehre. Hier folgt nun eine kurze Zusammenfassung und Erkla-
rung entsprechender Definitionen:

Eine Aussage ist ein Satz zur Beschreibung eines Sachverhaltes, dessen Wahrheits-
gehalt unabhédngig von Zeit und Ort eindeutig den Werten »wahr« oder » falsch«
zugeordnet werden kann.

»7 ist durch 3 teilbar«

ist z. B. eine Aussage mit dem Wahrheitswert » falsch«, wihrend die Aussage

»Montag ist ein Wochentag«

eindeutig als »wahr« bestimmt werden kann. Zur Ermittlung des Wahrheitswertes
miissen wir tiberpriifen (kénnen), ob die in der Aussage formulierte Eigenschaft
(»ist durch 3 teilbar«, »ist Dienstag«) auf das Subjekt (»7«, »Montag«) zeit- und orts-
unabhéngig zutrifft.

»Morgen ist Dienstag«

ist dementsprechend keine Aussage, da der Wahrheitsgehalt nur zeitabhidngig be-
stimmt werden kann.

Aussagen und/oder deren Bestandteile konnen auch durch Symbole ersetzt wer-
den und bilden so die Grundlage formaler Definitionen und Beschreibungen.
Nachfolgend wird diese Symbolik schrittweise eingefiihrt und allgemein definiert.
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Aussagenvariable Def. (2.1)

A, B, ... sind Symbole fiir Aussagen.

Elementare Aussagen Def. (2.2)
beschreiben jeweils eine Eigenschaft (Pradikat) p,q,... eines Individuums
Zo, 1, ... aus einem bestimmten Individuenbereich {xg, z1,...}.

z.B.: zp hat die Eigenschaft p.

Aussagenlogische Ausdriicke Def. (2.3)

sind syntaktisch folgendermafien induktiv definiert:

1. Wahrheitswerte w und f sind Ausdriicke,
2. Aussagenvariablen A, B, . .. sind Ausdriicke,

3. wenn A und B Ausdriicke sind, so sind auch 4, (4 A B), (A V B), (A — B)
und (A < B) Ausdriicke,

4. andere Zeichenketten sind keine aussagenlogischen Ausdriicke.

Zusammengesetzte Aussagen Def. (2.4)

werden mithilfe aussagenlogischer Ausdriicke gebildet.

Den Wahrheitswert aussagenlogischer Ausdriicke ermittelt man, indem man
schrittweise die Symbole der elementaren Aussagen durch ihre Wahrheitswerte er-
setzt und die verbleibenden Werte geméf: Tabelle 2.1 unter Beachtung der Klam-
merung iterativ zu einem neuen Wert verkniipft.

Zur Vereinfachung der Schreibweise aussagenlogischer Ausdriicke kénnen Klam-
mern dort weggelassen werden, wo folgende Prioritdtsskala eindeutig die Reihen-
folge der Verkniipfung regelt:

Negation )
Konjunktion ()
Disjunktion (V)
alle weiteren




2.1 Aussagen und Pradikate

Tabelle 2.1 Wahrheitswerte zusammengesetzter Aussagen
Negation = Konjunktion Disjunktion Implikation Aquivalenz
An_icht Bn_icht Aund B A oder B wenn A, dann B A genau dann, wenn B
A B A B ANB AV B A—B A< B
ff w w f f w w
f w w f f w w f
w f| f w f w f f
wow f f w w w w

So kann beispielsweise (((AV B) AC)V (C A D)) auch als (AV B)YACV CAD
geschrieben werden, da die Konjunktion (A) eine hohere Prioritdt besitzt als die
Disjunktion (V).

Bild 2.1 zeigt am Beispiel des Ausdrucks A V B A C die Gefahren, die bei falscher
Anwendung der Prioritatenregel entstehen konnen.

Bild 2.1 Prioritdtenregel am Beispiel AV (B A C)
richtige Anwendung falsche Anwendung
der Prioritatenregel der Prioritatenregel
Beispiel AV (BAC) (AVB)AC
A=w
B=w wV(wAw)=wVw=w (wVw)Aw=wAw=w
C=w
A=w
B=uw wV(wAf)=wV f=w wVw)Af=wAf=Ff
cC=f

Wir verzichten an dieser Stelle auf eine exakte Definition einer Algebra fiir die Aus-
sagenlogik, da diese analog der in den Abschnitten 3.1 und 3.2 diskutierten Alge-
bren vorgenommen werden kann und fiihren weitere Umformungsregeln intuitiv
ein. Wie man durch Ermittlung der Wahrheitswerte leicht iiberpriifen kann, gelten
folgende, bei der vergleichenden Betrachtung aussagenlogischer Ausdriicke niitz-
liche Aquivalenzen:

A— B istadquivalentmit AV B (2.1)
A+ B istdquivalentmit (AAB)V(AAB) (2.2)
ANB ist aquivalent mit AV B (2.3)

AV B ist dquivalent mit ~ AA B (2.4)
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Am Ende der Ausfithrungen zum Thema »Aussagen« mochten wir noch auf drei
spezielle Formen aussagenlogischer Ausdriicke hinweisen, die dem interessierten
Leser im Zusammenhang mit den Grundlagen der Kiinstlichen Intelligenz wieder
begegnen werden [Kna93].

Kontradiktion Def. (2.5)

ist ein aussagenlogischer Ausdruck, welcher nach Zuweisung beliebiger Werte
zu Aussagevariablen immer den Wert f hat.
Beispiele:

ANA
ANf
(A— B)A(ANAB)

Tautologie Def. (2.6)

ist ein aussagenlogischer Ausdruck, welcher nach beliebiger Wertzuweisung
zu Aussagenvariablen immer den Wert w hat.
Beispiele:

AV A
AVw
(A-B)VA

HORN-Klauseln Def. (2.7)

sind aussagenlogische Ausdriicke der Form:
AiNASN...NA, > B »Regel«

w— B »Fakt«

Sie bilden die Grundlage fiir Wissensbasen der Kiinstlichen Intelligenz.

2.1.2 Pradikate

Pradikate sind uns bereits als Bestandteile von Aussagen bekannt, konnen aber
unter bestimmten Bedingungen auch zur Definition einer eigenstdndigen Algebra
genutzt werden.



2.1 Aussagen und Pradikate

Priidikat Def. (2.8)

ist der Teil einer Aussage, der eine klassifizierende Eigenschaft beinhaltet. Pra-
dikate kénnen ebenfalls durch Symbole dargestellt werden.

Analog der Vorgehensweise bei der Beschreibung der Aussagenlogik werden wir
die Pradikatenlogik auch nur intuitiv diskutieren und so weit einfiihren, wie sie
fiir das Verstdndnis der weiteren Ausfithrungen notwendig ist. Der interessierte
Leser sei fiir weitere Ausfithrungen zu diesem Thema auf [Kna93] verwiesen. Wir
bendtigen pradikatenlogische Ausdriicke fiir die Definition formaler Regeln im
Entwurfsweg digitaler Systeme. Mithilfe pradikatenlogischer Ausdriicke lassen
sich abhingige Aussagen formulieren, deren Wahrheitswert erst ermittelt werden
kann, wenn diese Abhéngigkeit beseitigt ist. Abhdngigkeit in diesem Zusam-
menhang bedeutet, dass das Subjekt (das »Individuum«) der Aussage durch eine
Variable (das »Individuensymbol«) ersetzt wurde und somit der Wahrheitswert
der Aussage vom Wert der Variablen abhingig ist. Ersetzt man z.B. die Zahl »7«
im einfithrenden Beispiel durch eine Variable z, so lautet die abhéngige Aussage:

»x ist durch 3 teilbar«.

Ersetzt man das Pradikat durch ein Symbol, z.B. »p«, so kann man obige abhingige
Aussage verkiirzt als »p(z)«! schreiben. Legt man den Wert der Variablen z als die
Zahl »7«fest, erhdlt man wieder die urspriingliche Aussage mit dem Wahrheitswert
» falsch«; setzt man fiir x hingegen die Zahl »6« ein, erhélt die so entstandene Aus-
sage den Wahrheitswert »wahr«. Von Interesse ist hier neben dem Pradikat auch
die Menge moglicher Werte (der »Individuenbereich«), die die Variable annehmen
kann.

Abhingige Aussagen Def. (2.9)

bestehen aus Individuensymbolen und Préadikaten. Der Wahrheitswert abhan-
giger Aussagen (z.B. p(z), ¢(y),...) kann erst bestimmt werden, wenn die In-
dividuensymbole (z.B. z,y, ...) durch konkrete Individuen eines Individuen-
bereiches ersetzt werden.

Tabelle 2.2 enthélt einige Beispiele fiir derartige abhéngige Aussagen.

Abhéngige Aussagen sind eine Form pradikatenlogischer Ausdriicke. Dartiber hin-
aus konnen pradikatenlogische Ausdriicke durch Einbeziehung von Quantoren
(auch als einstellige Junktoren bezeichnet) und Termen gebildet werden.

Quantoren haben einen durch Klammern ( ) eingegrenzten Wirkungsbereich und
legen in diesem fest, ob ein entsprechendes Préddikat p fiir alle Individuen = (All-

L Sprich: »Es gilt p von x«, was so viel bedeutet wie »x hat Eigenschaft p«

19



20

Kapitel 2 — Mathematische Grundlagen

Tabelle 2.2 Beispiele flir abh&ngige Aussagen

abhingige Aussage Individuenbereich von x, y

p(x) x ist durch 3 teilbar  natiirliche Zahlen
q(y) y ist ein Wochentag alle Wochentage

r(z,y) «istStudentiny z ... alle Einwohner Thiiringens

y = {Ilmenau, Jena, Weimar}

quantor V) gelten soll oder ob mindestens ein Individuum z im Wirkungsbereich
existieren (Existenzquantor J) soll, fiir das das Pradikat p gilt. Ersteres wiirde sym-
bolisch durch Vz (p(z)) und Letzteres durch 3z (p(z)) ausgedriickt.

Zum besseren Verstdndnis der Sprechweise derartiger Ausdriicke folgen hier einige

weitere Beispiele:

(a) Tz (r(m))

(®)  Vy(s(y))

() Vz (r(a:) )

) Jy(s)

(€ Vydz(t(z,y))

(fy Fyvz (r(m) — s(y))

es existiert (mindestens) ein Element im Individuen-
bereich von z, fiir das gilt, das Pradikat r ist fiir =
wahr (fur r(z) sprich: »r von z«).

fiir alle Elemente des Individuenbereiches von y gilt,
die Aussage s(y) ist wahr;

es gilt nicht, dass fiir alle Elemente aus dem Individu-
enbereich von z r(z) nicht wahr ist — gleicher Sach-
verhalt wie unter (a);

es gibt kein y, fiir das s(y) nicht wahr ist — gleicher
Sachverhalt wie unter (b);

fiir alle Elemente des Individuenbereiches von y exis-
tiert (mindestens) ein Element aus dem Individuen-
bereich von z, fiir welches gilt, dass ¢(x,y) wahr ist;

es existiert (mindestens) ein Element im Individuen-
bereich von y, fiir das gilt, dass fiir alle Elemente des
Individuenbereiches von x die Implikation r(z) —
s(y) (sprich: »aus r(z) folgt s(y)«) wahr ist.



2.1 Aussagen und Pradikate

Die in diesen pradikatenlogischen Ausdriicken verwendeten Operatoren ent-
sprechen denen der Aussagenlogik. In allen gezeigten Beispielen fiir pradika-
tenlogische Ausdriicke kommen die Individuensymbole 2 und y gebunden vor,
da sie im Wirkungsbereich des Allquantors ¥V bzw. des Existenzquantors 3 stehen.
Pradikatenlogische Ausdriicke, in denen nur gebundene Individuensymbole
vorkommen, stellen Aussagen dar. Schliefit der Wirkungsbereich der Quantoren
nicht alle Variablen vollstindig ein, z.B.

Vy3z (t(z,y)) A p(y),

so sind die auflerhalb des Wirkungsbereiches liegenden Variablen frei und der pra-
dikatenlogische Ausdruck ist eine abhidngige Aussage.

Pradikate kénnen auch n-stellig sein und {iber n-stelligen Funktionen definiert wer-
den. Nachfolgende Definitionen beschreiben diesen Sachverhalt ausgehend von ei-
ner Termdefinition rekursiv. Damit schlie3t der kurze Uberblick zu Aussagen und
Pradikaten, die grundlegend fiir das Verstdndnis und die Lesbarkeit nachfolgender
Definitionen sind.

Term Def. (2.10)
Es gilt:
1. Die Wahrheitswerte w und f und alle Individuensymbole z, . . . sind Terme;

2. wenn g ein n-stelliges Funktionssymbol ist und 4, ..., ¢, Terme sind, so ist
auch g(t1,...,t,) ein Term;

3. andere Terme existieren nicht.

Elementarausdruck Def. (2.11)

Es gilt:

1. Wenn p ein n-stelliges Pradikatensymbol und ¢i, ..., ¢, Terme sind, so ist
auch p(t, ..., t,) ein elementarer Ausdruck;

2. wenn t; und t» Terme sind, so ist auch ¢; = t» ein elementarer Ausdruck.
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Pridikatenlogischer Ausdruck Def. (2.12)
Es gilt:

1. Jeder Elementarausdruck ist Ausdruck;

2. sind A und B Ausdriicke, so sind auch A, ANB,AVB,A - Bund A < B
Ausdriicke;

3. wenn A(z) Ausdruck und z ein in A(z) vorkommendes Individuensymbol
ist, wobei in A(zx) keine Symbolfolge der Art Vx oder 3z vorkommt, so sind
auch Yz A(x) oder 3z A(zr) Ausdriicke;

4. nur die nach (1) bis (3) gebildeten Zeichenreihen sind pradikatenlogische
Ausdriicke.

2.2 Mengen, Relationen, Abbildungen

Die in Abschnitt 2.1 eingefithrten Aussagen tiber Individuen eines bestimmten In-
dividuenbereiches, die sich durch eine gemeinsame Eigenschaft p von anderen In-
dividuen des gleichen Individuenbereiches unterscheiden, unterteilen den Indivi-
duenbereich in zwei Teile: einen Teil, fiir den die Eigenschaft zutrifft (»gilt«, »wahr«
ist) und einen, fiir den sie nicht zutrifft.

2.2.1 Mengen

Im Sinne der intuitiven Mengenlehre bezeichnet man die Individuen als »Elemen-
te«, den Individuenbereich als »Grundmenge M «, den Teil des Individuenbereiches,
fiir den die Aussage wabhr ist, als die durch diese Aussage definierte »Menge B«
und den anderen Teil als »Komplementmenge B«.

An dieser Stelle wird deutlich, dass Aussagenlogik und Mengenlehre zwei un-
terschiedliche Sichtweisen zur Definition von Sachverhalten darstellen. Wéahrend
in der Aussagenlogik die Ermittlung des Wahrheitswertes der Aussagen das Ziel
der definierten Operationen ist, sind die Operationen der Mengenlehre auf die
Zugehorigkeit von Elementen zu Ergebnismengen gerichtet. Wir werden auf die-
sen Zusammenhang in Kapitel 3 bei der Einfiihrung der Booleschen Mengen- und
Ausdrucksalgebra zuriickkommen. Hier sollen zundchst die grundlegenden Defi-
nitionen der Mengenlehre zusammengestellt werden. Fiir eine moglichst kompakte
Darstellungsweise bedienen wir uns dabei der im vorigen Abschnitt eingefiihrten
Schreibweise fiir Aussagen und Pradikate. Fiir die Definition von Mengen gibt es
unterschiedliche Schreibweisen.
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Menge Def. (2.13)

Eine Menge ldsst sich definieren unter Verwendung von:

entweder Aussagen: Vb(b € B > pg(b)) sprich: Fir alle b gilt: b ist Element
der Menge B genau dann, wenn
pr(b) gilt (d.h. die Aussage »Fiir b
gilt pp(b)« ist wahr).

oder Pradikaten: B = {blpp(b)} sprich: B ist die Menge aller b mit
der Eigenschaft pp (b).
oder Aufzéihlungen: B = {bo, bi,..., bm—l} sprich: B ist die Menge der m Ele-

mente bg bis by, 1.

Nachfolgende Zusammenfassung der wichtigsten Begriffe und Beziehungen der
Mengenlehre werden wir im Verlauf der weiteren Erkldrungen voraussetzen. Der
in dieser Thematik ungetibte Leser sollte daher um das Verstindnis der zugeho-
rigen Aufgaben bemiiht sein und sich die formalen Definitionen anhand einfacher
Beispiele verdeutlichen. Zum tieferen Verstdndnis ist es dabei immer niitzlich, auch
Gegenbeispiele zu finden, die die formulierten Eigenschaften nicht besitzen. Auf
diese Weise kann man sich beispielsweise verdeutlichen, dass zu einem Mengen-
produkt (2.23) alle geordneten Paare von Elementen gehoren, deren erste Kompo-
nente aus der links vom Operationszeichen stehenden Menge stammen und deren
zweite Komponente Element der rechts neben dem Operationszeichen stehenden
Menge sein miissen. Alle anderen bildbaren Paare, in denen beispielweise nur Ele-
mente aus einer der beiden Mengen vorkommen oder die in ihrer Reihenfolge ver-
tauscht sind, gehdren nicht zum Kreuzprodukt.

Mengenmiichtigkeit  |B| = m <+ B enthélt m Elemente (2.5)
die leere Menge 0; 191=0 (2.6)
Teilmenge (BCC)« (W(beB—beC)V(B=10) (2.7)
echte Teilmenge (BCC)« (Ib(be BAbe C)AVb(be B—beC)) (2.8)
Potenzmenge P(B)={C|CCB} (2.9)

Mengengleichheit (B=C) + (Vb(be B+ be () (2.10)
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Mengenvereinigung  BUC = {b|be BVbe C} (2.11)

allgemein U U (2.12)

Mengenschnitt BnC={b|beBAbeC} (2.13)

m m—1
allgemein (\Bi= () BiN Bm (2.14)

i=1 i=1

Mengendifferenz C\B={b|beCAbeE B} (2.15)

Komplement B=M\B (2.16)
Komplement der Menge B bzgl. der Grundmenge M

disjunkte Mengen B disjunkt C' <> 3b(b € BAbe C) bzw. BNC =0 (2.17)

Partition Fur II(B) C P(B) gilt: (2.18)
1. 0 ¢ TI(B) (2.19)
2. VO, Cs € H(B)(c1 £Cy =0 NGy = w) (2.20)
3. U 0 B (2.21)

C;eT(B

n-Tupel L=[lp_1,lp—2,...,1l) (geordnete Menge) (2.22)

Mengenprodukt BxC ={[bc|be BAceC} (2.23)

(Kreuzprodukt) B x C  (sprich: »B kreuz C«)

Mengenpotenz B"=B™'xB mit B'=B (2.24)

In Bild 2.2 sind einige Beispiele zu Mengenoperationen in der Darstellung als Men-
gendiagramm (in der Literatur auch als VENN-Diagramme bezeichnet) angege-
ben. Die Ergebnismenge ist jeweils grau hinterlegt.
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Bild 2.2 Mengenoperationen, dargestellt durch VENN-Diagramme

BuCuD BnCnD

BU(BNCO) Bn(BUCO)

€0 60
0 < t0s

Geordnete Mengen bilden den Ausgangspunkt einer weiteren Kategorie forma-
ler Beschreibungsmoglichkeiten, mit denen Beziehungen zwischen Elementen der
gleichen Menge ausgedriickt werden konnen.

2.2.2 Relationen

Elemente einer Menge kdnnen in einer Beziehung (Relation) zueinander stehen, an-
hand derer sie geordnet werden kdnnen. So kann man z.B. mithilfe der »grofier-
gleich-Relation« (>) fiir beliebige endliche Mengen von natiirlichen Zahlen eine
Reihenfolge (»Ordnung«) der Zahlen innerhalb der Mengen festlegen. Da bei die-
ser Relation jeweils zwei Elemente betrachtet werden, spricht man von zweistelli-
gen Relationen. Dementsprechend gibt es natiirlich auch drei-, vier- und allgemein
n-stellige Relationen. Ein Beispiel fiir eine dreistellige Relation im Bereich der na-
tiirlichen Zahlen wére die Relation sum(a, b, c) mit der Interpretation a + b = c.
Ihr wiirden alle 3-Tupel angehoren, die als drittes Element die Summe der beiden
ersten Elemente enthalten.

25



26

Kapitel 2 — Mathematische Grundlagen

n-stellige Relationen Def. (2.14)

R CB", Vi(te R+ teB"Ar(t)

Relationen kénnen in Prafix-Notation, bei der das Relationssymbol (z.B. » sum«) vor
den Elementen steht, oder in Infix-Notation, bei der Relationssymbole zwischen den
Elementen stehen (z.B. a > b), dargestellt werden.

Fiir unsere weiteren Betrachtungen sind nur zweistellige Relationen und bestimm-
te Eigenschaften dieser Relationen von Interesse. Die Eigenschaften bestimmen in
ihrem Zusammenwirken die Art der Ordnung, die durch die Relation erzeugbar
ist. Bevor wir darauf eingehen, sollen die Eigenschaften zunichst definiert werden.

Firr € R mit R C B?; b,c,d € Bgilt?:

Reflexivitit Vb(br b) (2.25)
Irreflexivitit Vb (brb) (2.26)
Transitivitit Vb,c,d(brc A crd — brd) (2.27)
Symmetrie Vb,c(brec — crb) (2.28)
Antisymmetrie  Vb,c(brec A crb — b=c) (2.29)
Asymmetrie Vb, c(brc — crb) (2.30)
Linearitit Vb,c(br e V crb) (2.31)
Konnexitit Vb,c(bre Vb=cV crb) (2.32)

Zum besseren Verstiandnis konnen die Eigenschaften zusétzlich grafisch in so ge-
nannten Relationsgraphen dargestellt werden. Kreise (»Knoten«) in diesem Gra-
phen reprasentieren unterschiedliche Elemente, Pfeile (»gerichtete Kanten«) zeigen
an, dass der jeweilige Knoten mit dem anderen in der betrachteten Relation steht.
Die Eigenschaften spiegeln sich in den jeweils moglichen Kanten wider. Anhand
der Beispielrelationen kann sich der Leser gewiss recht schnell von der Giiltigkeit

2 Infixnotation: brc sprich »bist in Relation r zu c«
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und Zweckmafiigkeit dieser Darstellung tiberzeugen. Bild 2.3 fasst die Eigenschaf-
ten transitiver Relationen anhand von Beispielen zusammen:

Bild 2.3 Relationsgraphen transitiver Relationen

symmetrisch antisymmetrisch

linear

reflexiv

1V

flex

1rre

Eigenschaft nicht giiltig

— — — Eigenschaft giiltig

Der Wirkungsbereich der Eigenschaften erstreckt sich jeweils iiber die gestrichelten
Linien hinaus in waagerechter (z.B. reflexiv von links nach rechts) bzw. senkrechter
(z.B. symmetrisch von oben nach unten) Richtung bis zur nidchsten durchgezoge-
nen Linie. So hat z.B. die Relation » <« die Eigenschaften transitiv, irreflexiv, asymme-
trisch und konnex. Eine zweistellige Relation heisst Halbordnungsrelation, wenn sie
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Eine Halbordnungsrelation heisst Ord-
nungsrelation, wenn sie linear ist.

2.2.3 Abbildungen

Abbildungen beschreiben die Zuordnung von Elementen nach bestimmten Re-
geln. Man unterscheidet die Abbildungsarten u.a. danach, ob die Elemente zu un-
terschiedlichen Mengen gehoren, ob alle Elemente genutzt werden, ob jedes Ele-
ment genau einem anderen Element zugeordnet ist usw. Wir wollen hier einen
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Uberblick iiber die wesentlichen, fiir das Verstindnis der im Buch verwendeten
Formalismen notwendigen Abbildungsarten geben.

Abbildung A Def. (2.15)

A= {[b,c] ‘ [b,c] € B x C/\pA([b,C])}

Allen gemeinsam ist, dass ein oder mehrere Elemente der einen Menge (Vorbe-
reich) einem oder mehreren Elementen der anderen Menge (Nachbereich) zugeord-
net werden. Vor- und Nachbereich miissen dabei nicht unbedingt unterschiedliche
Mengen sein. Ergebnis einer Abbildung ist im einfachsten Fall eine Menge von (ge-
ordneten) Paaren, deren erste Komponente dem Vorbereich und deren zweite Kom-
ponente dem Nachbereich angehort. Somit lassen sich Abbildungen als Teilmengen
des kartesischen Mengenproduktes (Kreuzprodukt) von Vor- und Nachbereich der
Abbildung definieren, die eine bestimmte gemeinsame Eigenschaft (Pridikat) besit-
zen.

Bild 2.4 zeigt anhand zweier Mengen, welche Elemente (zweistellige) Abbildungen
prinzipiell enthalten kénnten.

Bild 2.4 Mégliche Zuordnungen von Elementen zweier Mengen

Die nachfolgenden Definitionen schrianken diese Moglichkeiten durch die Spezi-
fikation entsprechender Eigenschaften ein und beschreiben damit spezielle Abbil-
dungen. Eine solche einschrdankende Eigenschaft konnte z.B. sein, dass jedem Ele-
ment der Menge B genau ein Element der Menge C' zugeordnet sein muss. Einzig
zuldssiges Paar aus Bild 2.4 wire dann [b, c4], alle anderen eingezeichneten Zu-
ordnungen verletzen diese Eigenschaft. Die weiteren Elemente dieser Abbildung
miissten als Paare gebildet werden, die die iibrigen Elemente von B (b - - - b4) als
erste Komponente enthalten. Notieren wir diesen Sachverhalt mithilfe der im vo-
rigen Abschnitt kennen gelernten Schreibweise, ist die Uberlegenheit einer for-
malen Notationsweise gegeniiber der verbalen Beschreibung offensichtlich. Mit



2.2 Mengen, Relationen, Abbildungen

be B, ce (C,de Cundc # dist die oben beschriebene Abbildung A definiert

durch?:

A:“mﬂmdeAéimmm;@}

Im Folgenden werden spezielle Abbildungen formal definiert und — soweit moglich
— grafisch veranschaulicht.

Vorbereich (V')

Nachbereich (N)

partielle Abbildung

Funktion (F)

Boolesche Funktion

Operation (O)

1/@4)::{b‘3c(w,4 e.A)} (2.33)
PVLA)::{c‘Hb(w,d e A)} (2.34)
Aist partiell <> 3b(b e BAbe V(A)) (2.35)

eindeutige Abbildung, d.h. es gilt zusétzlich zu (2.15):

f:{mq‘mw¢dAmﬂef& (2.36)

weitere Schreibweisen:

F:B=C bzw. (2.37)
c=F0b) mitbeB und ceC (2.38)
Funktion nach (2.36)

mit dem Nachbereich N = {0,1} (2.39)

Funktion nach (2.36) mit V = B" und N =B (2.40)
O ={b,c]|be B"ANce BAn>1} (2.41)

weitere Schreibweisen:
O:B" = B bzw. (2.42)

b= Olbp_1,bp_s, ..., bo] (2.43)

3 Zur Erinnerung hier noch einmal die Sprechweise: A ist die Menge aller geordneten Paare [b, ¢] mit
der Eigenschaft: »wenn [b, | Element der Abbildung A ist, so stimmt es nicht, dass ein weiteres
Element d aus C existiert, mit dem ein Paar [b, d] gebildet werden kann, das Element der Abbildung

A ist«.
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Kodierung (K) eindeutige Funktion nach (2.36),
d.h. es gilt zusdtzlich:

Kz{hd‘ﬂ@#dAMdeK” (2.44)

weitere Schreibweisen:

K:B& C bzw. (2.45)
c = K(b) (2.46)
Dekodierung (D) b=K"'(c) (2.47)
Transformation (7) Kodierung nach (2.44)mit V=N =B (2.48)

weitere Schreibweisen:

T:BoB (2.49)

2.3 Zusammenfassung

Der kurze Ausflug in die Welt der Aussagen- und Pradikatenlogik sowie der Men-
gen und Relationen liefert uns die Ausdrucksmittel, mit denen wir in den néchs-
ten Kapiteln den Entwurfsweg digitaler Systeme in kompakter und exakter Weise
beschreiben kénnen. Wir sind dadurch in der Lage, auch Sachverhalte, die verbal
nicht oder nur schwer exakt zu beschreiben sind, in zweifelsfreier Weise sehr pra-
zise zu formulieren.

Erkenntnisse aus der Pradikaten- und Aussagenlogik werden wir bei der Einfiih-
rung der Booleschen Ausdrucksalgebra in Kapitel 3 und fiir alle weiteren Defi-
nitionen benotigen. Wir werden damit in der Lage sein, digitale Schaltungen aus
Bausteinen zusammenzusetzen, die logische Grundoperationen realisieren und die
Ausdrucksstruktur in der Schaltung wiederfinden.

Auf der Mengenlehre bauen wir auf, wenn wir die Funktionalitédt digitaler Systeme
beschreiben. Wir driicken damit z.B. in Kapitel 5 aus, ob ein von uns realisierter
Automat vollstindig beschrieben ist, d.h. in allen moglichen Situationen definiert
weiterarbeitet.

Die nachfolgenden Aufgaben sollen noch einmal die wichtigsten Begriffe vertiefen
und exemplarisch deren Anwendbarkeit belegen.
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2.4 Aufgaben

Aufgabe 2.1
Gegeben sei die Menge B = {1,2,3,5}.
(a) Gesucht werden die Relationsgraphen fiir folgende Relationen r € R; mit

R, CB*undic€ {=,<,>,<,>}.

Aufgabe 2.2

Auf der Grundmenge P(M) mit M = {a, b} seien die Relationen » C«, » D« und »C«
explizit definiert.

(a) Gesucht ist jeweils der dazugehorige Relationsgraph.

(b) Untersuche diese Relationen auf »Symmetrie«, »Transitivitit«, »Asymmetrie«,
»Antisymmetrie« sowie »Reflexivitit«.

Aufgabe 2.3

Folgende pradikatenlogische Ausdriicke definieren zusammen eine kombinatori-
sche Funktion mit z = [z3, 22,21, o] und ¥y = [y1, yo]:

Vi(X; € XA & 3, k(Xi(z) =1 A Xi(zp) =1 A j#E))
Vi(X; € XP & Jj,k(Xi(zj) =0 A Xi(zx) =0 A j#E))
Vildo(X;) =16 X; € XAnXB)

Vila (X)) =0e X; e XN\XE)

Gesucht ist die Wertetabelle.

Aufgabe 2.4

Gegeben sind folgende echte Teilmengen (X* C X) von Eingangsbelegungen X; €
XFmit | X| =16,k € {1,2,3}und i € {0,1,2,...,15}:

X' = {Xo, X1, X5, X5, X11}
X? = {Xo, X1, X4, X5, X6, X5, X15}
X? = {Xo, X2, X3, X4, X5, X9, X10, X15}
(a) Gesucht sind: das Mengendiagramm — einschliefllich Grundmenge X,

(b) eine Wertetabelle fiir yo, y1 und y», wobei gilt:



32

Kapitel 2 — Mathematische Grundlagen
Vi(X; € X'NX? & Xo(X;) =1)
Vi(X; € XPUX? & M (X)) =1)
VZ(XZ ceX'nX?e )\0(X,) = ].)
Aufgabe 2.5

Geben Sie Vorbereich und Nachbereich der Operationen der Booleschen Mengenal-
gebra an!

Aufgabe 2.6
Entscheiden Sie, ob folgende Zeichenketten schaltalgebraische Ausdriicke sind:

@) (z2x1 V (2 — (23 A 22))
(b) z2 — (3 AV 1)

(c) 1@y V z270

(d) 2373 V @1 Ao

Veranschaulichen Sie die Struktur der gefundenen Ausdriicke durch Mengendia-
gramme!

Aufgabe 2.7
Markieren Sie in der folgenden Wertetabelle die Elemente X3, Xs5(z1), A(X5),
AL(X1), Y3, Y3(yo)-

? T2 Ty Zo Y1 Yo
0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1
2 0 1 0 0 0
3 0 1 1 1 0
4 1 0 0 0 1
5 1 0 1 0 0
6 1 1 0 1 1
7 1 1 1 1 1

Aufgabe 2.8
Herr Graf teilt seinem Butler mit:

(a) Zujeder Mahlzeit miissen Sie Eiscreme reichen, wenn Sie kein Brot reichen.

(b) Wenn Sie Brot und Eiscreme zur gleichen Mahlzeit servieren, darf es dazu keine
sauren Gurken geben.
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(c) Wenn saure Gurken gereicht werden oder Brot nicht serviert wird, darf es keine
Eiscreme geben.

Wie sieht der Speiseplan »verstandlich« aus?

Aufgabe 2.9
Ein vollig verwirrter Autohausbesitzer erkldrt einem Kunden:

(a) Der Golf ist nicht griin und der Passat ist nicht weifs.
(b) Der Passat ist rot und Aussage (d) ist richtig.

(c) Der Audiist griin oder der Golf ist rot.

(d) Der Audi ist rot oder Aussage (a) ist falsch.

(e) Der Audi ist weifs oder der Golf ist griin.

Welche Farben haben die drei Autos?
(Bemerkung: Nur eine der Aussagen (a) bis (e) ist wahr.)

Aufgabe 2.10
Es ist zu beweisen, dass die Aussagen

(@) (AV AB)und
(b) (AB)(AVB)
Tautologien bzw. Kontradiktionen sind!

Hinweis: Flir den Nachweis sind die Beziehungen aus Tabelle 2.1 und (2.1) bis (2.4)
zu verwenden.

Aufgabe 2.11
Aus folgenden Angaben sind die Einzelmengen A, B, C' zu ermitteln:

(a) AUB = {2,3,4,5,6,7,8}
(b) BUC = {1,2,4,6,8}
() AUC =1{1,2,3,4,5,7,8}
(d) AnB = {2}

(&) BNC = {2,4,8}

() AnC = {2}
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Teil |

Kombinatorische
Schaltungen

Die in Kapitel 2 eingefiihrten Begriffe und mathematischen Methoden bilden die
Grundlage fiir einen systematischen Entwurf digitaler Systeme sowie deren Analy-
se. In Kapitel 3 wird der Entwurfsweg kombinatorischer digitaler Schaltungen de-
tailliert dargestellt. Die einzelnen Entwurfsschritte werden formal eingefiihrt und
anhand zahlreicher Beispiele erldutert. Dabei wird sowohl der funktionelle als auch
der strukturelle Aspekt des Entwurfsweges diskutiert. Kapitel 4 beschreibt dar-
auf aufbauend den Analyseweg von einer gegebenen kombinatorischen Schaltung
zu einer funktions- oder strukturorientierten Beschreibung. Diese bildet den Aus-
gangspunkt fiir weitergehende Untersuchungen zum zeitlichen Verhalten kombi-
natorischer Schaltungen. Auch hier unterstiitzen zahlreiche Beispiele das Verstand-
nis der Darlegungen. Beide Kapitel schliefen mit einer Zusammenstellung von
Ubungsaufgaben.



