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Einleitung

Das Voronoi-Diagramm und sein Dual, die Delaunay-Triangulierung, haben in vie-
len Gebieten der Naturwissenschaft und der Technik Anwendung gefunden, wie z.B.
in der Kristallographie, in der Geographie und in der Metallurgie. Nachdem am
Anfang dieses Jahrhunderts der russische Mathematiker Georges Voronoi [Vor07],
[Vor08] Veréffentlichungen iiber die nach ihm benannte Struktur schrieb, verwendete
in den 30er Jahren der Kristallograph Delaunay [Del32], [Del34] diese Struktur fiir
die Simulation von Kristallwachstum sowie zur Beschreibung und Untersuchung von
Kristallstrukturen. Diese Strukturen entstehen im wesentlichen durch gleichméfiges
Wachstum von Regionen, das bei reguldr im Raum angeordneten Punkten beginnt
und bei Beriihren zweier Regionen beendet wird. Die entstehenden Regionen sind
mit den Regionen des dreidimensionalen Voronoi-Diagramms der Startpunktmenge
identisch. Je nach Anordnung der Startpunkte kénnen unterschiedliche Formen von
Kristalle entstehen. In den 30er Jahren benutzten die Metallurgisten Wigner und
Seitz Voronoi-Diagramme, um Kigenschaften komplexer Strukturen von Legierun-
gen zu beschreiben. Dabei spielen vor allem Kréfte zwischen benachbarten Atomen
und die rdumliche Anordnung der Atome bei der Qualititsberechnung eine grofie
Rolle. Erstes geographisches Interesse an Voronoi-Diagrammen geht zuriick auf den
Klimatologen Thiessen. Dieser benutzte die Struktur des Voronoi-Diagramms, um
Schitzungen von Niederschlagsmengen zu verbessern. Weitere geographische An-
wendungen finden sich in der Kartographie und in der Stadtplanung. In [Aur91]
kann man mehr iiber die Geschichte des Voronoi-Diagramms erfahren. Auflerdem
finden sich dort weitere Anwendungsbeispiele.

Heute sind das Voronoi-Diagramm und die Delaunay-Triangulierung grundlegen-
de Strukturen in der algorithmischen Geometrie (Computational Geometry) [PS85],
[O’R93]. Eine naheliegende geometrische Anwendung des Voronoi-Diagramms be-
steht im Post-Office-Problem d.h. im Beantworten von Anfragen der Form, welcher
Punkt einer Punktmenge in der Ebene oder im Raum zu einem vorgegebenen Punkt
der nichste ist. Bei vielen Anfragen lohnt es sich, das Voronoi-Diagramm fiir die
Bestimmung der nichsten 'Postimter’ zu benutzen.

Die geometrische Struktur des Voronoi-Diagramms kann schnell konstruiert werden
(O(nlogn) Zeit im R?) und enthilt alle wichtigen Informationen iiber Nachbar-
schaften (O(n) Speicherplatzbedarf im IR?), aus denen sich in linearer Zeit wichtige
Probleme der algorithmischen Geometrie berechnen lassen. Zu diesen zdhlen u.a. der
euklidische minimale Spannbaum (EMST), der grofite leere Kreis bzw. die gréfite lee-
re Kugel und die zwei niichsten Nachbarpunkte [SH75]. Eine Nidherungslosung fiir



ein NP-vollstdndiges, graphentheoretisches Problem, das Problems des Handlungs-
reisenden, kann mit Hilfe der zweidimensionalen Delaunay-Triangulierung bzw. des
EMST gewonnen werden. Das Problem des Handlungsreisenden besteht aus dem
Bestimmen einer optimalen Rundtour durch n vorgegebene Punkte (Stiddte), ohne
einen Punkt zweimal zu besuchen.

In der Computer-Graphik eignet sich die Delaunay-Triangulierung besonders gut
fiir die Visualisierung und Modellierung von geometrischen Objekten, wie z.B. Frei-
formflachen. Eine wichtige Eigenschaft der Delaunay-Triangulierung, dafi die Winkel
unter allen moglichen Triangulierungen optimal sind (vgl. Lemma 1.55), rechtfertigt
die Verwendung der Delaunay-Triangulierung bei der Netzgenerierung. Zur Visua-
lisierung werden geometrische Objekte durch Dreiecksnetze approximiert, die dann
mittels Hardware-Unterstiitzung schnell schattiert und dargestellt werden kdnnen.
Weitere Anwendungen zwei- und dreidimensionaler Delaunay-Triangulierungen fin-
den sich in der Stereolithographie und in der Methode der Finiten Elemente.
Wegen der Dualitit zwischen Voronoi-Diagramm und Delaunay-Triangulierung kann
in einer zur Grofle der Struktur proportionalen Zeit aus der einen die jeweils duale
Struktur berechnet werden. Im wesentlichen existieren zur Berechnung der Delaunay-
Triangulierung einfachere Algorithmen als zur Berechnung des Voronoi-Diagramms.
Aus diesem Grund empfiehlt es sich zur Berechnung des Voronoi-Diagramms, zunichst
die Delaunay-Triangulierung und anschlieend das Voronoi-Diagramm zu bestim-
men.

In dieser Diplomarbeit werden eine Reihe von Algorithmen zur Berechnung der
Delaunay-Triangulierung mit oder ohne Beschleunigungsstrukturen auf die Eignung
fiir die Computer-Graphik und Netzgenerierung im R?* und im RR® untersucht und
miteinander verglichen. Im ersten Kapitel der Arbeit werden die Eigenschaften von
Voronoi-Diagrammen und Delaunay-Triangulierungen zusammengestellt. Sie bilden
die Grundlage fiir die im zweiten Kapitel vorgestellten Algorithmen zur Berech-
nung von zwei- und dreidimensionalen Delaunay-Triangulierungen. Am Ende des
zweiten Kapitels befinden sich die ermittelten Laufzeiten der Algorithmen in Form
von Tabellen und Graphiken. Das nichste Kapitel gibt einen Uberblick iiber die
verwendeten Datenstrukturen und deren Realisierung in Klassen. Das vierte Kapi-
tel beschdftigt sich mit der Visualisierung von dreidimensionalen Triangulierungen.
Dort werden einfache Methoden vorgestellt, wie z.B. das Auseinanderziehen der
Tetraeder oder das Entfernen einzelner Tetraedern, die die Visualisierung erheb-
lich erleichern. Im letzten Kapitel sind einige Algorithmen fiir die Netzgenerierung
zusammengestellt, die auf den in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen aufbau-
en. Diese Algorithmen berechnen die bedingte Delaunay-Triangulierung (CDT), die
Delaunay-Triangulierung von Polygonen (PDT) und verfeinerte Netze bzw. Triangu-
lierungen durch Einfiigen von Punkten. Anschliefend wird erklirt, welche Bedeutung
die Netzgenerierung fiir die Stereolithographie, die Modellierung und Visualisierung
von Freiformflichen und die Methode der Finiten Elemente besitzt.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definitionen

Die folgenden Definitionen und Eigenschaften wurden weitgehend aus [For92], [Ede87],
[PS85] und [O’R93] entnommen.

1.1.1 Graph

Definition 1.1 (Graph)

Fin Graph ist ein Paar (P, E), wobei P eine nichtleere Menge von n verschiedenen
Knoten po,...,pn—1 und E eine Menge ungeordneter Mengen {p;p;},0 < i,j <
n — 1,1 # j ist. Die Flemente von P heiffen Knoten, die Elemente von F Kanten.
Der Einfachheit halber wird eine Kante {p;,p;} mit p;p; bezeichnet. Kanten sind
nicht orientiert. Die Kanten p;p; und p;p; sind identisch. Halbkanten sind Kanten
mit Richtungsangabe; eine Kante p;p; besteht aus den zwei Halbkanten pﬁj und
pﬁl Ist p;p; € K, s0 heiflen die Knoten p; und p; benachbart. Zwei Kanten heiffen
benachbart oder inzident, falls sie einen gemeinsamen Knoten besitzen.

Definition 1.2 (Geometrischer Graph)
Fin geometrischer Graph G ist ein Paar (P,F), wobei P eine nicht-leere endliche
Menge von Punkten P = {pg,...,pp_1} C IR, d > 2.

1.1.2 Simplex, Facette und Kugel

Definition 1.3 (m-Simplex)
Fine konvexe Kombination von m + 1 affin unabhdingigen Punkten po, p1,...,pm €
P,m < d heiffit m-Simplex. Die Punkte py,p1, ..., pm werden die Punkte des Simplex

A(PO,IH, o -,pm) genannt.
Beispiel 1.4 Fin 2-Simplex im IR* ist ein Dreieck und ein 3-Simplex im IR® ein

Tetraeder.

Definition 1.5 (k-Facette)
Gegeben sei die obige Punktmenge P undt = A(po, p1, ..., pm) €in m-Simplezx. Dann
heifit eine konvexe Kombination von k + 1 Punkten von t, (k < m) eine k-Facette.



