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Vorwort

Allgemeines

Viele der heute in Betrieb befindlichen Briickenkonstruktionen wurden vor 50 bis 100 Jahren oder sogar noch
friiher erstellt. Diese Briicken auf ihre weitere Nutzung hin zu untersuchen, insbesondere dann, wenn tragende
Elemente mit Rissen behaftet sind, ist Gegenstand zahlreicher Forschungsprojekte. Diese Arbeit soll zum einen
einen Uberblick iiber die im Stahlhochbau neuen Theorien zur Behandlung riBbehafteter Bauteile geben, und
zum anderen anhand eines Anwendungsbeispiels die praktische Handhabung der bruchmechanischen Gesetze
beziiglich der hiufig verwendeten Baustéhle St 37 (S235) und St 52 (S355) zeigen, wobei sowohl das Konzept
der Spannungsintensitdt der linear- elastischen Bruchmechanik, als auch das J- Integralkonzept der
nichtlinearen Bruchmechanik zum Einsatz kommt.

Zum Aufbau dieser Arbeit

Aus oben genanntem Grunde wurde die vorliegende Arbeit in zwei Teile gegliedert. Der erste Teil (Kap. I bis
IV) vermittelt die mathematischen und physikalischen Grundlagen zur Behandlung von Bauteilen mit Rissen,
wobei sehr grofler Wert auf eine ausfiihrliche Literaturzusammenstellung gelegt wurde. Kap. I fiihrt iiber die
Anwendung der Vektoranalysis zu der Behandlung von Linienintegralen und den Integralsitzen von GauB8 und
Stokes fiir die Ebene, deren Anwendung sich bei der energetischen Betrachtung einer kollinearen
RiBausbreitung findet. Eine Zusammenfassung der Stochastik beendet dieses Kapitel. In Kap. I werden die fiir
die Bruchmechanik wichtigsten Werkstoffeigenschaften des Stahls erkldrt, wobei besonders auf die
versetzungstheoretischen Ansétze eingegangen wird. Eine weitere Grundlage zur Beschreibung
bruchmechanischer Vorgénge liefert die technische Mechanik in Kap. III, in der die im Stahlhochbau wichtige
FlieBspannungshypothese nach Huber, von Mises und Henckey ausfiihrlich und anschaulich hergeleitet wird.
Das Kap. IV beendet den ersten Teil dieser Arbeit und faBt die wichtigsten Erkenntnisse der Bruchmechanik
im Hinblick auf die Anwendung im Bauingenieurwesen zusammen.

Im zweiten Teil (Kap. V) wird anhand einer zweigleisigen, stihlernen Eisenbahnbriicke aus genieteten
Vollwandtrigern die im ersten Teil der Arbeit dargelegte Theorie am Beispiel der Restlebensdaueranalyse
praktisch angewendet.

Aufgrund der iber 160 grafischen Darstellungen wurde ein ausfiihrliches Abbildungsverzeichnis am Ende
dieser Arbeit eingefiigt.
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l. Mathematische Grundlagen

Wihrend die analytische, klassische Mechanik die mechanischen Vorginge in der Natur beschreibt und ma-
thematisch formuliert, versucht die ingenieurméfBige Mechanik in der Regel keine exakten Theorien zu geben,
sondern technische Probleme in ein mechanisches Modell zu iibertragen (welches brauchbare, moglichst wirk-
lichkeitsnahe Ergebnisse liefert), und dieses dann in die Sprache der Mathematik zu iibersetzen. In beiden

Fillen gibt die Mathematik dem Ingenieur ein Hilfsmittel in die Hand, mit dem er sein Modell beschreiben
* kann. In der Bruchmechanik kommen neben der traditionellen Analysis und der linearen Algebra hauptsich-
lich die Vektoranalysis und die mathematische Statistik zum Einsatz. Diese Hilfsmittel sollen im I. Kapitel
dieser Diplomarbeit ausfiihrlich besprochen werden, da sie die Grundlage fiir die weitere Behandlung rifime-
chanischer Analysen bilden. Im Kap. IV ,,Bruchmechanik® wird daher nicht néher auf die rein mathematische
Betrachtungsweise eingegangen, sondern ingenieurmiBige Formulierungen gebraucht.

1.1  Vektoranalysis

1.1.1 Parameterdarstellung einer Funktion

In der Bruchmechanik kommen des 6fteren Bewegungsabldufe zum tragen. Bei der mathematischen Beschrei-
bung eines solchen ist es oft zweckmiBig, die augenblickliche Lage des dabei betrachteten Massenpunktes
durch kartesische Koordinaten (x; y) auszudriicken, die wiederum selbst Funktionen der Zeit sind (Bild 1.1):

x = x(t), y = y(t), {1 <t} Gl (1.1)

Die Darstellung von Funktionen dieser Art, die mit einer Hilfsva- y 4
riablen (hier t) als Parameter beschrieben werden, wird als Para- ty
meterdarstellung einer Funktion bezeichnet. Bei bruchmechani- t

scher Betrachtung kommt fiir den Parameter t die Zeit oder ein
Winkel in Betracht.

Man sieht: Bei der Parameterdarstellung einer Funktion beschreibt
jeder Wert des Parameters t im Intervall {t; <t < t;} genau einen >
Kurvenpunkt. Die Darstellung aller so beschriebenen Punkte ergibt x(t) X
einen Funktionsgraphen, der die Forderungen der Parameterglei- Bild 1.1: Parameterdarstellung einer Funktion
chung Gl. (1.1) erfiillt. :

4 y(®

1.1.2 Vektorielle Darstellung einer Funktion

Man betrachte hierzu eine beliebige in Parameterdarstellung gegebene ebene Funktion I" wie in Bild 1.2 darge-
stellt. Die Parameterdarstellung laute:

I: x = x(1), y = y(), {i St<ty) Gl (1.2)
Der zum Parameter t gehorige Kurvenpunkt P = (x(t); y(t)) ist ¥ Ar(t !
dann eindeutig durch seinen Ortsvektor r(P) bestimmt: y r
\ P=(x(t); y(1))

x(t)
r®)=xextyOer =\ )

y r(P)=r(t) ()  \P»
Beim Durchlaufen aller Intervallwerte von t bewegt sich der x(®) g

Punkt P entlang der Kurve I" von P; nach P,. Die Kurve selbst
kann somit auch durch den parameterabhédngigen Ortsvektor

x(t) )
r(t) = x(t)ex+ y(t)ey = (y (t)J

beschrieben werden. In gleicher Weise 148t sich bei der Erweiterung von ebenen Kurven zu rdumlichen Kurven
durch Ortsvektoren im R* verfahren.

Bild 1.2: Vektordarstellung einer Kurve

(i <t<t) Gl (1.3)

Anmerkung: e, und e, seien die Einheitsvektoren in Richtung der jeweiligen Koordinatenachse.
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1.1.3 Differentiation eines Vektors nach einem Parameter

Auf einer ebenen Kurve mit der vektoriellen Darstellung A
\ ' 2

X(t) r(t) Ar
r(t) =

y(t)
betrachte man zwei benachbarte Punkte P und Q (Bild 1.3). r(t+At)
Ihre Ortsvektoren r(t) bzw. r(t+At) unterscheiden sich durch >
den Differenzvektor (Sehnenvektor)

\ Bild 1.3: Zum Begriff des Tangentenvektors
A () (t+AD) ® x(t+ At) - X(t) einer Kurve
r(t) =r(t+At)—r(t) =
ya+A0—y0J

Dividiert man diesen Vektor durch den Skalar At # 0, so ergibt sich der in der gleichen Richtung liegende
Vektor

X(t+ At) = x(t)

Ar(t)  r(t+At)—r(t) At
AT A | ¥EFAY-y0O
At

Die Grenzlage dieses Vektors fiir At — 0 stellt - falls sie existiert - die per Definition aus der Analysis bekannte
Ableitung dar:

dr(t) lim Ar(t) — lim r(t+ At) —r(t)

dt  a-0 At A0 At oldH

Zerlegung des Vektors r(t) nach den zwei Einheitsvektoren e, und e, ergibt:
r(t) = x(t)ex+ y(t)ey
Die Definition Gl. (1.4) liefert dann als Grenzwert

dtl(tt) = d);(tt) ex+ d);it) €y Gl (1.52)
und allgemein

n n n
d"r(t) _ d"rx(t) ot d"ry(t) o Gl (1.5b)

dt” dt® dt®

Satz 1.1: Der Tangentenvektor entsteht durch komponentenweises differenzieren des
Ortsvektors r(t) und wird in Anlehnung an die Differentialrechnung als dessen
1. Ableitung bezeichnet. Er legt die Richtung der Tangente im Kurvenpunkt
P = (x(t); y(1)) fest: \

d
J Gl (1.5¢)

0= = e+ 500 =|
r =—=X(10)Ex Cy=]|.

dt =
Die Vektorfunktion r(t) ist differenzierbar, wenn ihre Vektorkoordinaten x(t) und y(t)
differenzierbare Fanktionen' ihres Parameters t sind.

Hohere Ableitungen des Ortsvektors r(t) lassen sich gemif Gl. (1.5b) durch entsprechendes differenzieren der
Vektorkomponenten bilden. Die Ableitungsregeln aus der Differentialrechnung gelten auch fiir die Differentia-

! Auf die Differenzierbarkeit von Funktionen wird an dieser Stelle nicht eingegangen, es wird auf Mathematikvorlesungen des Grundstudiums
verwiesen.
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tion der Vektorkomponenten. Fiir Summen, respektive Produkte von Vektoren seien im folgenden die Ablei-
tungsregeln wiedergegeben:

a = a(t) und b = b(t) seien differenzierbare Vektorfunktionen und ¢ = @(t) eine diffenzierbare skalare Funktion
des Parameters t. Dann gelten die folgenden Ableitungsregeln:

Summenregel

%(a+b)=a+6 Gl (1.6)
Produktregel
fiir ein Skalarprodukt:

%(a-b)=a~b+a~5 Gl (1.7)
fiir ein Vektorprodukt:

d .

a(axb)=axb+axb Gl (1.8)

fiir ein Produkt aus einer Skalaren- und einer Vektorfunktion:

d
-&E((p-a)=fp-a+(p'é Gl (1.9)

/ entnommen aus [1.1] Kap. 1.2/

Vorweg noch einen Hinweis zur Anwendung. In der Versetzungstheorie kann man die Abgleitgeschwindigkeit
der Versetzung durch differenzieren des Weges nach der Zeit bestimmen. Man erhilt also einen Geschwindig-
keitsvektor durch Differentiation respektive einen Beschleunigungsvektor durch zweimalige Differentiation.
Diese seien an dieser Stelle allgemein ausgedriickt:

Geschwindigkeitsvektor:

x(1)
v(t) = 1(t) = x(t)ex+ y(t) ey + z(t) ez =| y(t) | Gl (1.10)
(o)
Beschleunigungsvektor:
%(t) )
a(t) = v(t) =7t(t) = X(t)ex+ §(t)ey+Z(t) ez = Ly(t)J Gl (1.11)
Z(t)
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1.1.4 Feldtheorie

In diesem Unterkapitel werden die Bezeichnungen Gradient, Rotation und Divergenz eingefiihrt. Die Notwen-
digkeit dessen erklért sich in der Herleitung der Integralsitze weiter unten, deren Anwendung man im Ener-
giegleichgewicht beim Riffortschritt (Kap. IV ,Bruchmechanik®) findet.

1.1.4.1 Das skalare Feld und sein Gradient.

An dieser Stelle wird der in den Unterkapiteln 1.1.1 bis 1.1.3 verwendete R? verlassen und der Betrachtungsbe-
reich auf den R erweitert.

Hat irgendeine physikalische Grofie in jedem Punkt des Raumes oder eines Teilbereiches eines Raumes einen
wohldefinierten Wert, so wird damit ein Feld dieser GroBe erklirt. Ist die gegebene Grofie ein Skalar (Tempe-
ratur, Druck ...), so heifit das Feld skalares Feld. Man schreibt symbolisch:

0 =0(P)=0(x;y) fiir ein ebenes Skalarfeld Gl (1.12a)
0 =0¢(P)=0(x;y;z) fiir ein rdumliches Skalarfeld Gl (1.12b)

oder in Polarkoordinaten:
O = o(1;0) Gl (1.12¢)
Satz 1.2: Unter dem Gradient eines skalaren Feldes versteht man das nach der folgenden Regel kon-
struierte Vektorfeld: In jedem Punkt hat der Vektor die Richtung der Normalen zu der ent-
sprechenden Niveaufliiche (siehe auch Bild 1.4) und ist dem Betrage nach gleich der Ablei-

tung der Funktion ¢ = ¢(P) in Richtung dieser Normalen.

Die symbolische Schreibweise lautet:

% 3
% 0 % %
grad ¢ = a—iex + Sglley + "a-(Rez = a—y— { fiir ein rdumliches Skalarfeld Gl (1.13a)
)
oz
2]
grad ¢ = %ex + %(3 ey= %‘1 fiir ein ebenes Skalarfeld ‘ Gl (1.13b)
dy
oder in Polarkoordinaten:
00 1 do
grad ¢(r;¢) = P 55 0 Gl (1.13¢c)
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Als Niveaufldchen bezeichnet man solche Flichen, die die Bedingung erfiillen, da in allen Punkten einer
solchen Fliche die Funktion ¢ = ¢(P) ein und denselben konstanten Wert hat: ¢ = ¢(P) = ¢ = const (Bild 1.4).

Tangentenvektor
Normalenvektor — grad

Niveaufldche
¢ =c=const

Bild 1.4: Zur Definition des Gradienten eines skalaren Feldes

Die somit anschauliche Einfiihrung des Gradienten wird an dieser Stelle dem rein mathematischen Beweis
vorgezogen. Es sei auf [1.2] Kap 120 verwiesen, wo dieser Zusammenhang ausfiihrlich hergeleitet und bewie-
sen wird.

1.1.4.2 Das Vektorfeld, seine Rotation und Divergenz.

Wenn die in 1.1.4.1 vorgegebene physikalische Grofie kein Skalar, sondern ein Vektor (RiBBausbreitgeschwin-
digkeit, Kraft ...) ist, so spricht man von einem Vektorfeld.

Man betrachte ein beliebiges rdumliches Vektorfeld F(P) = F (x; y; z). In jedem Punkt des Raumes, in dem das
Feld vorgegeben ist, hat der Vektor F(P) eine festgelegte Grofe und Richtung. Unter einer Feldlinie versteht
man nun solche Kurven, deren Tangente in jedem Punkt die Richtung des Vektors F(P) hat. Die Differential-
gleichung der Feldlinien 148t sich daher in der Form

—_— == Gl (1.14)
schreiben (siehe z. B. [1.3] oder [1.4]), wobei die Komponenten Fx, Fy und Fz bestimmte Funktionen von x, y

und z sind. Diese Differentialgleichung kann man als eine Art ,,Vektor - Rohre* auffassen, da alle Feldlinien
durch eine bestimmte Flache S verlaufen (Bild 1.5).

FaBt man analog hydromechanischer Betrachtungen die

Feldlinien in einem gewissen Bereich V als Vektorflufl
durch die Fliache S auf, so kann man schreiben:

|

V) S)

Feldlinien

Das rechtsstehende Flachenintegral gibt den Vektorflufl an.
Der Integrand in dem Volumenintegral heiit Divergenz

des Vektorfeldes. Man schreibt symbolisch: Bild 1.5: Zum Begriff der Vektorrohre
giv p= 25, O OF Gl (1.15)
ox ay oz '
Gl. (1.15) gibt somit ein skalares Feld an.
Satz 1.3: Das Volumenintegral der Divergenz ist gleich dem VektorfluB durch die Oberfliche

des Bereiches S.
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Fiir ein Vektorfeld schreibt man in Polarkoordinaten F = F(r; @) = Fe(1;0) - &r + Fo(r;®) - €¢ und fiir seinen
Gradienten:

db 1 d
grad¢(r;(p)=5r—-er+-r--a—(p-e<p Gl (1.16)

Die Definition Gl. (1.15) hingt von der Wahl der Koordinatenachsen x, y und z ab. In [1.2] Kap. 121 wird
durch die Anwendung des Mittelwertsatzes und der Stokes schen Formel (siche weiter unten im Text) folgen-
der Zusammenhang gezeigt:

J (Fudx + Fydy + Fudz) =
1
|_ an aFy an an aFy an 1
J;J L[ 3y = ]cos(n, X)+ (—az - 5;)005(11’” +(_ax - —a—;jcos(n, z)JdS

Dabei bildet ein Vektor, dessen Komponenten gleich dem in dem Doppelintegral stehenden Differenzen sind,
ein neues Vektorfeld. Dieser Vektor wird als Rotation des Feldes F bezeichnet und symbolisch rot F oder curl F
geschrieben. Die Richtungscosinus verschwinden in einem kartesischen Koordinatensystem und man kann
schreiben: :

dF. OF,)
dy azl
i oF. JFy J{E_ﬁf_) " OFy JF ) _ an_anl Gl (1.17
ro \dy oz Y dy "oz o e
9F, oFs
ox dy

oder in Polarkoordinaten, wobei hier nur eine Komponente senkrecht zur x, y- Ebene (z- Richtung) existiert:

Ry L3
r(r Y71 09

Gl (1.17 b)

AbschlieBend seien noch die Rechenregeln fiir Divergenzen und Rotationen angegeben:
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1.1.5 Das Bogendifferential

Bevor das Kernstiick dieses Kapitels, der Abschnitt 1.1.6 ,,Linien- oder Kurvenintegrale” besprochen wird, muf3
dafiir noch eine wichtige Beziehung hergeleitet werden, das Bogendifferential.

Zuvor betrachte man hierfiir eine ebene Kurve, die der Funktionsgleichung y = f(x) geniige. Fiir diese Kurve
soll nun die Bogenlidnge bestimmt werden. Bild 1.6 zeigt einen Ausschnitt aus dieser Kurve im Intervall [a, b],
wobei dabei ein infinitesimal kleines Kurvenstiick betrachtet werden soll, welches durch die Randpunkte P und
Q begrenzt sei.

Man trage als erstes die Tangente im Punkt P auf, so y 4
schneidet diese die Ordinate von Q in einem Punkt mit der y=1(x)
gleichen Abszisse wie Q, also x + dx. Man ziehe nun eine /
waagerechte Linie vom Punkt P nach rechts ab (gestri- Tangente in
chelte Linie), so schneidet auch diese die Ordinate von Q. / %
Man erhiilt so ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten P . A
dx und dy. Die Hypotenuse sei mit ds bezeichnet. Anwen- — F dy
dung des Satzes von Pythagoras ergibt: x
> X

I_ ( y) _I a X x+dx b

(dS)2 = (dX)2 + (dY)z = l_l J (dx ) Bild 1.6: Zur Bestimmung der Bogenlinge eines
(d ) Kurvenstiickes

I 1
[H[EZZSJZJ (@) =1+ ()] - (@d0)? & ds= 1+ (y)* -dx Gl (1.18)

Dieses Linienelement ds wird als Bogendifferential bezeichnet. Die Integration aller Bogendlfferentlale von a
nach b liefert die Bogenlénge S der Kurve y = f(x) im Intervall [a, b]:

S= j1/1+(y’)2 -dx Gl (1.19)

a

Um diesen Begriff nun in die Vektoranalysis zu iibertragen, nehme man einfach an, daf sich die Kurve y = f(x)
durch einen parameterabhéngigen Ortsvektor

\
r(t) =(§8 J {iStSt) Gl (1.20)

beschreiben 148t.

Bild 1.7 liefert die schon weiter oben im Text hergeleiteten Beziehungen zwischen einer in Parameterdarstel-
lung angegebenen Kurve und ihrem Ortsvektor: Die Tangentensteigung y’(P) der Kurve ist dquivalent der
Steigung der Tangentenvektors Gl. ( 1.5¢) in diesem Punkt. Man schreibe:

_dy _y

dx x
dx
und wende Satz 1.1 an: X = _d? &> dx = X - dt. Nun kann man das Bogendifferential ds= 4/1+ (y)?* -dx

der Funktion y = f(x) in die Parameterform iiberfiihren:

s=/1+(y)> dx—1,1+ JR+y7 -de
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