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Abstract1

A linear regression can be modeled by a family of distributions (P�;�2 : � 2 IRp+1; �2 2
IR+) for (x; y) 2 IRp+1 � IR, where y = x0� + u, u independent of x and distributed

normal or symmetrically about 0 with variance �2.

This thesis deals with the analysis of datasets (xi; yi) 2 IRp+1 � IR; i = 1; : : : ; n. A

linear regression distribution P�;�2 is treated as a distribution for one cluster, i.e. linear

regression distributions with di�erent parameters (�i; �
2
i ); i = 1; : : : ; s are supposed to

be adequat for di�erent parts of the dataset. Furthermore, there can be outliers in the

data for which no such model is appropriate.
Various models for such data are introduced, especially mixture models of the formPs

i=1 �iP�i;�2i
. Maximum Likelihood estimation of the parameters (�i; �

2
i ) is discussed.

New proposals for estimating the number of clusters s are given.

Su�cient conditions for the identi�ability of the parameters are derived. Counter-

examples are given in some situations where the conditions do not hold.
As a new method, Fixed Point Cluster Analysis (FPCA) is introduced. It enables

the analysis of data with unknown number of clusters s and outliers. FPCA bases on

the identi�cation of outliers and can be generalized to other clustering problems. A
Fixed Point Cluster (FPC) corresponds to a subset of IRp+1 � IR and should contain

points (x; y) which belong together in some sense. Every FPC corresponds to parameters

(b; s2) 2 IRp+1�IR+ which can be interpreted as estimation of the regression parameters
(�i; �

2
i ). FPC are de�ned for datasets and distributions.

Convergence of an algorithm for the computation of FPC for given datasets is proven.
Distributions of the form (1� �)P�0;�20 + �H� are considered. P�0;�20 here is interpreted

as a distribution for a linear regression cluster. H� is a distribution on IRp+1 � IR, e.g.
a mixture of other P�;�2 . The existence of FPC is shown under various assumptions

on H� and �. The parameters of these FPC lie in a bounded neighborhood of (�0; �
2
0).

For homogenous regression distributions (� = 0) exists one and only one FPC. It has

parameters (�0; �
2
0).

In a simulation study FPCA and two Maximum Likelihood procedures are compared.

1Eine deutsche Zusammenfassung �ndet sich auf Seite 179.
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1 Einf�uhrung

1.1 Das Problem

Der folgende Datensatz �ndet sich auf Seite 26 von Rousseeuw und Leroy (1988). Er
enth�alt die von Belgien aus gef�uhrten internationalen Telefongespr�ache (in 10 Millionen)

in den Jahren 1950-1973.

Nr. Telefonate (y) Jahr (x) Nr. Telefonate (y) Jahr (x)

1 0.44 50 13 1.61 62

2 0.47 51 14 2.12 63

3 0.47 52 15 11.9 64

4 0.59 53 16 12.4 65

5 0.66 54 17 14.2 66

6 0.73 55 18 15.9 67

7 0.81 56 19 18.2 68

8 0.88 57 20 21.2 69

9 1.06 58 21 4.3 70

10 1.20 59 22 2.4 71

11 1.35 60 23 2.7 72

12 1.49 61 24 2.9 73

r r r r r r r r r r r
r r r

r r
r
r
r

r

r
r r r

6

-!!
!!

!!
!!
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!!

!!
!!

!!
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!!!

Telefonate

1950 1963 1973

10

Jahr

Abbildung 1: Telefondatensatz

In Abbildung 1 f�allt sofort auf, da� sich die Telefonate in den Jahren von 1964-1970

grunds�atzlich anders verhalten als die Mehrheit der Daten. Der Zusammenhang zwischen

Jahr und Telefonatezahl sieht f�ur die Jahre 1950-1962 und 1971-1973 ann�ahernd linear
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aus. Auf Nachfrage erfuhren Rousseeuw und Leroy, da� 1964-1969 nicht die Telefonate,

sondern die Minuten gez�ahlt wurden, die die Telefonate insgesamt dauerten. 1963 und

1970 wurden beide Verfahren teilweise angewendet.

In der robusten Statistik wurde dieser Datensatz h�au�g diskutiert als Beispiel f�ur

eine lineare Regression mit mehreren Ausrei�ern. Berechnet man den Kleinste-Quadrate-
Sch�atzer (KQ) zum Modell

y = �1x + �2 + u; E(u) = 0;

so pa�t die resultierende Gerade fast keinen Punkt gut an (steigende Linie in der Abbil-

dung 1).

Bemerkung 1.1 Gegeben sei ein Datensatz (X; y),

X = (x1; : : : ; xn)
0; y = (y1; : : : ; yn)

0; xi 2 IRp+1; yi 2 IR 8i = 1; : : : ; n:

Dann ist der KQ-Sch�atzer �̂KQ 2 IRp+1 de�niert durch

nX
i=1

(yi � x0i�̂KQ)
2 !
= min :

Das hei�t, falls (X0X)�1 existiert, �̂KQ = (X0X)�1X0y. Im obigen Fall der Regression

mit Achsenabschnitt �2 werden die xi = (xi1; xi2) als Elemente aus IR2 interpretiert,

wobei immer xi2 = 1.

W�ahlt man aber einen robusten Regressionssch�atzer wie zum Beispiel
"
Least Median of

Squares\ (siehe Rousseeuw und Leroy (1988)), so wird eine Gerade gesch�atzt, die nur
die Mehrheit der Jahre gut anpa�t, in denen die Gespr�ache gez�ahlt wurden. Die Daten
werden also unterteilt in

"
gute\ Daten und

"
Ausrei�er\. Aber was ist mit den Daten von

1964-69? Sie sind ja nicht falsch, sondern nur andersartig. Besteht bei ihnen vielleicht
auch ein einfacher linearer Zusammenhang? Da es so wenige sind, ist das vom optischen

Eindruck her nicht klar. Inhaltlich wird man zumindest einen approximativ linearen Zu-

sammenhang bei den Gespr�achsl�angen vermuten, falls Linearit�at f�ur die Anrufsanzahlen
vorausgesetzt wird.

Das Thema dieser Arbeit ist die Clusteranalyse von Daten aus linearen Regressio-

nen. Das hei�t: Es geht darum, Gruppen von Daten zu �nden, wobei Daten zusammen
eine Gruppe bilden sollen, wenn sie durch denselben linearen Zusammenhang zwischen

der (m�oglicherweise mehrdimensionalen) Regressorvariable x und der (eindimensionalen)

abh�angigen Variablen y erzeugt wurden. Zur Modellierung der Daten einer Gruppe soll

also ein klassisches lineares Regressionsmodell (siehe (2.1) in Abschnitt 2) ad�aquat sein.

Zu beachten ist dabei, da� hier im Unterschied zur h�au�gsten Verwendung des Wortes

"
Cluster\ (Klumpen) die Zusammengeh�origkeit von Punkten nicht direkt mit ihrem Ab-

stand voneinander zusammenh�angt. Das ist in Abbildung 1 zum Beispiel zu sehen, wenn
man den Punkt f�ur 1973 betrachtet, der weiter vom 1950er Punkt entfernt ist als von

s�amtlichen
"
Ausrei�ern\.

Zu diesem Ziel werden zun�achst Maximum Likelihood- und andere bekannte Ans�atze

untersucht. Dann f�uhre ich im Hauptteil der Arbeit die Fixpunktclusteranalyse ein, die

speziell zur Clusteranalyse bei Clustern unterschiedlicher Art und Pr�asenz von Ausrei-
�ern dienen soll.
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1.2 Modelle f�ur die Clusteranalyse (Teil I)

Der �ubliche stochastische Zugang zu einem Clusteranalyse-Problem ist die Formulierung

eines m�oglichst einfachen Clustermodelles2. Innerhalb dieses Modells kann dann nach

Sch�atzern mit guten Eigenschaften f�ur die Regressions- und St�orskalenparameter der
einzelnen Cluster gesucht werden.

Es gibt zwei unterschiedliche Methoden, stochastische Modelle f�ur die Clusteranalyse

zu formulieren: Mischmodelle, d.h. Modelle, bei denen die Punkte unabh�angig identisch

verteilt sind. Die Werte werden mit festgelegten, aber unbekannten Wahrscheinlichkeiten

aus unterschiedlichen Populationen erzeugt. In Modellen mit fester Zuordnung sind die

Punkte unterschiedlicher Cluster dagegen unterschiedlich verteilt und die Zugeh�origkeit

eines Punktes zu einem Cluster wird als fester, unbekannter Modellparameter behandelt.

In Abschnitt 2 werden die unterschiedlichen Modelle vorgestellt.

Ein Spezialfall der zweiten Modellvariante sind Wechselpunktprobleme (
"
changepoint

problems\), �uber die im Regressionsfall am meisten bekannt ist. In einem Wechselpunkt-

modell �andern sich die Regressionsparameter in Abh�angigkeit von der Zeit oder anderen
Regressoren. In Abschnitt 3.1 wird ein kurzer �Uberblick �uber die diesbez�ugliche Litera-

tur gegeben. Ein solches Modell k�onnte auch f�ur den Telefondatensatz benutzt werden.
Allerdings wird in der Literatur �uber Wechselpunktprobleme normalerweise nicht vor-
gesehen, da� ein System wieder in den alten Zustand zur�uckspringt (im Datensatz nach

1970).
Weiter wurden Kleinste-Quadrate- und Maximum Likelihood(ML)-Sch�atzer f�ur den

Fall vorgeschlagen, da� die Zugeh�origkeit der Punkte zu den Clustern als unabh�angig
von den Regressoren vorausgesetzt wird. Diese Ans�atze werden in den Abschnitten 3.2
und 3.3 diskutiert. �Uber die theoretischen Eigenschaften dieser Sch�atzer gibt es bislang

im Regressionsfall kaum wesentliche Resultate. Ein gro�er Teil der Literatur befa�t sich
mit der Entwicklung konvergenter Algorithmen zur Berechnung der Sch�atzer. F�ur die
Sch�atzung der Clusterzahl wird h�au�g die Minimierung von informationsbasierten Kri-

terien vorgeschlagen, f�ur die es aber nur wenig theoretische Rechtfertigung gibt.

Im allgemeinen kann �uber Abh�angigkeiten zwischen Regressoren und Regressions-

parametern keine einfache Voraussetzung gemacht werden. Clustermodelle mit fester

Zuordnung ohne die restriktiven Voraussetzungen des Wechselpunktproblems wurden

bislang nur im Lokationsproblem3 behandelt. In Abschnitt 3.4 �ubertrage ich einen ML-

Ansatz von Scott und Symons (1971) auf den linearen Regressionsfall. Abschnitt 3.5
stellt kurz alternative Ans�atze zur Behandlung des Regressions-Clusterproblemes vor. In

den Teilen von Abschnitt 3 wird ein �Uberblick �uber die bisher vorhandene Literatur zur

Problemstellung gegeben.

Eine wesentliche Voraussetzung f�ur Resultate �uber konsistente Sch�atzungen in clu-

stererzeugenden Modellen ist die Identi�zierbarkeit der Modellparameter: Die Parame-

terwerte, die eine bestimmte Verteilung de�nieren, m�ussen eindeutig sein. In den Ab-
schnitten 4 bis 6 wird die Identi�zierbarkeit der vorgestellten Modelle untersucht.

2Unter einem
"
Modell\ verstehe ich eine Familie von Verteilungen fP�; � 2 �g auf einem Raum mit

einer ��Algebra, �ublicherweise (IRd; IBd). Mit
"
Verteilung\ meine ich P� f�ur ein bestimmtes �.

3Wenn in dieser Arbeit vom Lokationsproblem die Rede ist, dann ist die Analyse von Daten mit

Modellen gemeint, in denen unterschiedliche Teilmengen der Datenpunkte (Cluster) durch Verteilungen

der Form F [A(y � b)] ; y 2 IRp mit unterschiedlichen Parametern b 2 IRp (Lokations-, Lageparameter)

beschrieben werden sollen. Der Modellparameter A 2 IRp2 kann fest, frei, bekannt oder unbekannt sein.
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Es stellt sich heraus, da� h�au�g nicht alle Parameter identi�zierbar sind. Zum Beispiel

sind im Modell mit fester Zuordnung die Zuordnungsparameter nicht identi�zierbar. F�ur

die Identi�zierbarkeit von Regressions- und St�orskalenparametern werden hinreichende

Bedingungen an die Regressoren hergeleitet.

Der Telefondatensatz wirft aber Probleme auf, die mit der skizzierten Herangehens-
weise schwerlich zu l�osen sind:

� Es ist nicht klar, ob ein Modell mit mehreren Clustern dem Datensatz angemessener

ist als ein Modell mit einer Mehrheit von Daten aus demselben Regressionsmodell
und einer Minderheit nicht n�aher spezi�zierter Ausrei�er.

� Es ist nicht klar, ob der Zusammenhang in allen Clustern linear ist.

� Es ist nicht klar, ob es Punkte gibt, die sinnvollerweise zu gar keinem oder mehreren

Clustern dazugerechnet werden sollten. Was ist mit den Jahren 1963 und 1970, als

die Z�ahlung umgestellt wurde?

Diese Probleme tauchen nicht nur im Falle der Telefondaten auf. Welches Modell f�ur

einen gegebenen Datensatz angemessen ist, wei� man von vornherein nie.

1.3 Exkurs: Angemessenheit von Modellen

F�ur die Motivation der sp�ateren Abschnitte spielt die Funktion von Modellen in der

Datenanalyse eine gro�e Rolle. Daher m�ochte ich kurz die Vorstellungen skizzieren, die
f�ur meine Arbeit ma�geblich sind.

Der Satz
"
Ein bestimmtes Modell ist angemessen f�ur einen Datensatz\ bedeutet

sinnvollerweise nicht:
"
Der Datensatz ist von einer Verteilung dieses Modells generiert

worden.\ Eine solche Aussage w�urde sich auf keine Weise veri�zieren lassen, und es ist

kaum vorstellbar, da� sie jemals stimmen k�onnte. Davies (1995) schreibt:
The term

"
adequate\ re
ects the philosophy that a model is not true nor even trea-

ted as true. The model is regarded as being adequate for some given purpose. (...) The

adequacy region speci�es those probability models whose samples typically look like the

actual data.

Die
"
adequacy region\ ist Davies' Ansatz, Angemessenheit formal zu de�nieren.

"
Ty-

pically look like\ bedeutet hier, da� der Datensatz eine - je nach Interpretationsziel
de�nierte - Eigenschaft hat, die Datens�atze aus dem entsprechenden Modell mit hoher

Wahrscheinlichkeit haben.

"
Angemessenheit\ hat bei Davies also zwei Aspekte:

� Erzeugt man k�unstlich Daten aus einer geeigneten Verteilung eines angemessenen

Modells, so sollen diese Daten dem vorliegenden Datensatz �ahnlich sehen.

� Der Begri�
"
�ahnlich\ ist subjektiv. Ob ein vorgegebener Datensatz einem typischen

Modelldatensatz
"
�ahnlich\ sieht, h�angt von �Ahnlichkeitskriterien ab, die man selbst

w�ahlen mu�.

Ein dritter wichtiger Aspekt ist, da� ein angemessenes Modell daf�ur geeignet sein sollte,

die Fragen zu beantworten, die man an den Datensatz hat.
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Zum Beispiel w�are ein homogenes lineares Regressionsmodell mit normalverteiltem

St�orterm u f�ur den Telefondatensatz nicht angemessen: Die Residuen sind in au��alli-

ger Weise und entgegen den Modellvoraussetzungen abh�angig vom Regressor x (was

zu formalisieren w�are, um Davies' Ansatz anzuwenden). Ein lineares Regressionsmodell

f�ur die Jahre 1950-1963 und 1971-1973 wird dagegen nach Davies' Kriterien kaum f�ur
unangemessen gehalten werden k�onnen. Es kann jedoch nicht alle Fragen an den Daten-

satz beantworten, wenn man sich daf�ur interessiert, wie die restlichen Jahren genau zu

interpretieren sind. Eine Mischung aus zwei linearen Regressionsmodellen kann vermut-

lich die Jahre 1964 und 1970 nicht
"
angemessen\ anpassen. In Abschnitt 10.1 wird der

Telefon-Datensatz als Anwendungsbeispiel f�ur die in dieser Arbeit betrachteten Verfah-

ren diskutiert.

Es gibt auch Datens�atze, die - bis auf die Verwendung eines Zufallszahlengenerators -

tats�achlich aus einer Mischung mehrerer linearer Regressionen stammen, wobei aber die-

se Mischung mit statistischen Methoden kaum von einem geeigneten homogenen Modell

oder einer Mischung mit ganz anderen Parameterwerten zu unterscheiden ist. Zum Bei-

spiel ist x in Abbildung 2 verteilt nach N(0;1), mit Wahrscheinlichkeit 0.5 ist y = 0:5x+u,

mit derselben Wahrscheinlichkeit y = �0:5x + u, wobei u verteilt nach N(0;2) erzeugt

worden ist. Das erzeugende Modell ist dem Datensatz sicher nach Davies'schen Kriterien
angemessen. Dennoch bringt die Analyse des Datensatzes mit den Regressionsparame-

tern eines solchen Mischmodells o�enbar keine anschaulich brauchbare, interpretierbare

Vorstellung von den Daten.
Diese Diskussion soll verdeutlichen, was gemeint ist, wenn in dieser Arbeit von

"
An-

gemessenheit\ die Rede ist. Das Wort wird allerdings informell benutzt. Das formale
Konzept der

"
adequacy region\ wird nicht weiter verwendet.
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Abbildung 2: Gibt es hier Cluster?


