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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit dem Prinzip der eindeutigen Fortsetz-
barkeit fur elliptische Differentialoperatoren L, d.h. mit folgender Eigenschaft
fiir Losungen u von Lu = 0:

Verschwindet u in einem Punkt zo € € von unendlicher Ordnung oder gilt v = 0
auf ' C Q, dann ist u = 0 auf ganz Q.

Im ersten Kapitel werden zunéichst die unterschiedlichen Formulierungen der
Prinzipien der eindeutigen Fortsetzbarkeit dargelegt. Im Anschluf behandelt
dieses Kapitel die Entwicklung der Voraussetzungen an den Operator L, unter
denen das Prinzip gilt — angefangen vom klassischen Theorem von Holmgren
[Ho] bis hin zum semilinearen Fall von Kurata in [Kul] und [Ku2] und zum qua-
silinearen Fall von Ling [Li]. Dabei wird ein Uberblick iiber die unterschiedlich
strukturierten Differentialoperatoren geliefert, fiir die die Gultigkeit des Prinzips
der eindeutigen Fortsetzbarkeit gezeigt wurde.

Im zweiten Kapitel wird der Zusammenhang zwischen den Formulierungen 1
und 2 des Prinzips (siche Kapitel 1) allgemein erlautert. Im Theorem 2.3 wird
er anhand des Operators L aus

Lu = —div(A(z)Vu) + V(z)u =0

erklart.

Im dritten Kapitel wird die herkémmliche Beweismethode nach der Idee von
Carleman (siehe [C1] und [C2]) mittels Integralungleichungen dargelegt. Diese
wird anhand der semilinearen Differentialgleichung

Ju Ju
Au=flxz,uy—,. .., —
u f (T?l“'7 8x1’ ? a_’L'n>
préasentiert, wobei f einer Lipschitzbedingung gentigen mufl. Eine Schlisselrolle
in dem Beweis spielen Integralungleichungen, wie sie in Lemma 3.1 vorkommen.
Der Beweis dieser Ungleichungen erfolgt ziemlich umsténdlich unter Ausnutzung
von Kugelfunktionen (siehe z.B. [He]).

Eine elegantere Beweismethode von Garofalo und Lin ([GL1] und [GL2]), die
Ideen aus der Geometrie und der Variationsrechnung benutzt, ist Inhalt des
vierten Kapitels. Dort wird das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit fiir
semilineare Differentialgleichungen bewiesen. Der Beweis beruht auf einer soge-
nannten Verdopplungsbedingung

/uzd:cSC’/uZd:c ,
Bp

Bar
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die in Theorem 4.2 formuliert wird.

Im finften Kapitel wird die gleiche Beweisidee ausgenutzt, um das Prinzip fur
den quasilinearen Differentialoperator L aus

Lu = div(|u[P~*Vu) — f(z,u) =0

zul beweisen.

Die Aussage von Kapitel 3 ist globaler Natur, wogegen die Aussagen aus Kapitel
4 und 5 lokalen Charakter haben.

Im sechsten Kapitel wird das Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit angewen-
det, um unter gewissen Voraussetzungen die Symmetrie von Minimierern des
Funktionals

J(u) = %/|VU|2dm+/f(x,u)dm
Q Q

zu beweisen.

Die Konstanten, die in den Rechnungen auftreten, werden generell mit C be-
zeichnet. Dabei kann dieses C' sich von Rechenschritt zu Rechenschritt andern,
ohne daf dies explizit erwdhnt wird, wenn die Struktur von C unverindert bleibt.

Fir die fachliche Betreuung dieser Arbeit mochte ich den Herren Prof. Dr. B.
Kawohl und Dr. A. Wagner danken. Mein Dank gilt auch folgenden Herren, die
mir umfangreiche Literatur zugesandt haben: Kazuya Hayasida, Carlos E. Ke-
nig, Kazuhiro Kurata, Guozhen Lu, Olli Martio, Jean-Claude Saut, Christopher
D. Sogge, Thomas H. Wolff.



Kapitel 1. Entwicklung der Voraussetzungen fiir das Prinzip der ein-
deutigen Fortsetzbarkeit

Das erste Kapitel beschiftigt sich mit den verschiedenen Versionen des Prin-
zips der eindeutigen Fortsetzbarkeit und ihrer Entwicklung. Dabei werden die
Prinzipien fiir unterschiedlich geartete Differentialoperatoren L und unter ver-
schiedenen Voraussetzungen formuliert.

Fiir elliptische partielle Differentialoperatoren L unterscheidet man drei Ver-
sionen des Prinzips der eindeutigen Fortsetzbarkeit. Um diese zu formulieren,
benotigt man vorher folgende

Definition 1.1. Eine Funktion u € L?,, verschwindet von unendlicher Ordnung

in einem Punkt zo € IR™, wenn fiir jedes k € IN gilt:

1

T / u?dr — 0 fir R —0 (1.1)
|z—zo|<R

bzw. unter Verwendung der Landau-Symbole (siehe [E], Kapitel A)

/ w2dz = O(R) . (1.2)

|z—zo|<R

Sei nun 2 C R™ offen und zusammenhéangend. Dann erhilt man folgende For-
mulierungen des Prinzips der eindeutigen Fortsetzbarkeit:

Formulierung 1: Der Operator L der Ordnung m > 2 geniigt dem starken
Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, wenn fiir eine Losung v € H?.(€2) von
Lu = 0 gilt:

u verschwindet von unendlicher Ordnung in einem Punkt

2o € R®" = u=0in Q.

Formulierung 2: Der Operator L der Ordnung m > 2 geniigt dem Prinzip
der eindeutigen Fortsetzbarkeit, wenn fiir eine Losung v € H/2.(Q2) von Lu = 0
gilt: :

u=01in Q' C Q, O offen = v =0 in Q.

Formulierung 3: Der Operator L der Ordnung m > 2 geniigt dem schwachen
Prinzip der eindeutigen Fortsetzbarkeit, wenn fiir eine Losung v € H]* (£2) von
Lu = 0 gilt:

suppu C K, K C Q, K kompakt = u = 0 in (2.

Um die Giiltigkeit dieser Prinzipien der eindeutigen Fortsetzbarkeit zu erhalten,
mufl man natirlich gewisse Voraussetzungen an den Operator L stellen. Es ist
von groflem Interesse, diese moglichst schwach und allgemein zu halten.
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