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Editorial

Der Mathematikunterricht steht vor grofien Herausforderungen: Neuere empirische
Untersuchungen legen (erneut) Defizite und Unzuldnglichkeiten offen, deren Analy-
se und Behebung einer umfassenden empirischen Erforschung bediirfen. Der Erfolg
derartiger Bemiithungen hingt in umfassender Weise davon ab, inwieweit hierbei auch
mathematikdidaktische Theoriebildung stattfindet. In der Reihe ,,Empirische Studien
zur Didaktik der Mathematik“ werden dazu empirische Forschungsarbeiten veroffent-
licht, die sich durch hohe Standards und internationale Anschlussfihigkeit auszeichnen.
Das Spektrum umfasst sowohl grundlagentheoretische Arbeiten, in denen empirisch
begriindete, theoretische Ansdtze zum besseren Verstehen mathematischer Unterrichts-
prozesse vorgestellt werden, als auch eher implementative Studien, in denen innovative
Ideen zur Gestaltung mathematischer Lehr-Lern-Prozesse erforscht und deren theore-
tischen Grundlagen dargelegt werden. Alle Manuskripte miissen vor Aufnahme in die
Reihe ein Begutachtungsverfahren positiv durchlaufen. Diese konsequente Begutach-
tung sichert den hohen Qualitdtsstandard der Reihe.
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Zusammenfassung

Es gibt nicht die eine Erarbeitung des kleinen Einmaleins, vielmehr kénnen meh-
rere verschiedene Wege der unterrichtlichen Behandlung unterschieden werden. In
der Mathematikdidaktik herrscht derzeit allerdings weitgehend Konsens hinsicht-
lich einer Erarbeitung, die dem zeitgeméiflen Verstindnis von Lehren und Lernen
im Mathematikunterricht entspricht: Eine verstindnisbasierte Erarbeitung, die vor-
sieht, mithilfe bereits bekannter Einmaleinssitze und basierend auf Einsicht in ope-
rative Beziehungen noch unbekannte Einmaleinssitze zu erschlieflen (z.B. KRAUT-
HAUSEN & SCHERER, 2007; PADBERG & BENZ, 2011; WITTMANN & MULLER,
1990). Die Wirksamkeit dieser verstindnisbasierten Erarbeitung ist bislang aller-
dings nur in vereinzelten nationalen sowie internationalen Studien analysiert wor-
den (GASTEIGER & PALUKA-GRAHM, 2013; WOODWARD, 2006; KROESBER-
GEN, VAN LUIT & MAAS, 2004). Von den aktuellen didaktischen Empfehlungen
bzw. Vorgaben abweichend, lassen dltere fachdidaktische Publikationen alternative
Zugéinge zum Einmaleins erkennen, die einen groflen Fokus auf das reine Einschlei-
fen von Einmaleinsreihen legen (z.B. JUNKER & SCZYRBA, 1964; KOLLER, 1958).
Hinweisen aus der Unterrichtspraxis zufolge finden diese alternativen Vorgehenswei-
sen, die man als eher traditionell bezeichnen kann, allerdings nach wie vor Anwen-
dung. Inwiefern Lehrkrifte bei der Erarbeitung des kleinen Einmaleins aktuelle Vor-
gaben umsetzen oder tatsichlich auf alternative Vorgehensweisen zuriickgreifen, ist
bisher in Deutschland kaum untersucht worden.

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist somit, verschiedene Herangehenswei-
sen von Kindern bei Aufgaben des kleinen Einmaleins im 3. Schuljahr zu erfassen.
Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf Erkenntnissen, ob und inwiefern
sich unterschiedliche unterrichtliche Vorgehensweisen auf die Strategieverwendung
von Kindern auswirken. Die Untersuchung der Strategieverwendung erfolgt zusatz-
lich auch unter Beriicksichtigung eines weiteren moéglichen Einflussfaktors, der indi-
viduellen Leistungsfahigkeit eines Kindes.

Anhand einer der Hauptstudie vorgeschalteten Vorstudie konnten verschiede-
ne unterrichtliche Vorgehensweisen bei der Erarbeitung des kleinen Einmaleins er-
mittelt werden. Neben einer verstindnisbasierten Erarbeitung, die durch das Entde-
cken und Anwenden von Rechenstrategien gekennzeichnet ist und den Vorgaben des
zum Zeitpunkt der Untersuchung giiltigen Lehrplans entspricht, konnte als alterna-
tive Vorgehensweise eine Erarbeitung identifiziert werden, die sich durch eine eher
traditionelle Erarbeitungsweise auszeichnet. Diese legt den Fokus des unterrichtli-
chen Vorgehens weniger auf die Strategieerarbeitung bzw. -thematisierung als auf die
Automatisierung von Einmaleinsaufgaben. Die Hauptstudie sah basierend auf den
Ergebnissen der Vorstudie demnach zusétzlich die Priifung der Wirksamkeit zweier
grundsitzlich gegensitzlicher unterrichtlicher Vorgehensweisen vor - einer verstind-
nisbasierten und der bereits angesprochenen eher traditionellen Erarbeitung des
kleinen Einmaleins. Neben der separaten Betrachtung der Einflussfaktoren Unter-
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richt und Individuum wurde der kindliche Lernerfolg in den verschiedenen Lehr-
kraft-Gruppen auch unter dem Einfluss des individuellen Leistungsvermogens unter-
sucht.

Die verschiedenen Herangehensweisen an Aufgaben des kleinen Einmaleins wur-
den anhand einer empirischen Studie basierend auf zwei entwickelten Testinstru-
menten evaluiert — eine Reaktionszeittestung wurde insbesondere eingesetzt, um
Aussagen zum Faktenabruf aus dem Gedéchtnis titigen zu konnen, ein Strategie-
interview, um Erkenntnisse hinsichtlich des Einsatzes von verschiedenen Herange-
hensweisen an Einmaleinsaufgaben zu gewinnen.

Die statistischen Daten der Auswertung weisen darauf hin, dass Kinder verschie-
denen Leistungsvermogens sich hinsichtlich der Strategieverwendung unterscheiden:
Je leistungsstarker die Kinder sind, desto erfolgreicher wird der Strategieeinsatz bzw.
die Strategiewahl bewiltigt. Eine verstindnisbasierte Erarbeitung des kleinen Ein-
maleins beeinflusst dariiber hinaus die kindliche Strategieverwendung positiv und
macht sich im Lernerfolg der Kinder deutlicher bemerkbar als eine Erarbeitung, die
den iiberwiegenden Fokus auf die Automatisierung von Einmaleinsaufgaben legt.
Der positive Einfluss einer verstindnisbasierten Erarbeitung wird zudem auch im di-
rekten Vergleich der Kinder gleicher Leistungsfahigkeit ersichtlich. Insbesondere fiir
die leistungsschwachen Kinder ist erkennbar, dass sie von einer verstindnisbasierten
Erarbeitung in jeglicher Hinsicht profitieren und den Strategieeinsatz bzw. die Stra-
tegiewahl erfolgreicher bewiltigen als die leistungsschwachen Kinder der Vergleichs-
gruppe.

Eine unterrichtliche Behandlung des kleinen Einmaleins, die verschiedene Re-
chenstrategien des kleinen Einmaleins basierend auf Einsicht und Verstindnis er-
arbeitet, ermoglicht es, Kinder im ganzen Leistungsspektrum zu férdern.
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Abstract

There is definitely not only one correct or appropriate way to teach students multi-
plication facts; multiplication can surely be taught and learned in different ways. In
the field of mathematical didactics a broad consensus has been reached on an ap-
proach in unison with the current understanding of teaching and learning math-
ematics: Following this approach, students should be taught to use basic multipli-
cation facts to derive unknown facts (e.g. KRAUTHAUSEN & SCHERER, 2007;
PADBERG & BENZ, 2011; WITTMANN & MULLER, 1990). However, the effec-
tiveness of this approach, which enables students to gain a deeper understanding of
the operation, has been analysed only in a small number of national and interna-
tional studies so far (GASTEIGER & PALUKA-GRAHM, 2013; WOODWARD, 2006;
KROESBERGEN, VAN LUIT & MAAS, 2004). Additionally, it seems that traditional
ways to teach multiplication, which place the main focus on single sequences of mul-
tiples differ considerably from the current didactical recommendations (e.g. JUN-
KER & SCZYRBA, 1964; KOLLER, 1958). According to teaching experiences these
more traditional approaches are still widely used. However, it has hardly been ana-
lyzed in Germany so far to which extent multiplication facts are taught in line with
current curricular standards or whether alternative ways are being used.

Therefore, the primary goal of this study is to collect data about different multi-
plication strategies taught to and used by students attending grade 3 in elementary
schools. Furthermore, this study focuses on proving whether different approaches of
teaching multiplication facts affect the strategy chosen by students. The study analy-
ses whether there is a link between the strategy used by the respective students and
their individual capabilities as well.

The main study used was partly based on a pre-study analyzing and evaluating
different instructional approaches used by elementary school teachers to teach mul-
tiplication. Two different approaches were identified: Firstly, an approach which is in
line with current standards of teaching multiplication where unknown facts are de-
rived from basic multiplication facts. Secondly, an alternative approach which can be
described as the more traditional one — where single sequences of multiples are usu-
ally taught in isolated ways. The results of the main study are based on the effect of
these two opposite teaching approaches. The main study analyses the influence of the
instructional approach and the individual student’s capability on strategy choice and
strategy use. In addition to this, the study measured how these two factors interact
with each other.

It is important to mention that the use of different multiplication strategies was
examined by developing and subsequently using two testing instruments: a reaction
time test and an interview (following a standardized questionnaire) to examine dif-
ferent multiplication strategies used by the students.

The findings of this main study indicate that strategy use and strategy choice defi-
nitely differ based on the students” individual capabilities: Students are more success-
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ful or show an higher competence in strategy use or strategy choice if the individu-
al capability of the respective students is higher. Additionally, teaching multiplication
based on a deeper understanding of the operation definitely influences students pos-
itively compared to teaching only single sequences of multiplies in isolated ways —
this applies also to students with comparable individual capabilities.

And just as important — especially, students with a lower individual capability
benefit most from an approach gaining a deeper understanding.

Leading to the final conclusion that teaching multiplication facts through strate-
gies focusing on a deeper understanding makes it possible for all students to achieve
an optimal or at least a better learning success.
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Einleitung

»Das Ergebnis habe ich schon, jetzt brauche
ich nur noch den Weg, der zu ihm fiihrt.“

(CARL FRIEDRICH GAUR, 1777-1855)

Mindestens von genauso bedeutender Relevanz wie das im Zitat von Carl Friedrich
Gaufl angefiihrte Ergebnis, ist aus heutiger Sicht der beschrittene Weg, der zu diesem
Ergebnis fithrt. Die Intention eines gegenwirtigen Mathematikunterrichtes lautet
demnach: ,Der Weg ist das Ziel* (HECKMANN & PADBERG, 2014, S. 30). Auch
in dieser Arbeit wird dem beschrittenen Weg ein grofler Stellenwert zuteil, geht es
doch, wie dem Titel der Arbeit zu entnehmen ist, insbesondere um mathematische
Herangehensweisen beim Lisen von Einmaleinsaufgaben.

Einmaleinsaufgaben, wie die Aufgabe 6 + 7 konnen auf verschiedene Art und
Weise gelost werden - zur Losung kann z.B. auf einen Faktenabruf aus dem Ge-
déchtnis (6 * 7 = 42) zuriickgegriffen werden, es konnen Herangehensweisen basie-
rend auf operativen Beziehungen zum Einsatz kommen (6 -+ 7 = 6 * 6 + 6) oder die
wiederholte Addition gleicher Summanden (7 + 7+ 7+ 7 + 7 + 7 = 42).

Die verschiedenen Herangehensweisen konnte man dabei mit dem Erklimmen
eines Berggipfels vergleichen. Man kann den Gipfel mit einer Seilbahnfahrt errei-
chen, man kann hinaufwandern oder beispielsweise einen Klettersteig gehen. Dabei
kann man auf dem einem Weg schnell an sein Ziel gelangen, manch anderer mag
sich eher als mithsam und schwer erweisen.

Einmaleinsaufgaben konnen nicht nur auf verschiedenen Wegen, sondern auch
- wie in dem bildhaften Vergleich angedeutet - auf (vermeintlich) leichten oder
schweren, langsamen oder schnellen, mehr oder weniger geeigneten Wegen geldst
werden. Aber wie sich ein Weg darstellt, variiert von Kind zu Kind und ist von ver-
schiedenen Faktoren abhingig. Das individuelle Leistungsvermogen spielt hierbei
sicherlich eine wesentliche Rolle. Wie geeignet ein gewihlter Losungsweg im All-
gemeinen ist, dazu gibt es in der Mathematikdidaktik eine tiberwiegend einhelli-
ge Meinung. In der deutschen Fachdidaktik herrscht weitgehend Konsens dariiber,
noch unbekannte Einmaleinsaufgaben basierend auf operativen Beziehungen und
dem Einsatz von Rechenstrategien zu l6sen. In diesem Kontext wird von einer ver-
stindnisbasierten Erarbeitung des kleinen Einmaleins gesprochen, die dem aktuellen
Lehr-/Lernverstandnis folgend die Automatisierung von Einmaleinsaufgaben auf Ba-
sis von Einsicht anstrebt. Eine verstindnisbasierte Erarbeitung zielt insbesondere auf
das — nicht nur in Grundschulen - zentrale Ziel des Mathematikunterrichts: Rechen-
anforderungen mit einem gewissen Mafl an Flexibilitit zu bewerkstelligen. Ange-

1 Dieses Zitat wird hdufig mit dem chinesischen Philosophen Konfuzius (551 v. Chr.-479 v.
Chr.) in Verbindung gebracht - die Herkunft ist allerdings nicht endgiiltig geklart.
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strebt wird ein reflektierter Umgang mit Zahlen, verbunden mit der Entwicklung fle-
xibler Rechenkompetenzen.

Nicht nur Rechenaufgaben kénnen auf verschiedenen Wegen gelost werden, son-
dern auch die Erarbeitung von Losungswegen kann auf unterschiedliche Art und
Weise erfolgen. Trotz weitestgehend einheitlicher Empfehlungen der Mathematik-
didaktik ldsst eine verstindnisbasierte Erarbeitung beispielsweise unterschiedliche
Schwerpunktsetzungen in der konkreten Umsetzung der Empfehlungen erkennen
(z.B. KRAUTHAUSEN & SCHERER, 2007; PADBERG & BENZ, 2011; RADATZ,
SCHIPPER, EBLING & DROGE, 1998; SCHIPPER, EBLING & DROGE, 2015;
WITTMANN & MULLER, 1990). Neben einer aktuell empfohlenen, verstindnis-
basierten Erarbeitung sind in alteren didaktischen Empfehlungen bzw. fachdidakti-
schen Publikationen auch alternative Vorgehensweisen zur Erarbeitung des kleinen
Einmaleins zu erkennen (z.B. JUNKER & SCZYRBA, 1964; KOLLER, 1985). Diese
alternativen Zuginge scheinen auf die damalige Sichtweise von Lehren und Lernen
zuriickzufithren zu sein. Die behavioristische Grundauffassung stellt beispielswei-
se eine Erarbeitung des kleinen Einmaleins Reihe fiir Reihe in den Fokus, die sich
durch das Lernen von Einmaleinsreihen bzw. einem Vorgehen, was umgangssprach-
lich auch als Pauken von Einmaleinsreihen bezeichnet wird, auszeichnet. Dieser al-
ternative Zugang stellt eine grundsitzlich gegensatzliche unterrichtliche Vorgehens-
weise zu einer verstindnisbasierten Erarbeitung des kleinen Einmaleins dar.

Einer Vielzahl an theoretischen Erkenntnissen sowie einer Reihe empirischer Stu-
dien zufolge scheint sich allerdings gerade eine verstindnisbasierte Erarbeitung als
geeigneter Weg zu empfehlen, um den Berggipfel, also die verfolgten Ziele der Er-
arbeitung des Einmaleins zu erreichen. Eine auf Einsicht und Verstdndnis basierende
Erarbeitung folgt nicht nur den Grundsétzen des aktuellen Lehr- und Lernverstind-
nisses, sondern auch einem zeitgeméafien Mathematikunterricht. Als Argument einer
verstandnisbasierten Erarbeitung konnen dariiber hinaus auch die in vereinzelten
empirischen Studien ermittelten positiven Auswirkungen auf den Lern- und Wis-
sensprozess des kleinen Einmaleins selbst angefithrt werden. Mithilfe einer verstind-
nisbasierten Erarbeitung kann demnach nicht nur das grundlegende Verstidndnis der
Rechenoperation gesichert werden, sondern eine auf Einsicht und Verstandnis basie-
rende Erarbeitung erleichtert auch das Erkennen, Behalten und Verinnerlichen sowie
den erfolgreichen Abruf von Aufgaben aus dem Gedichtnis. Zusatzlich kann eine
Vielzahl an positiven Auswirkungen einer verstindnisbasierten Erarbeitung im All-
gemeinen fir leistungsschwache Schiilerinnen und Schiiler ermittelt werden. Vor al-
lem die propadeutische Funktion einer verstindnisbasierten Erarbeitung des kleinen
Einmaleins lasst die Relevanz dieser Art der Erarbeitung ersichtlich werden. Einige
theoretische und empirische Erkenntnisse sehen in alternativen Erarbeitungen, die
einer behavioristischen Auffassung von Lehren und Lernen folgen und dem reinen
Einschleifen von Einmaleinsreihen eine wichtige Rolle zuteilwerden lassen, zwangs-
ldufig nicht zielfithrende alternative Wege der Erarbeitung des kleinen Einmaleins.

Auch wenn in der Theorie weitestgehend Konsens hinsichtlich einer empfehlens-
werten Erarbeitung des kleinen Einmaleins besteht, diese Art der Erarbeitung auch
weitestgehend als verpflichtender Lerninhalt in Lehr- Bildungs- und Rahmenplédnen
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vorgeschrieben ist sowie einige Forschungsergebnisse fiir eine verstindnisbasierte
Erarbeitung im Allgemeinen aber auch im Hinblick auf das kleine Einmaleins
sprechen, muss eine verstindnisbasierte Erarbeitung nicht zwingend von allen Lehr-
kraften in der Unterrichtspraxis umgesetzt werden. Es gibt Hinweise aus der Praxis
dariiber, dass das kleine Einmaleins nach wie vor von den Empfehlungen bzw. Vor-
gaben abweichend - mit einem grofien Fokus auf dem Auswendiglernen von Reihen
— erarbeitet wird (vgl. SCHERER & MOSER OPITZ, 2010).

Inwiefern Lehrkrifte bei der Erarbeitung des kleinen Einmaleins in der Unter-
richtspraxis tatsachlich auf alternative Vorgehensweisen zuriickgreifen oder aktuel-
le Vorgaben umsetzen, kann bisher nicht sicher konstatiert werden. Denn bis heute
wurden in Deutschland kaum empirische Studien durchgefiihrt, die die unterricht-
lichen Vorgehensweisen bei der Erarbeitung des kleinen Einmaleins in den Blick
nehmen. Fir die Rechenoperation der Multiplikation kann zusitzlich festgehalten
werden, dass sich nur ein geringer Prozentsatz nationaler sowie internationaler Stu-
dien detailliert mit der Verwendung von Herangehensweisen, den sogenannten Re-
chenstrategien beschiftigt, die basierend auf Einsicht in operative Beziehungen zur
Aufgabenlosung fithren. Das gleiche gilt fiir die Anzahl an Studien, die die Strate-
gieverwendung beim kleinen Einmaleins gekoppelt mit der unterrichtlichen Vorge-
hensweise der Lehrkrifte betrachtet: Auch hier ist die Anzahl eher gering, da der
Einsatz von Rechenstrategien bisher kaum unter Beriicksichtigung der expliziten
unterrichtlichen Erarbeitung von Lehrpersonen analysiert wurde.

Das Hauptziel dieser Arbeit sind Erkenntnisse in den beschriebenen Forschungs-
liicken. Deshalb untersucht sie verschiedene Herangehensweisen von Kindern bei
Aufgaben des kleinen Einmaleins im 3. Schuljahr. Es soll grundsitzlich analysiert
werden, ob sich im Strategieeinsatz bei Kindern nach der Erarbeitung des kleinen
Einmaleins Herangehensweisen zeigen, die basierend auf Einsicht in operative Be-
ziehungen zur Aufgabenlosung fithren. Mit Blick auf die enorme gegenwirtige Be-
deutung sollen dartiber hinaus Erkenntnisse gewonnen werden hinsichtlich flexibler
Rechenkompetenzen bei dieser Rechenoperation. Ein Fokus der vorliegenden Arbeit
liegt auch auf der Frage, ob und inwieweit sich verschiedene unterrichtliche Vor-
gehensweisen der Lehrpersonen in der Strategieverwendung und im Lernerfolg der
Kinder bemerkbar machen. Hierbei soll die Strategieverwendung differenziert unter
Beriicksichtigung eines weiteren moglichen Einflussfaktors, der individuellen Leis-
tungsfahigkeit, untersucht werden.

Mithilfe einer der Hauptstudie vorgeschalteten Vorstudie konnte analysiert wer-
den, dass verschiedene unterrichtliche Vorgehensweisen bei der Erarbeitung des
kleinen Einmaleins vorliegen. Diese ging der offenen Frage nach, inwiefern eine
verstdndnisbasierte Erarbeitung des kleinen Einmaleins in der Praxis tatsdchlich
Umsetzung findet. Eine Klassifizierung von Lehrpersonen und ihren unterschiedli-
chen Vorgehensweisen bei der unterrichtlichen Erarbeitung wurde ebenfalls in dieser
Vorstudie realisiert. Die Forschungsergebnisse dieser Vorstudie zeigen, dass in der
Unterrichtspraxis verschiedene Ansitze der Erarbeitung des kleinen Einmaleins vor-
herrschen. Neben einer Erarbeitung, die sich durch ein Entdecken und Anwenden
von Rechenstrategien auszeichnet, die auf Zusammenhdngen zwischen verschiede-
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nen Einmaleinssétzen basieren, sind, wie Erfahrungen aus der Praxis bereits vermu-
ten lieflen, auch Vorgehensweisen zu erkennen, die man als eher traditionell bezeich-
nen kann, da sie den Hauptfokus auf das Auswendiglernen von Reihen legen.

Basierend auf den Erkenntnissen der Vorstudie wurde in der Hauptstudie an-
gestrebt, die Einfliisse einer verstdndnisbasierten Erarbeitung im Vergleich zu einer
eher traditionellen Erarbeitungsweise auf die Strategieverwendung zu iiberpriifen.

Steht die Erarbeitung eines mathematischen Inhaltes im Fokus einer Arbeit, ist es
fast zwingend notwendig, sich auch mit dem Verstdndnis von Lehren und Lernen im
Allgemeinen sowie dem Lehren und Lernen im Mathematikunterricht zu beschif-
tigen. Da die beiden gegensitzlichen Erarbeitungsweisen auf jeweils unterschiedli-
chen Sichtweisen von Lehren und Lernen begriindet zu liegen scheinen, soll in die-
ser Arbeit das aktuell konstruktivistische Verstindnis von Lehren und Lernen einer
behavioristischen Grundauffassung gegeniibergestellt werden. Dies passiert in Kapi-
tel 1. Ein weiteres Hauptaugenmerk dieses Kapitels liegt auf der Abgrenzung einer
konstruktivistischen Sichtweise auf das Lehren und Lernen im Mathematikunterricht
von einer behavioristischen Sichtweise sowie den Anforderungen und Zielsetzungen
des Mathematikunterrichts, wie sie heute vorherrschen.

Das zweite Kapitel widmet sich im Anschluss der Erarbeitung der Einmaleins-
sitze in der Grundschule. Neben einem Uberblick iiber die fachlichen Grundlagen
der Multiplikation wird der Strategiebegriff in der nationalen und internationalen Li-
teratur geklart sowie die Vielfalt an verschiedenen Herangehensweisen zur Losung
von Einmaleinsaufgaben aus mathematiktheoretischer Sicht prasentiert. In diesem
Kapitel wird zusitzlich herausgearbeitet, dass es nicht nur die eine Erarbeitung des
Einmaleins gibt, sondern vielmehr verschiedene Wege der Erarbeitung unterschie-
den werden miissen. Neben einer verstindnisbasierten Erarbeitung und theoreti-
schen sowie empirischen Argumenten, die fiir diese Art der Erarbeitung sprechen,
stehen auch weitere, alternative Vorgehensweisen im Fokus des zweiten Kapitels. Zu-
dem sollen aktuelle Rahmenvorgaben historisch eingeordnet werden.

Das Hauptaugenmerk des dritten und zugleich letzten Theoriekapitels liegt auf
gesicherten Erkenntnissen zur Entwicklung kindlicher Strategien beim kleinen Ein-
maleins und Forschungsergebnissen hinsichtlich der kindlichen Strategieverwen-
dung. Die Ergebnisse nationaler sowie internationaler Studien verweisen dabei auf
den bestehenden Forschungsbedarf in diesem Themengebiet. Dariiber hinaus werden
die bisherigen Forschungsergebnisse dargelegt, die die Abhéngigkeit der Strategiever-
wendung vom Unterricht und dem Individuum aufzeigen. Voraussetzungen fiir eine
erfolgreiche Strategiewahl bzw. Merkmale, die diese charakterisieren, werden in die-
sem Kapitel thematisiert und anhand eines Modells zur Kompetenz der Strategie-
wahl beim kleinen Einmaleins restimierend illustriert.

Im Kapitel 4 dieser Arbeit wird die erwdhnte Vorstudie présentiert, in der die Er-
kenntnisse hinsichtlich der offenen Frage gewonnen werden, ob und in welcher Aus-
pragung ein verstandnisbasiertes Vorgehen in der Unterrichtspraxis in Deutschland
tatsdchlich umgesetzt wird. Alternative unterrichtliche Vorgehensweisen der Erarbei-
tung werden ebenfalls identifiziert und charakterisiert.
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Die zentralen Fragestellungen der Hauptstudie werden anschliefend im Kapitel 5
umfassend beschrieben. Zusitzlich werden das Studiendesign, die Erhebungsinstru-
mente, die Kodierung sowie die fiir die Auswertung der Daten verwendeten statisti-
schen Methoden skizziert.

Im Kapitel 6 wird iiber die Ergebnisse dieser Hauptstudie berichtet, getrennt nach
den verschiedenen Zielsetzungen. Der Fokus liegt hierbei auf den durchgefiihrten
Unterschiedsanalysen, die den Einfluss verschiedener unterrichtlicher Erarbeitungen
sowie der individuellen Leistungsfahigkeit eines Kindes auf die Strategieverwendung
untersuchen.

Im finalen siebten Kapitel werden die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung
zusammengefasst und auf Basis theoretischer Grundlagen kritisch reflektiert. Auch
die Grenzen der vorliegenden Arbeit sollen dargelegt sowie weitere Forschungsper-
spektiven verdeutlicht werden. Abschlieflend sollen basierend auf den gesamten ge-
wonnenen Erkenntnissen zentrale Punkte aufgezeigt werden, wie Schiilerinnen und
Schiiler unterschiedlichen Leistungsvermogens die Erarbeitung des kleinen Einmal-
eins so erfolgreich wie moglich bewaltigen konnen.
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1. Aktuelles Verstandnis von Lehren und Lernen

»Die Mathematik ist mehr ein Tun als eine Lehre.“

(LUITZEN EGBERTUS JAN BROUWER, 1881-1966)

Beschiftigt man sich mit der Erarbeitung eines mathematischen Inhaltes, ist es un-
umganglich, sich auch mit dem aktuellen Verstindnis von Lehren und Lernen im
Allgemeinen zu befassen und sich im Speziellen mit dem Lehren und Lernen im
Mathematikunterricht auseinanderzusetzen. Wie das Zitat von Luitzen E. J. Brouwer
(1881-1966) bereits verdeutlicht, wird dem Tun im mathematischen Lehr- und Lern-
prozess eine bedeutende Rolle zuteil. Das aktuelle konstruktivistische Verstindnis
von Lehren und Lernen soll in Gegeniiberstellung zu einer behavioristischen Auf-
fassung von Lehren und Lernen in diesem ersten Kapitel erlautert werden, bevor ein
Hauptaugenmerk dieses Kapitels auf der Sichtweise des Lehrens und Lernens im Ma-
thematikunterricht liegt, wie sie heute vorherrscht.

1.1 Konstruktivistische Grundannahmen und konstruktivistisches
Lernverstandnis

»Menschenwiirdiges Lernen ist nicht passiver Nachvollzug fremder
Gedanken, sondern aktive Erzeugung eigener Sinnstrukturen.

(SCHULZ, 1989, S. 36)

Das aktuelle Verstindnis von Lehren und Lernen zeichnet sich durch eine konst-
ruktivistische Grundposition aus (VON GLASERSFELD, 1994). John Dewey (1859-
1952), Jean Piaget (1896-1980) und Lev S. Wygotski (1896-1934) kénnen als theo-
retische Vordenker einer konstruktivistisch orientierten Didaktik angesehen werden.
TIhre Ansitze sind gegenwirtig immer noch wichtige Impulsgeber eines Verstindnis-
ses von Lehren und Lernen, das die aktive Rolle des Individuums beim Lernprozess
betont (REICH, 2008, S. 711T.).

Dem Konstruktivismus kann keine einheitliche Definition zugrunde gelegt wer-
den - in der Literatur sind vielschichtige, vielfiltige und teilweise uneinheitliche Ver-
wendungen des Begriffes vorzufinden (GERSTENMAIER & MANDL, 1995, S. 869;
REINMANN-ROTHMEIER & MANDL, 1997, S. 367). Die nachfolgenden Ausfiih-
rungen spiegeln Grundziige konstruktivistischer Erkenntnistheorien wider, die sich
auf die Gemeinsamkeiten verschiedener Ansitze, denen ein konstruktivistisches
Lernverstandnis zugrunde liegt, beschranken.

Den verschiedenen konstruktivistischen Auffassungen gemeinsam ist das Ver-
stindnis, dass Lernende ihr Wissen selbst konstruieren (HOOPS, 1998, S. 233). Ler-
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nen wird demnach als konstruktiver Prozess verstanden und zeichnet sich nach
REINMANN-ROTHMEIER und MANDL (1997) durch ,,das Primat der Konstruk-
tion aus” (ebd., S. 366, Hervorhebung im Original).

Der Lerner steht mit seinen Lernprozessen im Zentrum des Unterrichts und
»dessen Gestaltung ist vordringlich eine Frage der Konstruktion (BENDORE, 2002,
S. 127f.). Fragestellungen, mit denen sich die einzelnen konstruktivistischen Ansit-
ze beschiftigen, widmen sich demnach weniger der Wissensvermittlung als vermehrt
der Wissenskonstruktion? (REINMANN-ROTHMEIER & MANDL, 1997, S. 366).
Der Wissenserwerb stellt eine konstruktive Aufbauleistung dar, die sich nicht durch
passive Aufnahme und Reproduktion kennzeichnet, sondern vielmehr durch ein
Lernen, das sich durch einen aktiven Aufbau und die Rekonstruktion von Wissen
auszeichnet (vgl. FREUDENTHAL, 1991; PIAGET, 1999, S. 180; TREFFERS, 1991,
S. 24). ,The common conviction is that knowledge can not simply be transferred rea-
dy-made [...] from teacher to student but has to be actively built up by each learner
in his or her own mind (VON GLASERSFELD, 1991, xiii).“

Die Ausbreitung des konstruktivistischen Denkens hat nach REUSSER (2006) zu
einer veranderten Sicht auf schulisches Lernen gefiihrt:

Nicht zuletzt unter dem Eindruck der modernen Entwicklungspsychologie und
der Lernforschung hat sich die Perspektive auf schulisches Lernen zunehmend
von den Methoden und Sozialformen des Lehrerhandelns zu den Tiefenstruktu-
ren des Schiilerlernens, von einer [...] Interventionssicht des didaktischen Han-
delns zu einer Fokussierung auf die bei Schiilern ablaufenden psychologischen
Lern- und Verstehensprozesse verlagert. (REUSSER, 2006, S. 160)

Diese Verlagerung hin zu kindlichen Verstehensprozessen ist auf die — aus konstruk-
tivistischer Sicht — wichtige Bedeutung des Verstehens beim Lernen zuriickzufiihren.
Einem konstruktivistischen Verstdndnis zufolge besteht das Ziel darin, ,,iitber die blo-
3e Beherrschung von Fertigkeiten hinaus Verstehen beim Lernenden zu erméglichen
und zu fordern (DINTER, 1998, S. 272). Verstehen wird nach STEBLER, REUSSER
und PAULI (1994, S. 228f)) je nach theoretischer Ausrichtung vielschichtig aufge-
fasst — beispielsweise als Einsicht in Zusammenhdnge (WERTHEIMER, 1964), opera-
torische Beweglichkeit (AEBLI, 1951), Assimilation neuer Inhalte an bestehende Struk-
turen (PIAGET, 1976), Begriffsbildung (AEBLI, 1980, 1981) oder als Problemlésen
(REUSSER & REUSSER-WEYENETH, 1994). Verstehen kann somit als Prozess oder
als Verstehensprodukt bezeichnet werden. Wobei Verstehen laut AESCHENBACHER
(1994) nicht mehr als ,,Endprodukt eines erfolgreichen Unterrichts“ (ebd., S. 128)
bzw. nicht ausschlieflich als Ziel und Ergebnis eines Kompetenzerwerbs am Ende

2 An dieser Stelle sei erwihnt, dass der Konstruktivismus eine Erkenntnistheorie ist. Die er-
kenntnistheoretischen Grundlagen dienen weder dazu, didaktische Ansitze zu begriinden
noch Unterrichtsmethoden aus ihnen abzuleiten. Laut REUSSER (1999b) konnen ,,aus radi-
kalisierten grundlagentheoretischen Positionsbeziigen [nicht] [...] in direkter Weise Orien-
tierungen fiir didaktisches Handeln abgeleitet bzw. pddagogisch-didaktische Folgerungen
gezogen werden® (ebd., S. 7, Ergidnzung der Autorin). Im Zuge einer griindlichen padagogi-
schen Reflexion konnen erkenntnistheoretische Grundlagen verschiedene didaktische Ansit-
ze bestenfalls untermauern (DINTER, 1998, S. 268f.; ERNEST, 1994, S. 338).

© Waxmann Verlag GmbH. Nur fiir den privaten Gebrauch.



eines Lernprozesses angesehen wird - in den Mittelpunkt riickt vermehrt der Pro-
zess des Kompetenzerwerbs.

Mit dem folgenden Zitat verweisen REUSSER und REUSSER-WEYENETH
(1994) ebenfalls darauf, dass Verstehen als kognitive Konstruktion sowohl als Pro-
dukt als auch als Prozess zu sehen ist und betonen im Besonderen, dass Verstehen
der Eigenaktivitit des Lernenden bedarf und nicht von einer Person auf die andere
iibertragen werden kann:

Wer versteht, kopiert nicht Wirklichkeit, entschliisselt nicht eine Struktur mit
gegebenem, festem Sinnbestand [...], sondern schafft immer auch neue Infor-
mation, stiftet oder erzeugt Sinn. Eine konstruktivistische Erkenntnisauffas-
sung [...] nimmt daher Abschied von der Vorstellung, dass es ein Beobachten
ohne einen Beobachter, ein Feststellen von Wahrheit ohne einen Wahrnehmen-
den bzw. ein Verstehen von etwas oder von jemand ohne die aktive, strukturbil-
dende Leistung einer Person gibt. (REUSSER & REUSSER-WEYENETH, 1994,
S. 16f)

Verstehen heifit nicht nur ,eigenstindig erfahren, erkennen und begreifen, wie Ele-
mente zueinander in Beziehung stehen (BECK, GULDIMANN & ZUTAVERN,
1994, S. 207), sondern umfasst auch, diese Erfahrungen in das bereits bestehen-
de Wissensnetz zu integrieren, sie zu erweitern oder umzustrukturieren. So spricht
VON GLASERSFELD (1997b) auch von einer ,,aktiven Konstruktion viabler begriff-
licher Netzwerke® (ebd., S. 190), um seine Auffassung von Verstindnis darzulegen.
Wissen ist ein ,Repertoire an Begriffen, begrifflichen Beziehungen und Handlungen
oder Operationen, die sich in der Verfolgung unserer Ziele als viabel erwiesen ha-
ben (VON GLASERSFELD, 1997b, S. 202). Lernen aus konstruktivistischer Sicht
stellt somit die aktive Aufnahme neuer Wissenselemente in ein bereits bestehendes
Wissensnetz dar (SIEBERT, 1999, S. 20) und Verstehen kann dabei laut HORMANN
(1983) als das ,,Schaffen neuer, weiter als bisher greifender Zusammenhinge® (ebd.,
S. 18) gesehen werden.

Ein Verstindnis von Lehren und Lernen, das durch eine konstruktivistische
Grundposition gekennzeichnet ist und die Eigenaktivitit des Lernenden in den Mit-
telpunkt stellt, fordert auch Eigenverantwortung sowie Selbstorganisation von jedem
Individuum. Als ,,Produkt von Selbstorganisation® (VON GLASERSFELD, 1997b,
S. 191) wird Lernen dabei nach VON GLASERSFELD (1997b) beschrieben. Der Be-
griff Eigenverantwortung ist eng mit den Begriffen Selbststindigkeit, Selbststeue-
rung, Selbsttatigkeit, Aktivitdt und Autonomie verwandt (HUBER, 2004, S. 25). Stellt
Lernen einen aktiven, individuellen Prozess dar, der nicht von auflen zu steuern ist,
dann muss Lernen im engeren Sinne immer selbstgesteuert erfolgen (HUSMANN,

3 Die Begriffe viabel und Viabilitit wurden von ERNST VON GLASERSFELD aus der Biologie
iibernommen und ersetzen in der Theorie des Radikalen Konstruktivismus den Begriff der
Wabhrheit. ,,Handlungen, Begriffe und begriffliche Operationen sind dann viabel, wenn sie
zu den Zwecken oder Beschreibungen passen, fiir die wir sie benutzen. Nach konstruktivis-
tischer Sichtweise ersetzt der Begriff der Viabilitdt im Bereich der Erfahrung den traditionel-
len philosophischen Wahrheitsbegrift, der eine ,korrekte* Abbildung der Realitit bestimmt®
(VON GLASERSFELD, 1996, S. 43, Hervorhebungen im Original).

© Waxmann Verlag GmbH. Nur fiir den privaten Gebrauch.



2004, S. 6). Die Selbststeuerung kann dabei von Seiten der Lehrkraft nur angeregt
werden. Wobei KONRAD und TRAUB (1999) die Notwendigkeit dieser Anregungen
explizit hervorheben: ,Wenn Lernen ein individueller Prozess ist, sind Anregungen
unausweichlich, die die Lernenden dazu befihigen tiber den herkdmmlichen Unter-
richt hinaus ihr Lernen selbst in die Hand zu nehmen“ (ebd., S. 24). Selbstgesteuer-
tes Lernen ldsst sich nur schrittweise aufbauen (HUSMANN, 2004, S. 6), muss auch
erst gelernt werden und bewegt sich demnach nach KONRAD und TRAUB (1999)
etwas weiter gefasst auf einem Kontinuum zwischen Selbststeuerung und Fremd-
steuerung (ebd., S. 30ff.). Detaillierte Erkenntnisse im Hinblick auf den Grad der
Fremdsteuerung bzw. die Lehrerrolle in einer konstruktivistischen Grundauffassung
von Lehren und Lernen werden im Abschnitt 1.3 aufgefiihrt.

1.2 Abgrenzung zu einer behavioristischen Auffassung von
Lehren und Lernen

»Sag mir, was ich wissen muss; verlang aber nicht von mir,
dass ich denke!”

(WHITNEY, 1973, S. 285)

Die Kernidee konstruktivistischer Ansdtze wird im folgenden Abschnitt einem beha-
vioristischen Verstindnis von Lehren und Lernen gegeniibergestellt. Die grundsatz-
lich verschiedenen Positionen des Lehrens und Lernens gehen aus der Gegeniiber-
stellung der beiden Grundauffassungen besonders deutlich hervor.

Wihrend den konstruktivistischen Ansétzen die individuelle Konstruktion der Er-
kenntnis gemeinsam ist, wird in der abbildtheoretischen Erkenntnisauffassung* die
Erkenntnis als ein Spiegelbild der erkannten Wirklichkeit angesehen. Man geht von
der Uberzeugung aus, dass der Gegenstand der Erkenntnis unabhingig vom erken-
nenden Individuum existiert (im Sinne einer objektiven Erkenntnis) und nicht erst
von diesem im Erkenntnisprozess konstruiert wird. Die Abbildtheorie stellte eine er-
kenntnistheoretische Grundlage des Behaviorismus® im 20. Jahrhundert dar (FATKE,
1979, S. 299). Der Behaviorismus liefert als Erkldrung fiir die Entstehung von Wis-
sen die mechanische Wirkung duflerer Ursachen: Von aufSen werden an den Lernen-
den Sinneseindriicke herangetragen, die sich als Ergebnis von stindiger Wiederho-
lung und dabei erfolgender Bestirkung in besonderem Maf3e einpragen.

Kontrastiert man die Grundziige konstruktivistischer Erkenntnistheorien mit ab-
bildtheoretischen und behavioristischen Auffassungen, liegt demnach laut REIN-
MANN-ROTHMEIER und MANDL (1997) ein Hauptunterschied in der Tatsache,
dass Lernen nach einem konstruktivistischen Verstindnis aktiv erfolgt (siche Ab-

4 Begriinder der abbildtheoretischen Erkenntnisauffassung ist John Locke (1632-1704)
(FATKE, 1979, S. 299).

5 Die Hauptvertreter des Behaviorismus waren Edwald L. Thorndike (1874-1949), Ivan P.
Pawlow (1849-1936) und Burrhus F. Skinner (1904-1990) (SKINNER, 1978).
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schnitt 1.1) - wohingegen Lernen nach einem behavioristischen Verstindnis als
weitgehend rezeptiver® Prozess verstanden wird (ebd., S. 359):

Das erkennende und lernende Subjekt bleibt passiv und gelangt durch einen re-
zeptiven Vorgang - im Sinne eines Einbrennens oder Einprigens - zu Erkennt-
nis. Da die dussere [sic] sinnliche Erfahrung die einzige Quelle des Wissens ist,
spielt die Reizvermittlung die entscheidende Rolle fiir das geistige Wachstum
des Lerners. (HESS, 2002, S. 14)

Da die Reizvermittlung nach behavioristischer Grundauffassung von bedeutender
Relevanz beim Lehren und Lernen ist und der Erkenntnisvorgang weitgehend auf
die passive Reizaufnahme und ein assoziatives Verkniipfen in der Vorstellung re-
duziert zu sein scheint (HESS, 2002, S. 14), wird Unterricht demnach als Ort der
Belehrung gesehen. Lernenden wird eine passive Rolle zuteil, die Wissensvermitt-
lung sowie die Kontrolle iiber den kindlichen Lernprozess liegt ausschliefilich in den
Héinden von Lehrkriften (vgl. DEWEY, 1976; HOLT, 2003). Neben einem Lernen
tiber Sinnesreize, einer Fremdsteuerung des Lernprozesses und einem assoziativen
Lernen’ erfolgt Lernen nach behavioristischer Auffassung auch durch mechanische
Wiederholung von Wissensinhalten sowie dem Lernen durch Verstirkung bzw. Ler-
nen am Erfolg (vgl. PAWLOW, BAADER, SCHNAPPER & DRISCHEL, 1972; SKIN-
NER, 1978).

Im Folgenden wird ein Unterrichtsbeispiel aus der Mathematik zur Erarbeitung
des kleinen Einmaleins in der Grundschule angefiithrt. STEINER (2008) veranschau-
licht an diesem unterrichtspraktischen Beispiel zur Einfithrung der Einmaleinsreihe
mit 8 den didaktischen Ansatz einer Lehrkraft, die das assoziative Verkniipfen und
die Vermittlung von wahrnehmbaren Sinnesreizen in den Mittelpunkt stellt.® Die
Lehrkraft hat fiir die Erarbeitung Honigbiskuits mitgebracht, von denen 8 Stiick im-
mer in eine vorbereitete Schachtel passen. Jede gefiillte Schachtel wird von den Schii-
lerinnen und Schillern mit einem Kértchen versehen, auf dem die Gesamtzahl der
Honigbiskuits festgehalten wird:

Die erste Schachtel enthielt 8 Stiick, die zweite natiirlich auch, aber wenn man
die beiden zusammenfasste, waren das im ganzen schon 16. 2 x 8 = 16. Drei
Schachteln enthielten 8 mehr, also 24. Sicherheitshalber wurde noch abgezihlt,
bevor man «24» als dritte Station der Reihe auf ein Kértchen schrieb: 24, und
man sagte dazu oder dachte dabei: 3 x 8 = 24. Die drei Schachteln sollten zu

6 Unter dem Begriff rezeptiv wird die Bereitschaft oder die Fahigkeit zur Aufnahme von Sin-
neseindriicken verstanden (HESS, 2002, S. 14) - der Begriff wird im Folgenden auf einen
Reizempfinger oder passiven Lerner bezogen.

7  Assoziationslernen ldsst sich durch die Bildung von Assoziationen zwischen Reizgegebenheit
und bestimmten Reaktionsweisen erklaren. Zwei Formen des assoziativen Lernens werden
unterschieden: die klassische Konditionierung und die operante Konditionierung. Die klassi-
sche Konditionierung zeichnet sich durch die Verkniipfung von zwei Umgebungsreizen aus,
wihrend ein Organismus bei der operanten Konditionierung lernt, ,,bestimmte Verhaltens-
weisen mit bestimmten Konsequenzen zu assoziieren (MIETZEL, 2007, S. 140).

8 Die teilweise iiberspitzten Formulierungen, die STEINER (2008) bei der Beschreibung des
unterrichtspraktischen Beispiels gewdhlt hat, verdeutlichen bzw. deuten an, dass er diesem
Ansatz kritisch gegeniibersteht.
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einem Block, jede neue unterhalb der vorangegangenen, auf den Tisch gelegt
und nebendran jeweils mit dem richtigen Ergebnis markiert werden: 8, 16, 24
usw. Als man bei 80 angelangt war, konnte man die ganze Reihe hersagen. Ein-
zelne Kinder sprachen sie vor, dann wurde sie auch an die Tafel und von dort
ins Heft geschrieben, und wer jedesmal [sic] leise mitgesprochen hatte, der
konnte mit Sicherheit schon die Hélfte der Reihe auswendig, so bis 5 x 8 oder
6 x 8! Die Lehrerin, Frau Braun, legte Wert darauf, dass auch mit den Schachteln
geiibt wurde: Immer wieder durfte ein Kind die Schachteln hinlegen und dazu
sprechen: «1 x 8 = 8, 2 x 8 = 16» usw,, bis alle 10 schon dalagen. Die Schachteln
sollten nicht aufeinandergetiirmt, sondern untereinander gelegt werden, weil
das die Ubersicht erhohte. Dann durften alle ein vorbereitetes Blatt bemalen,
auf dem die 10 Schachteln mit den je 8 Biskuits vorgedruckt waren. Die ersten
8 wurden dunkelbraun, die zweiten hellbraun angemalt, damit man die 8er-Pa-
kete deutlich voneinander unterscheiden konnte. Frau Braun hatte dazu eigens
neue hellbraune Farbstifte verteilt; die Freude der Kinder war grof3, konnte man
die Farbe doch auch fiir das Kolorieren anderer Dinge gut gebrauchen. Natiir-
lich musste zu jeder der bemalten Schachteln die passende Rechnung mit dem
entsprechenden dunkel- oder hellbraunen Stift geschrieben werden. Die letzten
fiinf Minuten dieser Einfithrungslektion galten einer, wie man sagt, spielerischen
Vertiefung: Die Kinder begannen zunichst im Chor noch einmal: «1 x 8 = 8,
2x8=16,3x8 =24,4x8 = 32» und so weiter, bis «10 x 8 = 80». Dann
machte es die Lehrerin schwieriger: Sie wischte an der Wandtafel, wo alle Rech-
nungen standen, das Ergebnis von 3 x 8, also 24, aus, und wieder begannen die
Schiiler im Chor: «<1 x8=8,2x8=16,3x8 =24 ... » - «Das konnt ihr schon
wunderbar», lobte Frau Braun und wischte zwei weitere Resultate, naimlich 40
und 72 weg. Lautstark ging es los: «1 x 8 = 8», nur bei 9 x 8 wurde die Laut-
stairke und das Unisono des jungen Arithmetikerchores etwas schwicher. Die
einen zogen es vor, lieber nichts Lautes zu sagen, andere entschieden sich fiir 74
und wieder andere zogen durch mit 9 x 8 = 72! Genau dann lautete die Pausen-
glocke, und das war nicht einmal die grofite Belohnung; es gab ndmlich fiir je-
den der famosen Rechner ein Biskuit, eine positive Verstarkung fiir 9 x 8 = 72
oder 74 oder auch «Mhm?», je nachdem, wofiir man sich gerade hatte entschlie-
flen konnen, und da in der Pause ein spannendes Spiel die Hauptbeschaftigung
war, war auch dafiir gesorgt, dass die letzte arithmetische Reaktion, eben das
Resultat fiir die 9 x 8-Rechnung mit keiner andern arithmetischen Uberlegung
mehr interferierte und so mit dem zuletzt gewussten, erahnten oder auch ver-
schwiegenen Ergebnis assoziiert blieb. (STEINER, 2008, S. 274f., Hervorhebun-
gen im Original)

Der didaktische Ansatz der Lehrerin besteht im angefiihrten Unterrichtsbeispiel
auf der assoziativen Verkniipfung als Grundlage des Rechenlernens und entstammt
demnach der klassischen bzw. behavioristischen Lerntheorie. Bei der gewdhlten Vor-
gehensweise des Aufbaus der 8er-Reihe werden die ersten beiden Zahlen (Fakto-
ren einer Aufgabe) mit einer dritten, dem Ergebnis assoziiert. Derjenige, der dabei
das Ergebnis nicht mit den beiden Faktoren der Aufgabe abgespeichert hat und so-
mit auch nicht abrufen kann, ,ist eben kein guter Rechner; umgekehrt gilt als gu-
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ter Rechner, wer die richtigen Assoziationen rasch und korrekt abruft* (STEINER,
2008, S. 276f.). Merkmale dieses Ansatzes sind eine mechanische Wiederholung bei
angemessener Verstarkung und einer von Seiten der Lehrkraft als giinstig angesehe-
nen Segmentierung des Unterrichtsstoffes (ebd., S. 277). SKINNER (1958) spricht
von Lehrkriften als Lehrmaschinen, die herangezogen wurden, um einen klein- und
gleichschrittigen, produktorientierten Unterricht zu gestalten: ,,Each step must be so
small that it can always be taken, yet in taking it the student moves somewhat closer
to fully competent behavior. The machine must make sure that these steps are taken
in a carefully prescribed order” (SKINNER, 1958, S. 970).

Einer behavioristischen Auffassung von Lehren und Lernen folgend zeichnet sich
ein fully competent behavior nicht - wie in konstruktivistischen Ansitzen - durch
ein Verstindnis des Lerninhaltes aus. Im Mathematikunterricht, wie im vorherigen
Unterrichtsbeispiel dargestellt, kann die blofle Assoziation eines Zahlenpaares mit
dem Ergebnis auch nicht zum Aufbau eines Verstindnisses der Rechenoperation bei-
tragen. Dies ist aber aus behavioristischer Sicht auch nicht zwingend notig bzw. er-
strebenswert, da das am Ende stehende korrekte Endprodukt des Lernprozesses (im
angefithrten Beispiel das Beherrschen der Einmaleinsaufgaben) als Ziel der Erarbei-
tung angegeben wird (AESCHBACHER, 1994, S. 128). Verstehensbasierte Lernpro-
zesse, wie sie im Konstruktivismus angebahnt und angestrebt werden, spielen in der
Reinform der Lehr-/Lerntheorie des Behaviorismus keine Rolle - man orientiert sich
am korrekten Ergebnis des Lernprozesses, nicht am beschrittenen Lernweg.

1.3 Auswirkungen des Verstandnisses von Lehren und Lernen
auf die Rolle der Lehrperson

~Wir Lehrer - wahrscheinlich alle Menschen — werden von einer
erstaunlichen Tauschung genarrt. Wir glauben, wir konnten ein Bild,
eine Struktur oder ein funktionstiichtiges Modell einer Sache, die

wir in unserem Geiste aufgrund langer Erfahrung und Vertrautheit
zusammengesetzt haben, in den Geist einer anderen Person
iibertragen, indem wir es in ein langes Band aneinandergereihter
Worte verwandeln.

(HOLT, 1979, S. 167)

Das zugrundeliegende Verstdndnis von Lehren und Lernen wirkt sich auch auf die
Rolle der Lehrperson aus. Wahrend die Aufgabe einer Lehrkraft nach behavioristi-
scher Auffassung von Lehren und Lernen in der Vermittlung von Wissen liegt, steht
bei Lehrkriften, die einer konstruktivistischen Grundauffassung folgen, das Schaffen
von Lernumgebungen im Vordergrund, die gute Bedingungen fiir die Anregung in-
dividueller Konstruktionen bieten (TERHART, 1999, S. 636f.). In einem behavioris-
tischen Rollenverstindnis wird dem Lerner eine passive Rolle zuteil, der Lehrende
tbernimmt die alleinige Lernverantwortung, indem er die Segmentierung des Lern-
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stoffs vornimmt und je nach Leistungsvermégen eines Kindes Aufgabenschwierig-
keit bzw. -umfang variiert. Lernen erfolgt demnach durch die Belehrung von Sei-
ten der Lehrkraft nach dem Prinzip der kleinen und kleinsten Schritte, die von der
Lehrkraft isoliert dargeboten werden, und durch die wiederholte Einforderung eines
Ubens isolierter Schwierigkeiten. Der Lernerfolg wird von der Lehrkraft am richti-
gen Ergebnis gemessen und nicht am eingeschlagenen Lernweg des Lerners — der
Lehrer selbst gibt den Lernweg vor, er vermittelt Rezepte (HESS, 2002, S. 42ff.) als
»fertigen Stoff“ (REUSSER, 2006, S. 161).
BRUNER kehrt sich bereits 1971 von diesem Rollenverstdndnis ab und betont:

To instruct someone in these disciplines is not a matter of getting him to com-
mit results to mind. Rather, it is to teach him to participate in the process that
makes possible the establishment of knowledge. We teach a subject not to pro-
duce little living libraries on that subject, but rather to get a student to think
mathematically for himself, to consider matters as an historian does, to take part
in the process of knowledge-getting. Knowing is a process, not a product. (BRU-
NER, 1971, S. 72)

Die Vertreter bzw. Fursprecher einer konstruktivistischen Grundposition distanzie-
ren sich ebenfalls von dem behavioristischen Rollenverstindnis der Lehrperson und
setzen dabei nach VON GLASERSFELD (1996) auf ein anderes Hauptaugenmerk:
,Die Kunst des Lehrens hat wenig mit der Ubertragung von Wissen zu tun, ihr
grundlegendes Ziel muss darin bestehen, die Kunst des Lernens auszubilden® (ebd.,
S. 309). Laut HESS (2002) iibernimmt die Lehrkraft dabei im Laufe des Lernprozes-
ses einer jeden Schiilerin und eines jeden Schiilers die Funktion eines Lernbegleiters
mit zunehmend geringerer Lenkungsfunktion. Durch die anfangliche Unterstiitzung
beim Aufbau eines zielgerichteten Lernverhaltens soll Lernen auf Schiilerseite zuneh-
mend selbstorganisiert funktionieren (ebd., S. 44f.). REUSSER (2006) betont eben-
falls die Wichtigkeit der Zuriicknahme ,,der Dominanz der Steuerung® (ebd., S. 165)
und plidiert fiir einen, die Verantwortung abgebenden, ,,adaptiven Lernhelfer® (ebd.,
S. 165).

Sowohl fiir die Beschreibung der Schiiler- als auch der Lehrerrolle der beiden
unterschiedlichen Ansitze von Lehren und Lernen setzt KUHNEL (1916) auf die
beiden gegensitzlichen Begriffspaare ,Leitung und Rezeptivitat® vs. ,Organisation
und Aktivitat* (ebd., S. 70). Die konkrete Gegeniiberstellung der kontriaren Rollen
von Lehrkriften eines behavioristisch orientierten im Vergleich zu einem konstruk-
tivistisch gestalteten Unterricht ist dabei auch in einigen Veréftentlichungen der letz-
ten Jahre aufgefithrt (GALLIN & RUF, 1990, S. 19; HESS, 2002, S. 45; WINTER,
1984a, S. 26; WINTER, 2016, S. 4f; WITTMANN, 1997, S. 28). In Tabelle 1 wird
eine Gegeniiberstellung - in ihren Extremauspriagungen - in gekiirzter Form darge-
boten.
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Tabelle 1:  Gegeniberstellung der behavioristischen und der konstruktivistischen Lehrkraft-Rolle

Behavioristische Lehrkraft-Rolle Konstruktivistische Lehrkraft-Rolle

Lehrperson als Belehrer, Leiter, Instrukteur Lehrperson als Lernbegleiter, Organisator,
Konstrukteur

Belehren nach dem Prinzip der kleinen und Anregen individueller Konstruktionen mithilfe

kleinsten Schritte von Lernumgebungen

Reduzieren der Schwierigkeit der Lerninhalte ~ Beibehalten der Komplexitit der Lerninhalte

Vermitteln von isolierten Einzelfakten Anregen verstindnisbasierter Lernprozesse

Der Konstruktivismus hat ein nach REUSSER (2006) ,.fiir die Padagogik attraktives,
empirisch verankertes Lernparadigma hervorgebracht® (ebd., S. 161, Hervorhebung
im Original) und dabei den Blick auf die Lernwelten der Schiilerinnen und Schiiler
gerichtet. Evident erscheint, dass sich damit auch ein Wandel der Lehrerrolle vollzo-
gen hat — von einer direkten zu einer eher indirekten Instruktion. Dieser Wandel des
Rollenverstindnisses geht mit der neuen Aufgabe der Lehrkraft einher, eine Lernum-
gebung zu schaffen, die einer konstruktivistischen Auffassung von Lehren und Ler-
nen Rechnung tragt:

Das Handeln von Lehrpersonen vermag zwar giinstige Bedingungen fiir ver-
stindnisvolles Lernen zu schaffen und damit das Lernfeld abzustecken, das Ler-
nen von individuellen Schiilern aber kann es weder zwingend in Gang setzen
noch sicher zum Erfolg fithren. Das heisst [sic], keine Lehrperson kann einem
Lernenden den Vollzug einer gedanklichen Verkniipfung abnehmen. (REUSSER,
2006, S. 160f.)

Welche Bedingungen allerdings eine gute Lernumgebung fiir die Anregung subjek-
tiver Konstruktionen erfiillen muss, geht nicht einheitlich aus der Literatur hervor
(TERHART, 1999, S. 637). Je nach zugrunde liegender konstruktivistischer Position
- von radikal bis hin zu gemifligt — unterscheiden sich die Sichtweisen der jeweili-
gen Ansitze, indem sie einerseits vermehrt die Selbsttatigkeit der Schiilerinnen und
Schiiler hervorheben oder andererseits die gezielte Anleitung durch die Lehrkraft be-
tonen (DUIT, 1995, S. 916). Aus diesen verschiedenen Ansitzen innerhalb des kons-
truktivistischen Verstindnisses geht bereits hervor, dass Unterricht nach aktuellem
Verstdndnis von Lehren und Lernen immer eine Balance zwischen Konstruktion und
Instruktion darstellt - das ausgewogene Maf} an Instruktion fiir den individuellen
Lernprozess allerdings nicht klar formuliert zu sein scheint.

Nach REUSSER (1994) lasst sich die Rolle der Lehrkraft weder ,auf einfache
Metaphern des Typs ,der Lehrer als x oder als y* reduzieren, noch der Wandel sich
durch simplifizierende Formeln des Typs ,von der Rolle x zur Rolle y* qualifizie-
ren“ (ebd., S. 34, Hervorhebungen im Original). Er sieht die beiden Lernkulturen,
die behavioristische und die konstruktivistische, nicht schwarz/weif3, sondern eher
im Sinne einer Schwerpunktverlagerung, die noch auf der Suche nach der entspre-
chenden Balance zu sein scheint (HESS, 2002; REUSSER, 1999a). Seiner Meinung
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nach schlidgt der Wandel des Rollenverstindnisses von einem ,direkt instruieren-
den Stoffdarsteller, Unterweiser und Lektionengeber [zu einem] indirekt arrangieren-
den Lerndesigner, [...] Moderator, Lernberater und Coach® (REUSSER, 2006, S. 161,
Erginzung der Autorin) zwar eine positive Richtung ein, aber Folgerungen fiir die
didaktische Rolle von Lehrern bzw. eine Theorie des Lehrerhandelns sind nur un-
zureichend gegeben. Die Schwierigkeit besteht nach REUSSER (2006) darin, einen
Unterricht zu konzipieren, der griindliches, in die Tiefe gehendes, fachliches Ver-
stehen und Autonomisierung jedes Lernenden zugleich anstrebt — denn individuelle
Lernwege den Kindern zu ermdglichen und die Konstruktion von Wissen anzutrei-
ben, geht immer auch damit einher, dieses Freisetzen von Subjektivitit wieder zu be-
grenzen (ebd., S. 161ff.). Es geht nicht um die ,totale Selbststeuerung, sondern um
eine Integration von Anleitung und Selbststandigkeit, Instruktion und Konstruktion
(GUDJONS, 2006, S. 17). Doch wann, wie und wie stark Lehrpersonen unterstiitzen,
anleiten oder instruieren sollen, sind offene Fragen, welche die Unterrichtsforschung
noch nicht detailliert gekldrt hat (REUSSER, 2006, S. 1641L.).

1.4 Historischer Abriss und gegenwartige Aktualitat behavioristischer und
konstruktivistischer Auffassungen von Lehren und Lernen

Wer sich zum Konstruktivismus bekennt, ist nicht nur ,in; er darf
sich auch eines weitldufigen Kreises (scheinbar) Gleichgesinnter
erfreuen.

(REUSSER, 1999b, S. 1, Hervorhebung im Original)

Nicht die ausschlieflliche Selbststeuerung, sondern eine Integration fordert GUD-
JONS (2006) in seinem Zitat im vorausgehenden Abschnitt, das zugleich als ein In-
diz angefiihrt werden kann, dass aktuelle Lehr-/Lerntheorien durchaus sowohl kons-
tituierende Elemente des Behaviorismus als auch des Konstruktivismus einschlieflen.
Die Begriffe Anleitung und Instruktion koénnen als kennzeichnende Merkmale einer
behavioristischen Grundauffassung gefithrt sowie Selbststindigkeit und Konstruk-
tion unter der konstruktivistischen Sichtweise subsumiert werden (sieche Abschnit-
te 1.1 und 1.2). Der folgende Abschnitt soll einen kleinen historischen Abriss der be-
havioristischen und konstruktivistischen Sicht auf Lehren und Lernen skizzieren und
die gerade angesprochene, aktuelle Gegenwértigkeit behavioristischer und konstruk-
tivistischer Auffassungen von Lehren und Lernen aufzeigen.

Die Wurzeln des Konstruktivismus liegen weit in der Vergangenheit, sie gehen
zuriick auf den Philosophen Xenophanes (570 v. Chr.-470 v. Chr.), der sich als einer
der ersten mit dem Begriff des Wissens philosophisch auseinandersetzte. Xenopha-
nes betonte, ,dass wir es nur mit Erfahrung zu tun haben und nie mit Dingen an
sich“ (VON GLASERSFELD, 19974, S. 9) und bereitete damit ,,unwillkiirlich den Bo-
den [...], aus dem zweieinhalb Jahrtausende spiter die konstruktivistische Denk-
weise spriefSen konnte“ (ebd., S. 9). Richtig durchgesetzt und prazisiert wurde die-
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se philosophische Position - wie man dem Zitat von VON GLASERSFELD (1997a)
entnehmen kann - zunichst allerdings nicht. Die ,,Machthaber in allen Sparten®
(VON GLASERSFELD, 19974, S. 9) beruhten lange Zeit auf dem Standpunkt, ,sie al-
lein hitten Zugang zur endgiiltigen Wahrheit gefunden, und darum miisse man ih-
nen folgen“ (ebd., S. 9). Lehr- und Lerntheorien wurden vornehmlich von den Ideen
des Behaviorismus gepragt, Unterricht wurde demnach als Ort der Belehrung ver-
standen und Lernen als passivistisch angesehen (vgl. DEWEY, 1976; HOLT, 2003).
Gerade fiir Didaktiker und Padagogen gestaltete sich diese Theorie des Lernens als
besonders ansprechend, sicherte sie doch die ,Berechenbarkeit von Lernen sowie
die suggerierte Kontrollierbarkeit von Unterricht und seinen Wirkungen“ (BRUGEL-
MANN, 2005, S. 61f., Hervorhebungen im Original). Diese behavioristische Sicht
auf Lehren und Lernen konnte weit bis ins 20. Jahrhundert aufrecht erhalten wer-
den - bis zu diesem Zeitpunkt bestand kein Anreiz, sich mit den Denkprozessen
der Kinder auseinanderzusetzen. Alles Wissen, tiber das Kinder verfiigen, wurde den
Kindern eingeflofit oder wie die Metapher des Niirnberger Trichters (als rein mecha-
nische Wissensvermittlungsmethode) sehr treffend bildlich veranschaulicht, in den
Kopf der Kinder hinein geschiittet (ANDRESEN & DIEHM, 2006, S. 263f.). Es gab
einzelne frithe Bewegungen, die das Lernen unter konstruktivistischer Perspektive
betrachtet haben und den Versuch unternommen haben, diese Perspektive auf den
Unterricht zu {ibertragen. Aber erst Anfang des 20. Jahrhunderts wurde der Grund-
gedanke des Konstruktivismus durch die Reformpadagogik und ihre Forderungen
nach einer aktiven Rolle der Kinder im Lernprozess aufgegriffen und die konstruk-
tivistisch ausgerichtete Erkenntnistheorie erfuhr einen stirkeren Einfluss. Mitte des
20. Jahrhunderts wurde demnach immer deutlicher, dass sich Verhaltensweisen der
Menschen und Prozesse nicht rein mit behavioristischen Mitteln erkldren lassen. Der
Konstruktivismus ist ab diesem Zeitpunkt auf dem Vormarsch und ist aus heutiger
Sicht nicht mehr wegzudenken - , konstruktivistisches Denken scheint ,im Trend zu
liegen“ (SIEBERT, 1999, S. 5, Hervorhebung im Original). ,,Es ist jedoch eine Tatsa-
che, dass die behavioristische Bewegung nicht nur vor einigen Jahrzehnten aufler-
ordentlich einflussreich war; ihre Schliisselbegriffe sind heute noch lebendig und in
den Vorstellungen vieler Erzieher wirksam® (VON GLASERSFELD, 1996, S. 287).
Dies ist sicherlich auch darauf zuriickzufithren, dass dem Behaviorismus laut HESS
(2002) vereinzelt auch Positives abgewonnen werden kann: Verhaltensweisen oder
-muster konnen angebahnt und gefestigt, vermittelte Fertigkeiten ausgebildet werden
(ebd., S. 19). Einzelne Ansichten eines behavioristischen Verstindnisses von Lehren
und Lernen nehmen auch in der aktuellen Lehr-/Lerntheorie bzw. der gegenwartigen
Diskussion eine nicht zu vernachlassigende Rolle ein.

Nach diesen vorgeschalteten, allgemeinen und nicht explizit mathematikspezifi-
schen Ausfithrungen zum Lehren und Lernen wird im folgenden Abschnitt die Be-
deutsamkeit der Diskussion um verschiedene Lerntheorien (Abschnitt 1.1 bis 1.4)
auf die Mathematik-Didaktik in den Blick genommen. Die Mathematik-Didaktik be-
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ruft sich auf verschiedene wissenschaftliche Bezugsdisziplinen®, ,eine interdisziplinar
angelegte Leitschiene® (HESS, 2002, S. 8, Hervorhebung im Original) verlduft da-
bei von einer behavioristischen zu einer konstruktivistischen Auffassung von Lehren
und Lernen. Welche fachdidaktischen Auswirkungen einer gewissen Tragweite die
veranderte Sichtweise auf das Lehren und Lernen im Mathematikunterricht hat, soll
im Folgenden ndher ausgefiihrt werden.

1.5 Veranderte Sichtweise auf das Lehren und Lernen im
Mathematikunterricht

»Learning mathematics is a constructive activity. Something which
contradicts the idea of learning as absorbing knowledge which is
presented or transmitted.

(TREFFERS, 1991, S. 24)

Die Entwicklung des Mathematikunterrichts der Grundschule Ende des letzten Jahr-
hunderts bis in die Gegenwart ist nach KRAUTHAUSEN (2000) dem Paradigmen-
wechsel von einer behavioristischen zu einer konstruktivistischen Sichtweise auf das
Lehren und Lernen geschuldet (siehe Abschnitt 1.1 bis 1.3) (ebd., S. 13). In diesem
Abschnitt soll prézisiert werden, inwieweit bzw. inwiefern sich die verdnderte Sicht-
weise bezogen auf die Lehr- und Lernprozesse im Allgemeinen auf das Lehren und
Lernen im Fach Mathematik widerspiegelt. Der Abschnitt 1.5 bietet zu Beginn einen
historischen Abriss, der im Vergleich zum vorherigen Abschnitt die historische Ent-
wicklung des Lehr- und Lernverstindnisses im Mathematikunterricht in den Fokus
stellt und einen Blick auf die gegenwirtige Aktualitit der beiden Grundauffassun-
gen von Lehren und Lernen in diesem Fach richtet. Im Zentrum der Ausfithrungen
steht die Auseinandersetzung mit einem - vor dem Hintergrund des sogenannten
Paradigmenwechsels - revidierten Verstindnisses von Mathematikunterricht, welches
das Lernen und nicht mehr das Lehren in den Mittelpunkt stellt, die aktive Rolle
des Lernenden betont sowie dem Verstehensprozess im Mathematikunterricht eine
zentrale Rolle zuteilwerden ldsst. Wie eine konkrete, konzeptuelle Vorgehensweise in
einem Mathematikunterricht, der auf einem konstruktivistischen Lehr-Lernverstind-
nis beruht, aussehen kann, wird zum Abschluss dieses Abschnittes diskutiert.

9 Als bedeutendste Bezugsdisziplinen der Mathematikdidaktik fithrt z.B. WITTMANN
(1995b) die verschiedenen Bereiche der Mathematik, die Piddagogik, die Allgemeine Didak-
tik, die Lernpsychologie, die Padagogische Psychologie, die Kognitionspsychologie, die Ent-
wicklungspsychologie, die Neurophysiologie sowie die Philosophie an (ebd., S. 1f.).
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1.5.1 Historische Entwicklung zweier miteinander konkurrierender Anséatze
des Lehrens und Lernens im Mathematikunterricht

Laut WITTMANN (1990) sind die konstruktivistische und die behavioristische
Grundauffassung von Lehren und Lernen zwei Ansitze, die sich auch auf das Leh-
ren und Lernen von Mathematik ausgewirkt haben. Insbesondere seit Beginn des 20.
Jahrhunderts konkurrieren diese beiden Ansitze miteinander und werden in der ein-
schldgigen fachdidaktischen Diskussion des Ofteren als Idealtypen'® gegeniibergestellt
(vgl. z.B. AHMED, 1987; GALLIN & RUE 1990; KRAUTHAUSEN, 2000; KUH-
NEL, 1916; WINTER, 2016; WITTMANN, 1990). Historisch betrachtet war ,die
Praxis des Unterrichts [bis weit ins 20. Jahrhundert] durchwegs von der passivisti-
schen Sichtweise beherrscht, obwohl es immer Einzelginger gegeben hat, die fiir ak-
tives Lernen eingetreten sind“ (WITTMANN, 1990, S. 153, Ergédnzung der Autorin).
So plddierte der bedeutende Rechendidaktiker Johannes Kithnel (1869-1928) bereits
Anfang des 20. Jahrhunderts fiir eine notwendige Veranderung der Schiiler- und
Lehrerrolle im Mathematikunterricht und reihte sich damit in eine frithe Bewegung
ein, die der Forderung nach einer aktiven Rolle der Kinder bezogen auf Lernprozes-
se im Allgemeinen nachkam (siehe Abschnitt 1.4). Die Hauptintention KUHNELS
(1916) bestand bereits zu diesem frithen Zeitpunkt darin, Kinder angemessen zu for-
dern und effektives Lernen zu erzielen - KUHNEL (1916) formulierte diese Inten-
tion in seinem Werk Neubau des Rechenunterrichts wie folgt:

Beibringen, darbieten, vermitteln sind vielmehr Begriffe der Unterrichtskunst ver-
gangener Tage und haben fiir die Gegenwart geringeren Wert; denn der padago-
gische Blick unserer Zeit ist nicht mehr stofflich eingestellt. Wohl soll der Schii-
ler auch kiinftig Kenntnisse und Fertigkeiten gewinnen - wir hoffen sogar noch
mehr als frither, aber wir wollen sie ihm nicht beibringen, sondern er soll sie
sich erwerben. (KUHNEL, 1916, S. 136, Hervorhebungen im Original)

Diese Sichtweise konnte sich allerdings lange Zeit auch in der Mathematikdidaktik
nicht durchsetzen (vgl. KRAUTHAUSEN, 2000; SCHIPPER, 2009) - wurden doch
die didaktischen Moglichkeiten des Lehrers dauerhaft iiberschitzt und das geistige
Potential der Schiilerinnen und Schiiler unterschitzt (WITTMANN, 1995a, S. 12).
Zudem war die Vorstellung allgegenwirtig, dass die starke Fachstruktur der Mathe-
matik' nur als Folge kleiner und kleinster Schritte vermittelt werden konnte, da ,fiir
die Mathematik [ein] kleinschrittiger hierarchischer Aufbau aus Elementen gera-
dezu als naturgemafl (WITTMANN, 1995a, S. 13, Ergidnzung der Autorin) ange-
sehen wurde. Fachspezifisch betrachtet fiir das Fach Mathematik vollzog sich erst
gegen Ende des letzten Jahrhunderts die konstruktivistische Wende mit dem unauf-

10 Die beiden Positionen dieser Dichotomie — der belehrende Unterricht im Zuge der beha-
vioristischen Position und ein aktiv-entdeckender Unterricht im Sinne einer konstruktivisti-
schen Auffassung - werden teilweise mit unterschiedlichen Begriftlichkeiten beschrieben, in
ihren Grundaussagen herrscht allerdings Einigkeit.

11 Unter Fachstruktur der Mathematik wird nach BUSCHKUHLE, DUNCKER & OSWALT
(2009) die ,,Fachsystematik der Wissenschaftsdisziplin Mathematik“ (ebd., S. 48) verstanden.
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haltsamen Aufstieg aktivistischer und dem gleichzeitigen Riickgang passivistischer
Theorien. Die konstruktivistische Wende stellte dabei nach KRAUTHAUSEN (2000)
fir den Mathematikunterricht allerdings nur eine - wenn auch extreme - Akzent-
verschiebung dar, die nicht mit dem ,,Absolutheitsanspruch des einen oder ande-
ren Typs“ (KRAUTHAUSEN, 2000, S. 18) einherging. Fiir die Mathematikdidaktik
und den Mathematikunterricht lautete die konstruktivistische Sichtweise auf das Ma-
thematiklernen einen mit der Formel ,,Mathematik entdecken (WINTER, 1987) ge-
kennzeichneten Umbruch ein, der fiir einen Mathematikunterricht pladierte, der den
Kindern das Lernen auf eigenen Wegen ermoglicht (SCHIPPER, 2009, S. 66).

Das von STEINER (2008) bereits im Jahr 1988 in seiner Erstauflage illustrierte
Beispiel zur Einfilhrung der Einmaleinsreihe mit 8 in der Grundschule (sieche Ab-
schnitt 1.2) aus dem Buch Lernen - 20 Szenarien aus dem Alltag scheint auch noch
heute eine mogliche Alltagssituation zu veranschaulichen - abbildtheoretische und
behavioristische Annahmen gehoren nicht vergangenen Tagen an, sondern scheinen
didaktisch gegenwirtig zu sein (HESS, 2002, S. 16). Auch KRAUTHAUSEN (2000,
S. 13ff.) verweist darauf, dass behavioristische Vorstellungen von Lernen und Lehren
von Mathematik nicht an Aktualitit in der Unterrichtsrealitdt bzw. -praxis verloren
haben (ebd., S. 13ff.; FREESEMANN, 2014, S. 17; KRAUTHAUSEN & SCHERER,
2007, S. 103).** Nach BAUER (1995) besteht in der padagogisch-didaktischen Litera-
tur weitgehend Konsens beziiglich einer verdnderten Sichtweise auf das Lehren und
Lernen von Mathematik. Die ,Realisierung [in der Unterrichtspraxis] ist allerdings
schwierig und anstrengend® (ebd., 1995, S. 15, Ergidnzung der Autorin). Auch in den
Niederlanden, die beziiglich dieser veranderten Sichtweise in der Mathematikdidak-
tik eine fithrende Rolle innehatte, wurden Schwierigkeiten in der Umsetzung eines
konstruktivistisch orientierten Mathematikunterrichts wahrgenommen - die Praxis
spiegelte auch dort ein anderes Bild wider als die Fachdidaktik und die Lehrbiicher.
TREFFERS (1997) betont, dass die ,Erneuerung, die gegenwirtig in den Lehrbii-
chern erkennbar wird, in der Praxis noch lange nicht umgesetzt wird“ (ebd., S. 21).
WITTMANN (1990) sieht eine dhnliche Entwicklung, wenn er davon spricht, dass
vermehrt Stimmen gegen die behavioristische Sichtweise laut werden und gleichzei-
tig die Akzentverschiebung zu einer konstruktivistischen Auffassung von Lehren und
Lernen einen sehr breiten Konsens gefunden hat. Auch in den Lehrpldnen verdich-
ten sich zunehmend die Anzeichen fiir ein konstruktivistisches Verstindnis von Ler-
nen und Lehren. , Trotzdem ist nicht zu erwarten, dass sich die Schulwirklichkeit
in kurzer Zeit von selbst auf die didaktischen Prinzipien der neuen Richtlinien und
Lehrplidne einstellen wird“ (ebd., S. 154). Verwunderlich scheint dies nicht, bedenkt
man, dass laut KUHN (1993) ein Paradigmenwechsel, wie der skizzierte, durchaus
20-25 Jahre benétigt, um breite Anerkennung zu erlangen.

12 Nach KRAUTHAUSEN (2000) gibt es dafiir auch einige Griinde, die durchaus nachvollzieh-
bar erscheinen, ,u.a. die eigene Lernbiographie, [die] Altersstruktur und [der] Aus- und
Fortbildungsstand der Kollegen [...] — abgesehen vom prinzipiellen Zeitbedarf eines Para-
digmenwechsels“ (ebd., S. 13, Ergdnzungen der Autorin), der im weiteren Verlauf dieses Ab-
schnittes auch von KUHN (1993) beschrieben bzw. aufgezeigt wird.
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Einer Aussage von PLANCK (1948) zufolge, scheint ein aufgrund eines Paradig-
menwechsels wiinschenswerter Umbruch in der Unterrichtspraxis bezogen auf das
Lehren und Lernen im Allgemeinen nur unter drastischen Voraussetzungen von-
stattengehen zu konnen: ,Eine neue wissenschaftliche Wahrheit pflegt sich nicht
in der Weise durchzusetzen, daf [sic] ihre Gegner tiberzeugt werden, sondern viel
mehr dadurch, dafl [sic] die Gegner allmdhlich aussterben und daf3 [sic] die her-
anwachsende Generation von vorneherein mit der Wahrheit vertraut gemacht ist*
(PLANCK, 1948, S. 22).

Was man nach derzeitigem Verstindnis als neue wissenschaftliche Wahrheit — wie
es PLANCK (1948) in seinem angefiihrten Zitat genannt hat — im Hinblick auf das
Lehren und Lernen von Mathematik versteht, soll im folgenden Abschnitt einer de-
taillierten Betrachtung unterzogen werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf dem
Primat des Verstehens. Dariiber hinaus soll einerseits die konstruktivistische Sicht-
weise auf das Lehren und Lernen im Mathematikunterricht von einer behavioristi-
schen Sichtweise abgegrenzt und andererseits aufgezeigt werden, inwiefern behavio-
ristische Elemente Bestandteil einer konstruktivistischen Auffassung von Lehren und
Lernen im Mathematikunterricht aus heutiger Sicht sind.

1.5.2 Primat des Verstehens im Mathematikunterricht

Einem behavioristischen Verstdndnis von Lehren und Lernen zufolge wird Erkennt-
nis von auflen an den Lernenden herangetragen und durch wiederholtes Uben und
damit einhergehender Bestarkung eingeprégt (siehe Abschnitt 1.2). Die urspriinglich
behavioristische Position sah die Schule demnach als ,,Ort [an], an dem kenntnis-
reiche Lehrkrifte dafiir sorgten, dass die Lebenserfahrungen und Denkprodukte an-
derer Leute in wohlproportionierten Happchen der nichsten Generation vermittelt
wurden® (BECK et al., 1992, S. 9, Ergidnzung der Autorin). Diese Unterrichtsauffas-
sung, die auch den Mathematikunterricht entscheidend geprdgt hat, konnte in ers-
ter Linie aufgrund der starken Fachstruktur der Mathematik im Fach Mathematik
lange nicht iberwunden werden. Die Fachstruktur verlangte nach damaliger Vor-
stellung von Natur aus die Ubersetzung in ,eine methodisch gestufte Folge «klei-
ner und kleinster Schritte», die unter «Isolierung der Schwierigkeit» vom «Leichten
zum Schweren» und vom «Einfachen zum Zusammengesetzten» durchlaufen wird
(WITTMANN, 1995a, S. 13, Hervorhebungen im Original). In Anlehnung an den
Behaviorismus avancierte Lernen im eigentlichen Sinne auch im Mathematikunter-
richt zum Nebenprodukt, von zentraler Bedeutung war das Einiiben eines richtigen
Losungsweges bzw. das Anwenden eines Verfahrens, um schnellstméglich zum rich-
tigen Ergebnis zu gelangen (KRAUTHAUSEN, 2000, S. 14f.). Wird Mathematik die-
ser behavioristischen Auffassung zufolge ,als Fertigprodukt verstanden, dann kann
ein Unterrichtsziel als erreicht gelten, wenn der angebotene Inhalt addquat <iiber-
nommen> wurde, d.h. das Kind ein fiir geeignet erachtetes Endverhalten zeigt*
(ebd., S. 16, Hervorhebungen im Original). FREUDENTHAL beschreibt die Gege-
benheiten 1973 mit folgenden Worten: ,Die Mathematik ist bis heute nur als Fertig-
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produkt analysiert worden, und wenn dann auf die Analyse eine formalisierte Syn-
these folgt, so wird das Ergebnis als Fertigprodukt prasentiert (ebd., S. 110). Dieses
Lern- bzw. Unterrichtsverstandnis stimmt mit dem teilweise auch noch gegenwir-
tigen Bild von der Mathematik als einem Anhdufen von Definitionen, Regeln und
Verfahren im Umgang mit Zahlen iiberein. Schiilerinnen und Schiiler eignen sich
einen sogenannten Konigsweg, eine aus Sicht der Lehrkraft elegante Vorgehenswei-
se zur Losung von Aufgaben, an und fithren diese ohne jegliches mathematisches
Denken - wie ein Rezept — durch (GALLIN, RUF & SITTA, 1985). Es erweckt den
Anschein, als wiirden feste Methoden bzw. Prozeduren oder Formeln als Ersatz fur
Denkleistungen zum Einsatz kommen (BENEZET, 1988, S. 363).

Die folgende Zusammenschau (siche Tabelle 2) kontrastiert pointiert angelehnt
an FREESEMANN (2014) die charakteristischen Merkmale eines rezeptiv gestalteten
Mathematikunterrichts und seines Pendants, eines konstruktivistischen Mathematik-
unterrichts (ebd., S. 17f.).

Tabelle 2:  Zusammenfassende Gegenlberstellung von Merkmalen eines rezeptiv gestalteten und konst-

ruktivistisch orientierten Mathematikunterrichts (in Anlehnung an FREESEMANN, 2014, S. 17f)

Mathematikunterricht orientiert am
konstruktivistischen Lernen

Rezeptiv gestalteter Mathematikunterricht

Mathematik wird auf das Rechnen verkuirzt Verstdndnis von Zusammenhéngen, von Zahl-

beziehungen und arithmetischen Operationen

Betonung der (schriftlichen) Algorithmen; Einsicht ist wichtiger als Automatisieren;

Eintiben von Rechenschritten

Kleinschrittigkeit, didaktisches Vereinfachen;
geringeres Anspruchsniveau

Lehrperson als Belehrer

Belehrung durch die Lehrperson im Sinne des
Vormachens und Nachmachens

Vorgabe fester Rechenwege

Auswendiglernen und mechanisches Uben

»Inhaltliches Denken vor Kalkil® (PREDIGER,
2009)

Lernen in komplexen Problemstellungen; hohes
Anspruchsniveau

Lehrperson als Lernbegleiter

Mathematiktreiben als aktives Entdecken durch
die Schiilerinnen und Schiiler

Schiilerinnen und Schiiler entwickeln eigene
Loésungen

Von- und miteinander lernen; begriinden,
argumentieren, vergleichen, nachvollziehen

Mit dem Paradigmenwechsel von einer behavioristischen Sichtweise zu einer kons-
truktivistischen Sicht wird gerade dem Verstehen der Lern- und Denkprozesse eine
besondere Bedeutung zuteil — geht man doch heute davon aus, dass Lernen zentral
darin besteht, dass von jedem Individuum kognitive Strukturen aufgebaut werden
(sieche Abschnitt 1.1). Die folgenden Ausfithrungen widmen sich ausfiihrlich dem
Primat des Verstehens der konstruktivistischen Grundauffassung von Lehren und
Lernen.
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Das konstruktivistische Lehr-/Lernverstindnis wirkt sich ebenso wie die beha-
vioristische Auffassung von Lehren und Lernen auf die Gestaltung des Mathematik-
unterrichtes aus. Die Vorstellung, dass die starke Fachstruktur der Mathematik kei-
ne Offnung des Unterrichtes zuldsst, wurde in den 70er Jahren aufgelést, ,,als neue
Erkenntnisse und Entwicklungen in der Wissenschaftsgeschichte, Wissenschaftstheo-
rie und Philosophie der Mathematik® (WITTMANN, 1995a, S. 13) einhergehend mit
dem aufkommenden Konstruktivismus zu einem vollkommen neuen Verhiltnis von
Wissenschaft und Unterricht fihrten. WITTMANN (1995a) beschreibt die neue Be-
ziehung von mathematischer Wissenschaft und dem Mathematikunterricht wie folgt:

Lernprozesse [werden] nicht mehr von den logischen Begriffsstrukturen der
Mathematik bestimmt. Maf3gebend sind vielmehr die mathematischen Erkennt-
nisprozesse, die in sinnvollen Problemsituationen nach ihrer eigenen Logik ab-
laufen. Mathematik wird vorrangig als Tatigkeit gesehen, die gekennzeichnet ist
durch die mathematische Beschreibung von problemhaltigen Situationen, durch
das Entdecken und Begriinden von Beziehungen sowie durch die miindliche
und schriftliche Mitteilung der Losungswege und Ergebnisse. (WITTMANN,
1995a, S. 13, Hervorhebungen im Original, Erganzung der Autorin)

Dass Schiilerinnen und Schiiler ihr Wissen individuell konstruieren miissen bzw.
mathematische Konzepte entwickeln miissen, indem sie sich auf mathematische
Aktivititen einlassen, ist mittlerweile weit verbreitet und allgemeiner Konsens der
Mathematikdidaktik (vgl. KAPNICK, 2014, S. 36ff.; KRAUTHAUSEN, 2000, S. 28;
SCHERER & MOSER OPITZ, 2010, S. 17ff.; SCHIPPER, 2009, S. 32ff.; SCHUTTE,
2008, S. 45ft.; WINTER, 2016; WITTMANN, 1990, 1995a). Nach WINTER (1984b)
wird Lernen demnach als ein ,aktiver, schopferischer Prozess, den man zwar durch
eine geeignete Lernumgebung von auflen begiinstigen kann und freilich auch muss,
den man aber nicht einfach (durch gutes Erkliren) beliebig herbeifithren kann®
(WINTER, 1984b, S. 27), verstanden. Wissen ist nach heutiger Auffassung prinzi-
piell nicht vermittelbar — wie TRIVETT (1977, S. 41f., iibersetzt nach E. CH. WITT-
MANN) bereits 1977 in folgendem Zitat betont:

Es kann sehr leicht sein, dass Kinder von Natur aus so leistungsfihige Lerner
sind, dass das Rechnen, das wir ihnen beizubringen versuchen, viel leichter von
ihnen gelernt werden konnte, wenn wir als Lehrer nicht so darauf fixiert wéren,
es ihnen beibringen zu wollen. (TRIVETT, 1977, S. 41f,, tibersetzt nach E. CH.
WITTMANN)

REVUZ (1980) weist dartiiber hinaus darauf hin: ,,On ne peut comprendre les ma-
thématiques quen les faisant soi-méme, en nadmettant rien de quelque autorité que
cela provienne [...] Dans un sens, on ne peut enseigner véritablement les mathé-
matiques qua soi-méme“" (ebd., S. 140). Verstehen wird dabei nach CARPENTER
und LEHRER (1999) nicht als ,static attribute of an individual’s knowledge® (ebd.,

13 Man kann die Mathematik nur verstehen, indem man sie selbst erschafft und autonom be-
wertet [...]. In einem bestimmten Sinn kann man sich die Mathematik nur selbst beibringen
(Ubersetzung der Autorin).
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S. 20) beschrieben, sondern als ,,mental activity that contributes to the development
of understanding® (ebd., S. 20). HIEBERT und CARPENTER (1992) fiihren folgen-
de Definition von Verstehen von Mathematik an, die durch ein konstruktivistisches
Lernverstandnis gepragt ist: ,Understanding in mathematics is making connections
between ideas, facts or procedures® (ebd., S. 67). Verstehen bedeutet demnach das
Herstellen von Verkniipfungen, Beziehungen oder Zusammenhingen zwischen ma-
thematischen Ideen, Prozeduren und Konzepten - die zu umso tieferem Verstindnis
fithren, je zahlreicher und ausgedehnter die mentalen Verbindungen sind (HIEBERT
& GROUWS, 2007, S. 380). Tiefes Verstehen erzeugt Strukturen, die sich durch Fle-
xibilitdt und Beweglichkeit auszeichnen und den Transfer erleichtern bzw. begiins-
tigen. Verstehen tragt aber auch zum Erinnern bei und reduziert somit das, was er-
innert werden muss. Wer auf ein tiefes Verstindnis zuriickgreifen kann, dem diirfte
auch das weitere Verstehen miihelos von der Hand gehen - kann dieses doch in
ein strukturiertes und verkniipftes Netzwerk leichter integriert werden (DROLLIN-
GER-VETTER, 2011, S. 28f.).

Es sei an dieser Stelle allerdings nach FREUDENTHAL (1973) auf die Notwen-
digkeit hingewiesen, dass nicht die fertige Mathematik als Ausgangspunkt fiir Verste-
hensprozesse anzusehen ist (ebd., S. 100f.), sondern ein Begrift bzw. die Mathema-
tik als verstanden betrachtet werden kann, wenn man an der Erschaffung auch selbst
mitwirkt (REVUZ, 1980, S. 140f.). Verstehen kann demnach in Anlehnung an eine
konstruktivistische Auffassung (siehe Abschnitt 1.1) auch im Mathematikunterricht
als (Verstehens-) Prozess oder aber als Produkt bzw. Ziel dieses Prozesses angesehen
werden (STEBLER et al., 1994, S. 228f.). Nach DROLLINGER-VETTER (2011) soll-
te beides ,,in der Mathematik vor allem in Bezug auf die Darstellung von mathemati-
schen Objekten und Zusammenhingen deutlich voneinander getrennt werden® (ebd.,
S. 29). Bei einer korrekt angewandten Prozedur kann beispielsweise nicht zwangsldu-
fig auf ein Verstdndnis dieser Prozedur geschlossen werden, da diese auch auswen-
dig gelernt korrekt durchgefiihrt werden kann. Das Verstdndnis einer Prozedur stellt
allerdings auch keine notwendige Voraussetzung fiir deren fehlerfreie Durchfithrung
dar.

SCHOENEFELD (1988) spricht in dieser Diskussion von der Diskrepanz zwischen
der instrumentellen Rechenfertigkeit, einer Fertigkeit, Regeln auch ohne Einsicht an-
zuwenden und dem wirklichen Verstehen der zugrunde liegenden mathematischen
Konzepte. Wahrend in der Vergangenheit ein haufiger Diskussionsbedarf bestand, ob
die Aneignung von Fertigkeiten oder das Verstehen beim Mathematiklernen prio-
risiert werden soll bzw. nach behavioristischer Auffassung von Lehren und Lernen
ausschliefllich Fertigkeiten angestrebt werden sollen, wird in der aktuellen Diskus-
sion vermehrt die Beziehung zwischen prozeduralem und konzeptuellem Wissen in
den Blick genommen und als Schliissel zum Verstandnis vieler Lernprozesse ange-
sehen (HIEBERT, 1986, S. 2ft.; HIEBERT & LEFEVRE, 1986, S. 1ft.). Konzeptuel-
les Wissen wird als Wissen aufgefasst, das reich an Beziehungen ist. Es wird definiert
als zusammenhingendes Netz von Wissensbestandteilen, das sich aus Einzelfakten
und ihren Beziehungen zueinander zusammensetzt und sich durch eine Verkniip-
fung bzw. Verbindung alter und neuer Informationen entwickelt (BAROODY, 2003,
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S. 12). Durch eine Verbindung dieser alten und neuen Wissensbausteine oder einer
kognitiven Neuorganisation entsteht Einsicht bzw. Verstindnis. Konzeptuelles Wis-
sen kann demnach nur zusammen mit Einsicht und Verstindnis entwickelt werden.

Der Grad des Verstindnisses wird bestimmt durch die Anzahl und die Stér-
ke der Verbindungen in einem Netzwerk von Informationsbestandteilen. Ein
mathematisches Konzept oder eine mathematische Prozedur ist um so bes-
ser verstanden, je zahlreicher und stirker die Verbindungen sind zu bereits im
Individuum etablierten Netzwerken. (GERSTER & SCHULZ, 1998, S. 32, Her-
vorhebungen im Original)

Wihrend das konzeptuelle Wissen, das BAROODY (2003) mit ,knowledge that in-
volves understanding why“ (ebd., S. 12, Hervorhebung im Original) beschreibt, auf
Verstindnis basiert, kann prozedurales Wissen abgekoppelt vom Verstindnis ange-
eignet werden und stellt Wissen dar, das aus der Kenntnis {iber Symbole und den
Regeln, die den Umgang mit diesen Symbolen regeln, besteht. Es handelt sich dem-
nach um Wissen, ,that involves knowing how™ (ebd., S. 12, Hervorhebung im Ori-
ginal). Das auswendige Beherrschen von prozeduralem Wissen setzt eine kleine An-
zahl an verkniipften Verbindungen voraus, genauer gesagt die Anzahl an Schritten,
die zur Durchfithrung einer Prozedur vonnéten sind. Der Sinn der aufeinanderfol-
genden Schritte bzw. ein Verstindnis des mathematischen Konzeptes kann dabei
vollkommen unbeachtet bleiben (GERSTER & SCHULZ, 1998, S. 32).

Mit der Ausbildung von Rechenfertigkeiten und der Entwicklung mathemati-
schen Denkens und Verstehens existieren in der Literatur somit zwei zunédchst kom-
plementdre Vorstellungen in Hinblick auf das verfolgte Ziel des Mathematikunter-
richts (COWAN, 2003, S. 35ff.). Dabei erfihrt das Ausfithren von Rechenprozeduren
oder das Verinnerlichen von Einzelfakten einer Rechenoperation, wie beispielswei-
se das Abspeichern der Aufgaben des kleinen Einmaleins, sowie der damit einherge-
hende Aufbau von Rechenfertigkeiten im Sinne eines prozeduralen Wissens oft eine
grofiere Bedeutung im Mathematikunterricht als eine verstindnisbasierte Erarbei-
tung der Inhalte (GERSTER & SCHULZ, 1998, S. 31). Diese Erkenntnis nach GERS-
TER und SCHULZ (1998) zeigt — wie bereits im Abschnitt 1.4 fiir das Verstindnis
von Lehren und Lernen im Allgemeinen dargelegt — auch fiir den Mathematikunter-
richt die Aktualitit konstituierender behavioristischer Elemente auf. Das folgende
Zitat aus den Bildungsstandards (KMK, 2004) verdeutlicht allerdings, dass eine aus-
schlieSliche Beschrankung des Mathematikunterrichts auf die Entwicklung und An-
eignung von prozeduralem Wissen nicht als wiinschenswert angesehen wird: ,,Das
Mathematiklernen in der Grundschule darf nicht auf die Aneignung von Kenntnis-
sen und Fertigkeiten reduziert werden. Das Ziel ist die Entwicklung eines gesicher-
ten Verstdndnisses mathematischer Inhalte” (ebd., S. 6, Hervorhebung im Original).

Aus fachdidaktischer Perspektive werden fiir ein erfolgreiches Mathematiklernen
beide Wissensaspekte (ein konzeptuelles und prozedurales Wissen) gleichermafien
verfolgt und gekoppelt angestrebt: Der Erwerb von Rechenfertigkeiten erfolgt dabei
auf der Basis mathematischer Einsicht (BAROODY, 2003, S. 8; HIEBERT & WE-
ARNE, 1986, S. 201). Wenngleich nach BAROODY noch Uneinigkeit {iber die Rei-
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henfolge und den eingeschlagenen Weg besteht (2003, S. 10ff.), sprechen zahlreiche
Untersuchungen jedoch fiir eine Vorgehensweise, bei der zunichst Verstindnis fiir
die Symbole und ihre Prozeduren entwickelt und erst anschlieflend das Einiiben der
Regeln in den Blick genommen wird (vgl. HIEBERT, 1986; WEARNE & HIEBERT,
1988).

Die bisherigen Ausfithrungen dieses Abschnittes haben deutlich gezeigt, dass
das zugrundeliegende Lehr-/Lernverstindnis mit zentralen Folgen fiir den Mathe-
matikunterricht einhergeht. Wie bereits im historischen Abriss des Abschnittes 1.5.1
dargestellt und in diesem Abschnitt prézisiert, kann das aktuelle Verstindnis von
Mathematikunterricht als Akzentverschiebung zwischen den Extremen einer be-
havioristischen und konstruktivistischen Grundauffassung von Lehren und Lernen
charakterisiert werden. Die Unterrichtspraxis durchlief aber nicht nur aufgrund des
Wandels des Lehr-/Lernverstindnisses weitreichende Verdnderungen. Weitere den
Mathematikunterricht bzw. die Unterrichtspraxis beeinflussende Faktoren, die auch
im weiteren Verlauf der Arbeit von Relevanz sind, werden im Folgenden angefiihrt.

1.5.3 Aktuelle Anforderungen und Zielsetzungen des
Mathematikunterrichtes

Insbesondere die Ergebnisse der internationalen Vergleichsstudien wie TIMMS
(Third International Mathematics and Science Study) und PISA (Programme for
International Student Assessment), die Schwichen deutscher Kinder bei Aufga-
ben zum Vorschein brachten, die iiber die Anwendung von Routinen hinausge-
hen, fithrten zu zentralen Veridnderungen der Vorgaben fiir die Unterrichtspraxis.
Wie bereits in den bisherigen Ausfithrungen aufgezeigt, wird in einem gegenwdrti-
gen Mathematikunterricht nicht mehr ausschlieflich der korrekten Losung, sondern
verstirkt dem Prozess, der zur Losung fiihrt, die zentrale Rolle zuteil. Die stirkere
Betonung des Lernprozesses geht auch auf die Verabschiedung der KMK-Bildungs-
standards zuriick, die als Folge des schlechten Abschneidens der Kinder bei den
Vergleichsstudien beschlossen wurden. Besonders das explizite Ausweisen und die
stirkere Akzentuierung allgemeiner bzw. in der Literatur haufig auch als prozessbe-
zogen bezeichneten Kompetenzen, verdeutlicht die Intention des Mathematikunter-
richts aus heutiger Sicht: ,Der Weg ist das Ziel* (HECKMANN & PADBERG, 2014,
S. 30). Finf prozessbezogene Kompetenzen, die fiir den Mathematikunterricht als
wichtig erachtet und auf deren stirkere Beriicksichtigung in der Unterrichtspraxis
abgezielt wird, werden hiufig - unter Riickgriff auf die Bildungsstandards - unter-
schieden: das Problemldsen, das Argumentieren, das Kommunizieren, das Model-
lieren sowie das Darstellen. LEUDERS (2007b) fithrt vier verschiedene Prozesskon-
texte auf, in denen die prozessbezogenen Kompetenzen im Unterricht Anwendung
finden. Er unterscheidet dabei den Prozesskontext des Erfindens und Entdeckens, den
des Priifens und Beweisens, den Prozesskontext des Uberzeugens und Darstellens so-
wie den des Vernetzens und Anwendens. Betonung findet nach HECKMANN UND
PADBERG (2014) in den didaktischen Veréftentlichungen dabei hiufig die Phase des
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Erfindens und Entdeckens (ebd., S. 30). Was die konkrete Umsetzung im Mathema-
tikunterricht betrifft, erfahren die verschiedenen Kontexte unterschiedliche Bedeu-
tung (LEUDERS, 2007b, S. 268fF.).

Nimmt die Phase des Erfindens und Entdeckens im Mathematikunterricht viel
Raum ein bzw. werden konkrete Entdeckungen in der Unterrichtspraxis unternom-
men, dann sollte diesen Entdeckungen nach HECKMANN und PADBERG (2014)
immer auch eine Phase des Beweisens und Priifens nachfolgen, in der sich den Kin-
dern die Moglichkeit bietet, ihre gemachten Entdeckungen auch zu iiberpriifen. Da
die kognitiven Voraussetzungen in der Grundschule allerdings noch keine formalen
Beweise ermoglichen, werden allenfalls beispielgebundene Beweisstrategien zum Ab-
sichern der Entdeckungen angestrebt. Der Prozesskontext des Uberzeugens und Dar-
stellens zielt im Anschluss darauf ab, die erworbenen Erkenntnisse auch fiir andere
korrekt und verstidndlich zu prasentieren, schliissige Argumente darzubieten. Dabei
ist ,,das Bewusstsein [wichtig], dass diese Unterrichtsphasen anders als die des Ent-
deckens nicht mehr durch Offenheit, sondern durch Konvergenz und Zielgerichtet-
heit gekennzeichnet sind“ (HECKMANN & PADBERG, 2014, S. 30, Erganzung der
Autorin), strebt man doch neben einem korrekten Ergebnis und einem verstind-
lich bestrittenen Losungsweg auch eine prignante Argumentation an. Zu guter Letzt
soll auch den Kontexten des Vernetzens und Anwendens, in denen iiberwiegend die
Prinzipien der Anwendungs- und Strukturorientierung (siehe nachfolgenden Absatz)
zum Tragen kommen, im Mathematikunterricht eine zentrale Rolle zuteilwerden
(HECKMANN & PADBERG, 2014, S. 31f.). Diese vier von LEUDERS (2007b) be-
schriebenen Prozesskontexte, in denen die prozessbezogenen Kompetenzen Anwen-
dung finden, dienen ,als Interpretationsrahmen fiir eine Unterrichtsgestaltung, die
mathematische Prozesse in den Fokus riickt® (ebd., S. 272) und stellen — wie bereits
erwédhnt - ein verfolgtes aktuelles Ziel des Mathematikunterrichtes dar.

Veridnderungen in den Vorgaben fiir die Unterrichtspraxis sind unter anderem
auch dem Anliegen der Bildungsstandards im Fach Mathematik geschuldet, ver-
mehrt Anwendungs- und Strukturorientierung im Unterricht zu ermdglichen. Unter-
richt soll der Umwelterschlieffung, ,,also der Aneignung von Fihigkeiten und Kennt-
nissen zum Leben in der Umwelt dienen bzw. signalisieren, dass mathematische
Fragestellungen aus Problemen der Lebenswelt entstanden sind“ (HECKMANN &
PADBERG, 2014, S. 21). Kinder sollen den Nutzen der Mathematik, die Legitimie-
rung der Unterrichtsinhalte erfahren, der Unterricht anwendungsorientiert erfolgen.
Ankniipfen soll der Mathematikunterricht demnach also nicht nur an den Vorkennt-
nissen, dem Wissen und bereits vorhandenen Fihigkeiten der Kinder, sondern auch
an ihrer Lebenswelt. Nach KRAUTHAUSEN (2012) wird unter einem anwendungs-
orientierten Unterricht zweierlei gefasst:

Einerseits wird vorhandenes Alltagswissen aufgegriffen und genutzt, um mathe-
matische Ideen aufzukldren, zu konkretisieren, anzuwenden. Andererseits aber
kann und soll auch mit Hilfe der Mathematisierung — also gerade und spezifisch
durch den mathematischen Blick, durch den Einsatz mathematischer Ideen oder
Verfahren - neues Fachwissen (auflerhalb der Mathematik) entstehen konnen.
(KRAUTHAUSEN, 2012, S. 99f.)
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Strukturorientierung nimmt im Vergleich dazu nach HECKMANN und PADBERG
(2014) ,,die innermathematischen Strukturen des Unterrichtsinhaltes, d.h. Regelmi-
Bigkeiten, Beziehungen und Gesetzmafligkeiten® (ebd., S. 23) in den Blick. Die For-
derung nach einem strukturorientierten Mathematikunterricht, der auf dem Aufbau
mathematischer Erkenntnisse auf Basis des Entdeckens und Nutzens der zugrun-
deliegenden Strukturen abzielt, deckt sich im Kern mit einer konstruktivistischen
Lehr-/Lernauffassung und ihren verfolgten Zielen in der Unterrichtspraxis (HECK-
MANN & PADBERG, 2014, S. 23). KRAUTHAUSEN (2007) betont in diesem Zu-
sammenhang: ,,Strukturen und Gesetzmafligkeiten gilt es zum einen in der Welt der
Zahlen und Formen aufzudecken, zum anderen und insbesondere aber auch in der
Lebenswelt“ (S. 300, Hervorhebungen im Original). Wahrend man in der Geschichte
des Mathematikunterrichts ,,eine immer wieder wechselnde Polarisierung zwischen
diesen beiden Richtungen® (KRAUTHAUSEN, 2007, S. 300) feststellen konnte, ist
man sich heute iiber die fundamentale Notwendigkeit einer engen Verkniipfung zwi-
schen Struktur- und Anwendungsorientierung, zwischen mathematischer Ebene und
Sachebene uneingeschrinkt bewusst. Dabei bleibt nach PESCHEL (2009) festzuhal-
ten:

Mathematik ist ein faszinierendes Gebilde von Strukturen und Beziehungen,
das in sich noch nicht mit Lebenswirklichkeitsorientierung o. A. zu tun hat. Die
Entwicklung eines Zahl- und Zahlraumverstindnisses, der Aufbau von Zahlbe-
ziehungen, Rechenstrategien und Rechenfertigkeiten usw. kann in Sachsituatio-
nen veranschaulicht werden, ist aber eigentlich ein Vorgang, der losgelost von
diesen innerhalb der Mathematik selbst stattfindet und gerade durch diese Abs-
traktion seinen eigenen Reiz erhalten kann. (PESCHEL, 2009, S. 120f.)

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Anforderungen sowie die Zielsetzungen des
Hinterfragens von Prozeduren bzw. des Erforschens von Zusammenhingen werden
in einem modernen Mathematikunterricht dadurch umgesetzt, dass Kindern Gele-
genheiten gegeben werden, Mathematik selbst zu entdecken. ,,Ausgehend von ihren
Entdeckungen sollen sie dann die Konventionen der Mathematik lernen* (SCHIP-
PER, 2009, S. 33). Da aber nicht alle mathematischen Inhalte durch Entdeckungen
erarbeitet werden konnen, kann Mathematikunterricht bzw. -lernen auch nicht nur
auf dem Weg ,von Invention zur Konvention® stattfinden, sondern muss vielmehr
als Lernen ,,zwischen Invention und Konvention® verstanden werden (ebd., S. 34ff,;
LEUDERS, 2007a, S. 222). In diesem Sinne muss auch die aufgelistete Tabelle 2 als
Gegeniiberstellung von Extremauspragungen betrachtet werden, die in der Praxis,
aber auch in der Theorie — wie gerade geschildert - mit grofier Wahrscheinlichkeit
nicht in Reinform Anwendung finden.
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