mathematiklehren

Wolfgang Riemer

Statistik unterrichten

Eine handlungsorientierte Didaktik
der Stochastik

Download-
- Material

Kallmeyer

9“2 Klett



Wolfgang Riemer

Statistik unterrichten
Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik

Klett | Kallmeyer



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek.
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tiber http:/dnb.d-nb.de abrufbar.

Impressum

Wolfgang Riemer
Statistik unterrichten
Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik

1. Auflage 2023
Das E-Book folgt der Buchausgabe: 1. Auflage 2023

Das Werk und seine Teile sind urheberrechtlich geschiitzt. Jede Nutzung in anderen als den
gesetzlich zugelassenen Féllen bedarf der vorherigen schriftlichen Einwilligung des Verlages.

© 2023. Kallmeyer in Verbindung mit Klett
Friedrich Verlag GmbH

Luisenstr. 9

D-30159 Hannover

Alle Rechte vorbehalten.
www.friedrich-verlag.de

Redaktion: Dirk Haupt, Leipzig
Realisation: SchwabScantechnik, Géttingen
E-Book-Erstellung: Friedrich Verlag GmbH

ISBN: 978-3-7727-1749-9 (pdf)
ISBN: 978-3-7727-1748-2 (print)

Die automatisierte Analyse des Werkes, um daraus Informationen insbesondere tiber Muster, Trends und Korrelationen
gemah § 44b UrhG (, Text- and Datamining") zu gewinnen, ist untersagt.



Wolfgang Riemer

Statistik unterrichten

Eine handlungsorientierte Didaktik der Stochastik

Klett | Kallmeyer



Inhalt

Vorwort

1 Zielsetzung
1.1 Prolog

2

1.2 Stolpersteine, kritische Stimmen

1.3 Paradigmen

1.4 Reslimee

2 Wahrscheinlichkeit entsteht, wenn aus Erfahrung Erwartung wird
2.1 Ankniipfen an alltdgliche Vorerfahrungen

2.2 Prognostische Wahrscheinlichkeiten

2.2.1  Spekulieren (Schritt1) .

2.2.2  Experimentieren (Schritt 2)

2.2.3  Reflektieren (Schritt 3)

2.3 Die ReiRzwecke trifft Lord Voldemord

2.4 Mit prognostischen Wahrscheinlichkeiten rechnen - Prognosen priifen
2.4.1  Durchmarsch (Pfadregel, Gegenwahrscheinlichkeit, Erwartungswert)
2.4.2  Augensummenverteilung (Pfadregel versus systematisches Abzahlen)
2.4.3 Pfadregelin Kombination mit systematischem Abzéhlen

2.5 Vertiefende Fragestellungen

2.5.1  Wurftechnik

2.6 Resiimee

3 Beurteilende Statistik im Federmappchen

3.1 Perspektivwechsel

3.2 Laplace-Hypothese intuitiv bewerten

3.3 Den Zweifel sortieren

3.4 Die SortiergroRen werden Testgrofien

11

15
16

18

19
19

21

21
25
25
26
29

32
33
33
33

33

34
35

38
38

39

40
42



3.5 Stichprobenumfang und Hauptsatz der beurteilenden Statistik
3.6 Kontrapunkt .
3.7 Resiumee 47

4 Das empirische Gesetz der groRen Zahlen:

Prognoseintervalle und das %-Gesetz ,,,,,,,,,,,, 48
4.1 Viele kurze Versuche statt eines langen 48
4.2 DerFundamentalsatz_ . . . . . . 50
43 T:l—Gesetz ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 53
A EXPOIIMICI 55
441 Gewichte (Vorzeichentest) 55
442 GroRenvergleich (Vorzeichentest) . . 56
443 Minutenschatzung: Lernenaus Erfahrung 58
444  Exkurs:Das F;—Gesetz und der zweiseitige Signifikanztest 59
4.4.5 Schreiben - Laufen — Hande falten . . 60
4.4.6  Pimal Daumen 61

4.5 Datenerhebungen planen — €inEXKUIS ] 64
4.6 Resimee 66
5 Konfidenzintervalle . ) . . . 67
5.1 Wie unterrichtet man Konfidenzintervalle? 67
511 Spekulieren oo 67
5.1.2  Experimentieren/Reflektieren 68

5.2 Konfidenzellipse kooperativ . . . 69
5.3 Formeln - Rechenwerkzeuge 70
54 Konfidenzintervalle freirubbeln__ 7
55 Dualitat . . . . . ; 72
5.6 ReSUMe. 75
6 Standardabweichung - Rekursion . ) . . .76
6.1 Binomialverteilung, Sigmaregeln 76
6.2 Summenexperimente: Ein Blick hinter die Kulissen___ . 79
6.3 Vertiefung: Rekursion und erzeugende Funktionen .82




6.4

6.5

6.6

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

Audiotest, Abstandssummen und der zentrale Grenzwertsatz | 83
6.4.1 Experiment 83
6.4.2 Treffersummen (Binomialverteilung) 84
6.4.3  Abstandssummen .85
6.44 ,Systemankreuzerund die Tendenz zur Mitte .87
Die Standardabweichung in der beschreibenden Statistik? . oo 89
6.5.1 KiichenmaRe 89
0.5.2  WAMEZOIIEN | .o 91
ReSUMe. 91
Lernen aus Erfahrung — Abwagen zwischen Hypothesen nachBayes . | 93
Bewerten von Hypothesen, Revidierenvon Vertrauen o 93
Exkurs: Rekursion und invertierte Baumdiagramme 96
Einstiegsexperiment 97
Variieren = Reflektieren e 99
BT EX DO MO 103
7.5.1 Beispiel Min-Rot-Max 103
7.5.2 Beispiel QuadergegenWiirfel 105
7.5.3  Beispiel mit/ohne Zuriicklegen 105

Invertierte Baumdiagramme, das Robert-Koch-Institut und natiirliche Haufigkeiten . 106

7.6 Invertierte Baumdiagramme, das Robert-Koch-Institut und natiirliche Haufigkeiten ..
7.7 Reslimee 108
Signifikanztests 110
8.1 PTOIOG e 110
8.2 Vom Prognoseintervall zum einseitigenTest_ . . 113
8.3 Fragwiirdige Aufgaben — wie der zweiseitige Blick vieles erleichtert . . . . 117
8.4 Authentische Beispiele - Gummibéarenforschung. . . 119
8.4.1 GewichtundEichzeichen 120
8.42  Geschmack und Farbe e 125
8.4.3 Vonder Gewinnerwartung zum Hypothesentest . 127
844 Resultatund ResUmee . . . 128
8.5 Einseitige Signifikanztests aus Bayes'scher Sicht 129



8.5.1 Das Entscheidungsspiel (,Alternativtest”)

8.5.2 Gewinnspiel

8.5.3  Erkenntnis

8.5.4  Irrtumswahrscheinlichkeiten

8.5.5  Aus Spiel wird Ernst

8.6 Resiimee

9 Das Gliicksrad auf der schiefen Ebene

9.1 Der Stellenwert des Experiments

9.2 Hypothesen aufstellen, Spekulieren

9.3 Experimentieren

9.4 Exkurs: Einseitige Signifikanztests - revisited

9.5 Das Gliicksrad und die Wahrscheinlichkeitsdichte

9.5.1 DieSinusdichte verstehen und nutzen

9.5.2 Die Sinusdichte physikalisch begriinden

9.6 Wenn der Zeiger ins Rutschen kommt

9.7 Resiimee

10 Die Normalverteilung

10.1 Die beiden klassischen Wege

10.1.1 Die GauBsche Glocke als Naherung der Binomialverteilung

10.1.2 Die GauBsche Glocke als Wahrscheinlichkeitsdichte

10.1.3 NQ-Plots

10.2 Darts werfen (zwei Experimente)

10.3 Die Wahrscheinlichkeitsdichten (Theorie zu Experiment 2)

10.4 Wie GauR die Normalverteilung entdeckt haben konnte (Theorie zu Experiment 1)

10.5 Die Kreiszahl tund die GauRsche Glocke

10.8 Resiimee

129

130

131
134
135

136

138
138

139

140

142

143

2143

145
148

148

150

150
151
152
153
156
159
161
162

163

163

164



11Lineare Modelle: Regression und Korrelation

11.1 Das Trendgeradenwerkzeug in der Sekundarstufe |

11.1.1 Perlenstichproben (proportionaler Zusammenhang

11.1.2  SchuhgroRen (linearer Zusammenhang)

11.1.3 Verschiedene TestgroRen beim Bleistiftrollen

(nicht linearer Zusammenhang)

11.1.4 Formeln deuten

11.2 Regression (Sekundarstufe I1)

11.3 Bestimmtheitsmal (Sekundarstufe Il)

11.4 Modell und Wirklichkeit - eine erhellende Simulation

11.5 Wahrscheinlichkeiten kommen ins Spiel

11.6 Das BestimmtheitsmaR und die Genauigkeit von Prognosen

11.7 Korrelation und Kausalitat

11.8 Resiimee

11.9 Anhang: Fragebogen

Literatur

Bildquellenverzeichnis

Dateien zum Download mit Kurzkommentar

Materialien

166
166
167
168

168
170
173
173
175
178
180
181

183

184

188

189

190

198



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

A telephone Book is useful, but has no educational value.
Many textbooks are telephone books of facts, ergo ..."
(Mortimer Jerome Adler)

Wir haben die fachlichen Grundlagen durchgearbeitet und

+ kennen den Unterschied zwischen Ergebnis und Ereignis,

+ wissen, dass Zufallsvariablen ,in Wirklichkeit“ keine Variablen, sondern
Abbildungen P(Q)-> R sind, die z. B. beim Wurf von drei Miinzen dem Er-
eignis {(1,1,0); (1,0,1); (0,1,1)} die Trefferzahl 2 zuordnen,

+ haben von subjektivistischen, laplace’schen und frequentistischen Wahr-
scheinlichkeiten gehort (wobei letztere mitunter auch als statistische oder
empirische bezeichnet werden),

+ haben uns bei Signifikanztests iiber verbeulte Miinzen und Fishers Tea tas-
ting Lady informiert, die behauptete, schmecken zu kénnen, ob der Zucker
vor oder nach dem Eingieen des Tees hinzugefiigt wurde usw. ...

Aber wie gestaltet man auf der Grundlage dieses Hintergrundwissens funk-
tionierenden Unterricht?

Mit dieser Frage ist zu rechnen, wenn nicht nur angehende Lehrerinnen
und Lehrer Stochastik unterrichten miissen. Und: Ist diese Frage nicht na-
heliegend, wenn man bedenkt, dass auch so manch ein didaktisch ausge-
richtetes Lehrwerk an ein ,telephone book of facts“ erinnert, wenn es sich
mit einer strikten Trennung von beschreibender Statistik, Wahrscheinlich-
keitsrechnung und beurteilender Statistik mehr an der Hochschulsystema-
tik orientiert als am Erkenntnisinteresse neugieriger Kinder und junger Er-
wachsener?

Hier mochte ,,Statistik unterrichten - eine handlungsorientierte Didaktik der
Stochastik® eine Liicke schliefien, vielleicht auch einen Kontrapunkt setzen:
Unterrichten ist ebenso essenzieller Bestandteil dieses Buches wie Handlungs-
orientierung:

* Schiilerinnen und Schiiler stehen mitihren Primérerfahrungen, ihrer Neu-
gier und ihren Alltagsintuitionen im Mittelpunkt,

* interessante Fragestellungen werden durch aufschlussreiche, vor allem
aber in einer Unterrichtsstunde realisierbare Experimente beantwortet,

+ die Experimente unterstiitzen Begriffsbildungen nicht nur, sie verankern
die Begriffe und Zusammenhénge im Erfahrungshorizont der Lernenden,

+ wir fassen Wahrscheinlichkeiten weniger als objektiv existierende (?) Gro-
Ben auf, sondern lassen sie die Lernenden als vom Menschen gemachte
Modelle der Wirklichkeit erleben.



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

+ Dadurch gelingt der nahtlose Anschluss an intuitive Vorstellungen aus der
Grundschule und dem Lebensalltag. Dariliber hinaus wachsen die meist
sduberlich voneinander getrennten Gebiete beschreibende Statistik, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und beurteilende (!) Statistik schon in der Sekun-
darstufe I zu einer Einheit zusammen.

Um auch Lehrerinnen und Lehrer mit wenig stochastischer Vorerfahrung
fiir Statistik zu begeistern, bevorzugen wir in diesem Buch eine tendenziell
informelle Notation, wie sie in Schulbiichern gepflegt wird. Aber auch, wer
in seiner Unterrichtskultur der Eleganz formaler Darstellungen einen ho-
heren Stellenwert beimisst, wird die hier angebotenen Fragestellungen und
Experimente wertschitzen. Denn das Bild von Mathematik, das wir unseren
Schiilerinnen und Schiilern vermitteln, wandelt sich fundamental ins Posi-
tive, wenn wir im Unterricht, statt {iber fiktiv verbeulte Miinzen aus imagi-
néren Schatzkisten nur zu sprechen, iiber normierte flache Legosteine (wir
nennen sie Legomiinzen) erst spekulieren, um anschlieend die Spekulati-
onen an der Realitét experimentell zu priifen - oder wenn wir Fischers Tea
tasting Lady durch reale Experimente ersetzen.

Das Buch ist modular aufgebaut. Die Kapitel oder je nach interessieren-
der Klassenstufe auch Teile daraus lassen sich trotz vieler Vernetzungen un-
abhingig voneinander lesen und im Unterricht einsetzen. Sie sind Grundla-
ge gelingender und erkenntnisreicher Unterrichtsstunden, an die sich Ihre
Schiilerinnen und Schiiler auch lange nach der Schulzeit gerne erinnern.

Ko6ln, im August 2023
Wolfgang Riemer
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1 Zielsetzung

Darum geht es — das Wichtigste in Stichworten

+ Lehrpladne zerlegen Stochastik in beschreibende Statistik, Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und beurteilende Statistik. Sie orientieren sich damit am Vorgehen der Hochschu-
le, das von Anfang an nach formaler Exaktheit und Systematik strebt, weniger an der
Neugier und dem Erkenntnisinteresse Lernender.
Die sich daraus nicht nur fiir Lernende, sondern auch fiir Anwendende ergebenden Pro-
bleme wurden schon vor Jahren klar benannt - sie sind unveréandert virulent.
Durch Verzahnung der drei Gebiete (iber authentische, vor allem aber praktikable und
alltagstaugliche Fallbeispiele gelingt es, die Probleme zu reduzieren, wenn nicht gar sie
aufzuldsen.
Dabei hilft die konsequente Beachtung weniger Paradigmen.

Experiment
,Hol die OMA aus der Socke.”

1.1 Prolog

Wir alle wiinschen uns, dass Mathematikunterricht eher einem Erlebnis-
spielplatz (Abb. 1-1) gleicht als einem Krankenhaus (Abb. 1-2). Auf Erleb-
nisspielplatzen gibt es etwas zu tun. Da wird gewerkelt, entdeckt, da lernt
man, im geschiitzten Raum kleine Probleme zu 16sen. Da wird Selbstwirk-
samkeit erlebt und auch ,Mathe hat mit mir zu tun®, ,Mathe ist sinnvoll®
»Mathe macht Spall“. Krankenhduser sind natiirlich auch sehr niitzliche Ein-
richtungen. Da werden Dinge eingefiihrt, da wird behandelt, besprochen,
untersucht, diagnostiziert und getestet ... aber Freude kommt erst auf, wenn
man das Krankenhaus verlassen kann.

Wir wiinschen uns also, dass Mathematikunterricht (wenigstens ab und
zu) aussieht wie in Abb. 1-1, nicht wie in Abb. 1-2.

Die Abb. 1-1 konnte fiir ,realistischen” Mathematikunterricht stehen, den
Hans Freudenthal wie folgt charakterisieren wiirde:
+ Stelle einen Kontext ins Zentrum,
+ gib Schiilerinnen und Schiilern Raum, sich aktiv mit diesem Kontext aus-

einanderzusetzen,
+ langweile sie nicht mit Formalismen.
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1 Zielsetzung

2
Mathe hat mit mir zv tun!

i

Mathe, ich hacsce dich!

Abb. 1-1: Erinnert an einen Erlebnisspielplatz Abb. 1-2: Erinnert an ein Krankenhaus

Das Experiment ,Hol die OMA aus der Socke” (S. 14) zeigt exemplarisch, wie
ein ,realistischer“l, gleichermalien kognitiv wie emotional aktivierender
Einstieg in die Stochastik aussehen kann, in dem Laplace-Wahrscheinlich-
keiten mit Bauchgefiihl und beschreibender Statistik verkniipft werden.

Die Abb. 1-2 ist als Postkarte in jedem Kiosk zu kaufen. Sie zeigt, wie Ma-
theunterricht erlebt wird, wenn man die Forderung nach Wissenschaftspro-
padeutik z. B. dadurch einzulésen versucht, dass man den Begriff Zufallsex-
periment definiert statt Zufallsexperimente durchzufiihren und dabei den
Zufall zu erleben - oder wenn man Teilmengen von Grundrdumen Wahr-
scheinlichkeiten zuordnet, bevor man Kinder erleben lisst, wie viel Wahr-
scheinlichkeiten mit Bauchgefiihl zu tun haben.

L,Ein Zufallsexperiment ist ein Versuchsaufbau mit ,zufalligem’ Ausgang, d. h. das Er-
gebnis kann nicht vorhergesagt werden.”
(Institut fiir Bildungsanalysen Baden-Wiirttemberg 2023)2

1  Realistisch bedeutet fiir Freudenthal nicht, dass die Situation der Alltagsrealitdt entstammt, sondern dass sie
fur die Kinder bedeutsam ist. Als bloRe Rechenaufgabe ware OMA ,Wiirfelbudenmathematik”, wiirde man nur
experimentieren und durch Strichlisten protokollieren, wére das ,Erbsenzahlerei”. Die Kombination Spekulieren-
Experimentieren-Reflektieren (Paradigma 5 auf der tberndchsten Seite) baut Briicken zwischen Modell- und
Realitatsebene und die OMA in der Socke dient anspruchsvoller Begriffsbildung. Auf den Kontext kommt es an!

2 https://www.schule-bw.de/faecher-und-schularten/mathematisch-naturwissenschaftliche-faecher/mathema-
tik/unterrichtsmaterialien/sekundarstufe1/sonstiges/basis/basis_daten/Basiswissen_Daten_Zufall.pdf ~ (Zu-
griff: 23.02.2023)
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1.1 Prolog

Leider beschreibt Abb. 1-2 noch zutreffender, wie sich Abiturientinnen
und Abiturienten fiihlen, wenn sie bei Signifikanztestaufgaben herausfin-
den miissen, wo in konstruierten Kontexten iiber unterstellte Interessen-
lagen Nullhypothesen versteckt wurden (vgl. Kap. 8.3) statt — Abb. 1-1 ent-
sprechend - eigene (im Sinne Freudenthals ,realistische®) Hypothesen
aufstellen, Testgroflen selber erfinden und deren Wirkungsweise erproben
zu diirfen (vgl. Kap. 3). Abiturientinnen und Abiturienten lernen so, Signi-
fikanztests formal durchzurechnen. Sie konnen die Rechenergebnisse aber
nicht angemessen deuten, setzen statistische Signifikanz mit inhaltlicher Re-
levanz gleich und glauben, was manch ein Erkldrvideo unter Riickgriff auf
subjektive Alltagswahrscheinlichkeiten weismachen méchte:

,Wenn man eine Hypothese auf dem Signifikanzniveau (mit der Irrtumswahrschein-
lichkeit) 5 % verwerfen konnte, dann gilt die Alternative mit 95 %iger Sicherheit."
(https://www.youtube.com/watch?v=55Q92wc23nE, Zugriff: 23.03.2023)

WRONG INTERPRETATIONS

An analysis of 791 articles across 5 journals*
found that around half mistakenly assume
non-significance means no effect.
Appropriately Wrongly
interpreted interpreted
51%

ARTICLES

791

Retire statlsucal significance ..o cmn

10531059 (2005): F Fider et al Conser Bl 20, 15391544
(2006 R Hosksir e i Pycron, Bl Re 13, 1033-1037 (2006):
Valentin Amrhein, Sander Greel?land Blake Mcshane and more than 800 signatories ¥ Bernardi et al. Eur. Sociol. Rev. 33, 1-15 (2017).
call for an end to hyped claims and the dismissal of possibly crucial effects.

Abb. 1-3: Amrhein u. a. in Nature 305. 21.03.2019

Aulerhalb des Schulunterrichts - bei den Anwendern statistischer Verfahren
in der empirischen Forschung - sieht es nicht besser aus. Der in Abb. 1-3 zi-
tierte Aufruf dreier Statistiker, die statistische Signifikanz in den Ruhestand
zu entsorgen, weil die Ergebnisse erschreckend hiufig falsch interpretiert
werden, wurde binnen einer Woche von 800 Fachkolleginnen und Fachkol-
legen unterzeichnet. Das sorgte im Friihjahr 2019 fiir beachtliche mediale
Aufmerksambkeit.
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1 Zielsetzung

»Hol die OMA aus der Socke.”

Eine der schonsten Einstiegsstunden in die
Stochastik: Wie man Zufall erlebt, nebenbei
die Pfadregel entdeckt und Wahrscheinlich-
keitsrechnung mit beschreibender Statistik
koppelt.

Sie legen als Preis einen Euro auf das Pult
und verkiinden: Wer beim blinden Hineingrei- ~ Abb. 1-4
fen in die Socke nacheinander die Buchsta-
ben 0-M-A zieht, gewinnt den Euro!

Sina ist die erste. Sie erwischt das M:
JMist ..!I“ und reicht die Socke an

Paul. Der zieht das O: Gliickshormone! Auf-

OMA OAM MAO MOA AMO AOM
keimende Hoffnung! ALLE fiebern mit! Bis in B o M "
die letzte Reihe! Und dann das A! Frust ..! % % 1
Nicht nur bei Paul. Die aufkeimende Hoff-
nung ist abgestirzt. Abb. 1-5: Sechs Kombinationen notieren
Aylin ist dran. Sie erwischt das A ... und iiber-  oder Pfadregel entdecken.
gibt, an

Maja. Die zieht O-M - und grolRer Jubel - schon vor dem dritten Zug!

Nichts ist lohnender als dieses Experiment auszuhalten, auch wenn die OMA sich nach 12
Versuchen noch nicht hat blicken lassen ... und einen weiteren Euro zu spendieren, wenn
,OMA" direkt beim ersten oder zweiten Versuch kam.

In vielen Klassen braucht man die Frage nach der Chance fiir OMA (= %) nicht einmal zu stel-
len, die beantworten die Kinder in der allerersten Stochastikstunde selber, indem sie die
sechs Kombinationen notieren ... oder die im Bauch gefiihlten Emotionen in Zahlen {iberset-
zen und die Pfadregel allen Lehrplanen zum Trotz schon in der ersten (!) Stochastikstunde
entdecken: In einem Drittel aller Félle erwischt man das O. Dann sind aber nur noch zwei
Buchstaben da, es steht fiir das M dann ,fifty-fifty” und die Hélfte von % ist die Losung: % vgl.
Abb. 1-5. Den Erwartungswert entdeckt man gleich mit: Wenn 30 Kinder in der Klasse sitzen,
wird man im Schnitt 5 Miinzen bereithalten miissen, wenn jeder einmal sein Gliick probieren
darf. Das ist die gleiche Struktur wie beim Warten auf die 6 beim Wiirfeln — aber die OMA ist
deutlich gehaltvoller. Und die OMA dokumentiert, wie viel Stochastik im Unterricht stattfin-
den kann, bevor man die Vokabeln Zufallsexperiment, Grundraum, Ergebnis, Ereignis ... er-
wéhnt. Und was dndert sich, wenn man die OMA zweimal in die Socke legt oder ein P hinzu-
fiigt, sodass man nicht nur bei OMA, sondern auch bei OPA gewinnt? Verdoppelt sich die
Gewinnchance? Gute Frage! Man kann sie durch Experimentieren beantworten oder durch
Nachdenken - und dabei die Pfadregel lieben lernen!
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1.2 Stolpersteine, kritische Stimmen

1.2 Stolpersteine, kritische Stimmen

Was lauft falsch in der Schule - und offensichtlich auch danach - wenn Sta-
tistiker dazu aufrufen, Teile des von ihnen geschaffenen Werkzeugkoffers in
den Ruhestand zu entsorgen, weil Anwendende mit diesen Werkzeugen Un-
fug treiben? Bei der Suche nach einer Antwort auf die Frage hilft ein Blick
zuriick in die 1980er-Jahre, als sich Stochastik neben Algebra und Geomet-
rie als dritte Sdule der Schulmathematik zu etablierten begann. Es war die
Zeit der Strukturmathematik - und auf der Suche nach ,wissenschaftspropa-
deutischen” Unterrichtskonzepten diente die Hochschulsystematik als ,,Ko-
piervorlage® samt der bis heute unverdndert praktizierten Trennung von
beschreibender Statistik, Wahrscheinlichkeitsrechnung und beurteilender
Statistik. Hier zwei mahnende Stimmen, die nichts von ihrer Aktualitit ein-
gebiifit haben:

Hans Schupp

So notierte Hans Schupp (1982, S. 210) als
Vorsitzender der Gesellschaft fiir Didaktik
der Mathematik:

Was macht man denn
bei Daten und Zufall?

&)

QOch, eigentlich ganz einfach:
Erst macht man Daten und dann
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

,Lehrgange, die sich an der Fachsystematik o
orientieren, trennen wahrscheinlichkeitsthe- Situationsbeschreibung durch M. Vogel auf einer Tagung im
oretische und statistische Gedankengéinge Dezember 2022
strikt voneinander, obwohl sie erkenntnisthe- - .
) ] Deskriptive Statistik
oretisch und lernpsychologisch aufs engste - Haufigkeitsvertellungen
miteinander verwoben sind [..] In den meis- + MaRzahlen
ten Mathematikwerken stehen statistische * Zusammenhangmale

und wahrscheinlichkeitstheoretische Passa- " Regression

gen nahezu beziehungslos (und zuweilen Wahrscheinlichkeitsrechnung
mit falschem Bezug) hintereinander”. + Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeit

+ Wahrscheinlichkeitsverteilungen

. .. . . + Spezielle Verteilungen
Seine Kritik lasst sich treffend zusammen-

fassen in einem Bonmot, das vielerorts auch Induktive Statistik
heute noch die schulische Praxis charakte- * Testtheorie
P + Schétztheorie (Intervallschatzung)
risiert:
- Statistik ohne Wahrscheinlichkeitsrech- Struktur einer Vorlesung ,Statistik fiir Mediziner":
nung ist blind (,,Erbsenzéihlerei“). Beschreibende Statistik, Wahrscheinlichkeitsrechnung
. Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne Sta- und beurteilende (induktive) Statistik werden strikt
o el s . inand il t.
tistik ist leer (,Wiirfelbudenmathema- vonemander getrenn
tik®). Abb. 1-6
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1 Zielsetzung

Tatsdchlich arbeitete man in den 1980er-Jahren in der deskriptiven Statistik
ausschlief8lich in der Realitdtsebene — und in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung mit Laplace-Wahrscheinlichkeiten, Kombinatorik, Pfad- und Summen-
regel dann ausschliellich auf der Modellebene.

Dass sich daran bis heute vielerorts wenig gedndert hat, bringt die Karika-
tur Abb. 1-6 von Markus Vogel auf den Punkt.

Hermann Dinges
Auch Hermann Dinges (1980, S. 50) hinterfragt die strikte Orientierung der
Schulcurricula an Hochschulvorlagen mit den Worten:

,Stochastik muss auf der Schule als eigenstandige Unternehmung gesehen werden,
die weder durch Elementarisierung aus der bestehenden Universitatsstatistik noch
durch Verkleinerung aus der heutigen Praxis abgeleitet werden kann.”

Zum Wahrscheinlichkeitsbegriff hilt er fest:

,Der objektivistische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich an Urne und Gliicksrad ori-
entiert, scheint gut geeignet am Anfang des Stochastikunterrichts zu stehen. Er hat
aber Grenzen. Die Bayes'sche Formel passt nicht dazu; sie braucht den subjektiven
Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die hdhere Wahrscheinlichkeitstheorie braucht den Be-
griff der Hypothese [...].

Viele Schulblicher scheinen entschlossen, die natiirlichen Denkansétze (iber den Zu-
fall bedenkenlos mit den aus der Strukturmathematik gewohnten Prinzipien des Ma-
thematiklernens zu Gberrollen. Ebenso wenig werden die Vorstellungsweisen der sta-
tistischen Praxis vorbereitet [...]." (Dinges 1978,S.113,121)

1.3 Paradigmen

Den Schliissel zur Losung der von H. Schupp, H. Dinges und letztendlich auch
von V. Amrhein u. a. beschriebenen Probleme liefert Lothar Sachs (1999, S. 10) in
seinem Handbuch der angewandten Statistik in einer eher beildufig eingestreu-
ten Anmerkung, die zweifellos auch von Freudenthal hatte stammen konnen:

,Der Erklarungswert statistischer Verfahren lasst sich nur an ausfiihrlich dargestellten
Fallbeispielen aufzeigen. Um eine nachhaltige Wirkung zu erzielen, sollte das Thema
interessant sein und zu aufschlussreichen Resultaten fiihren.” (Sachs 1999, S.10)

Wir stellen solche ,Fallbeispiele mit aufschlussreichen Resultaten” in das
Zentrum dieses Buches, um schon in der Sekundarstufe I Statistik mit Wahr-
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1.3 Paradigmen

scheinlichkeitsrechnung zu vernetzen und Schiilerinnen und Schiiler lang-
fristig gegen Fehlinterpretationen im Bereich der beurteilenden Statistik zu
impfen. Dabei hat sich in der Unterrichtspraxis die Beachtung weniger ein-
pragsamer Paradigmen, die uns durch das Buch begleiten, als iiberaus hilf-
reich erwiesen.

Paradigmen

(1) Pflege einen passenden Wahrscheinlichkeitsbegriff

(wir nennen ihn hypothetisch-prognostisch).

Trenne Modell und Realitdt messerscharf und konsequent.

Untersuche Zufallsschwankungen statt sie wegzuwiinschen.

Stelle authentische Probleme ins Zentrum.

Nutze den ,didaktischen Dreisatz" Spekulieren-Experimentieren-Reflektieren.

(2
3
4
5

= o =2

Die Fallbeispiele (insbesondere in den Kapiteln 2, 3 und 9) sorgen im Sinne

der Paradigmen (4) und (5) nicht nur fiir Spannungsbdgen, sondern im Sin-

ne der Paradigmen (1) und (2) auch dafiir, dass Schiilerinnen und Schiiler alle

Wahrscheinlichkeiten, insbesondere auch die Laplace’schen, als vom Men-

schen gemachte Modelle erleben, die auf Erfahrungen beruhen, in Bezug

auf die Realitédt hypothetischen Charakter haben, Erwartungen quantifizie-
ren und Prognosen machen wollen. Im Sinne von H. Dinges erleben Schiile-

rinnen und Schiiler ab Klasse 7:

+ dass es verschiedene Modelle (statistisch gesprochen: verschiedene Hy-
pothesen) zur Vorhersage relativer Haufigkeiten gibt, denen man unter-
schiedlich viel Vertrauen schenkt;

+ dass das (selten quantifizierbare) Vertrauen in unterschiedliche Hypothe-
sen eine andere Qualitét besitzt als die prognostischen Wahrscheinlichkei-
ten, die zu den Hypothesen gehoren.

Statt das Unmogliche zu versuchen, ndmlich den Begriff ,Wahrscheinlich-
keit“ definieren zu wollen, lassen wir Paradigma (1) entsprechend Schiilerin-
nen und Schiiler erleben, wie Wahrscheinlichkeiten entstehen und wie man
mit ihnen arbeitet. Paradoxerweise werden dabei Briicken geschlagen zwi-
schen Freudenthals ,realistischer” Mathematik und Kolmogoroffs axiomati-
scher Sicht auf Wahrscheinlichkeit.

Mithilfe des Paradigmas (3) lassen sich beschreibende und beurteilende
Statistik schon in der Sekundarstufe I miteinander verkniipfen. Dies gelingt
in Kapitel 3 durch das ,Sortieren gefiihlten Zweifels“ und in Kapitel 4 iiber
das %—Gesetz (in seiner einfachsten Form fiir p=%). Der Vorzeichentest er-
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1 Zielsetzung

offnet spannende Anwendungsfelder und belegt, dass das Werfen von Miin-
zen und das Rollen von Wiirfeln zum Gegenteil von Wiirfelbudenmathema-
tik wird, wenn man Zufallsschwankungen untersucht und Kindern geeignete
Probleme und Fragestellungen schenkt.

1.4 Resiimee

Wir pflegen in diesem Buch eine ,hypothetisch-prognostische” Wahrschein-
lichkeitsinterpretation. Wir lassen Kinder erleben, wie alle Wahrscheinlich-
keiten, die subjektivistischen, die Laplace’schen und die frequentistischen
in uns Menschen als Modelle der Realitat dadurch entstehen, dass aus un-
seren Erfahrungen Erwartungen werden. Da alle Wahrscheinlichkeiten Vor-
hersagen machen wollen, lassen sie sich durch Vergleich mit der Realitét auf
Brauchbarkeit priifen. In Modellbildungsprozessen miissen sie evtl. modifi-
ziert werden - und sie lassen sich trotz aller Vorlaufigkeit fiir Rechnungen
und weitere Prognosen nutzen.

Diese pragmatische Sicht auf Wahrscheinlichkeit als eines von uns Men-
schen gemachten tiberpriifbaren Modells, in das wir mehr oder weniger Ver-
trauen haben, hilt Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik von Anfang
an wie eine Klammer zusammen. Sie beantwortet die von H. Dinges und
H. Winter aufgeworfenen Fragen so, dass auch Freudenthal mit seiner ,rea-
listischen Mathematik“ seine Freude daran gehabt hitte - und vermutlich so-
gar A. N. Kolmogoroff, wenn er sich denn fiir die Didaktik interessiert hitte.
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2 Wahrscheinlichkeit entsteht,
wenn aus Erfahrung Erwartung
wird

Darum geht es - das Wichtigste in Stichworten
Schon in der Primarstufe werden subjektive Sicherheiten auf Skalen markiert. Diese
Skalen zwischen unmdglich und sicher begleiten uns durch das ganze Leben.
Mit Verfligbarkeit des Prozentbegriffs bekommen die subjektiven Sicherheiten nur
durch die Normierung der Skalenenden 0% und 100 % prognostischen Charakter, denn
zu jeder Markierung gehort dann ein Prozentsatz und mit jedem Prozentsatz ist bei vor-
gegebenem Stichprobenumfang ein Prozentwert verbunden: die erwartete Haufigkeit.
Durch Spekulieren und Experimentieren mit teilsymmetrischen Objekten bildet sich ein
auch fiir die beurteilende Statistik tragfahiger prognostischer Wahrscheinlichkeitsbe-
griff, der auf Grundlage subjektivistischer Vorstellungen sowohl den Laplace'schen wie
auch den frequentistischen umfasst.
Wahrscheinlichkeiten werden erlebt als vom Menschen gemachte Modelle der Wirk-
lichkeit, die einem Modellierungskreislauf unterliegen — und Lernende erleben, wie das
Vertrauen in die Giite eines Modells vom Stichprobenumfang abhangt.
Der fiir die beurteilende Statistik fundamentale Begriff des Konfidenzintervalls als ei-
nes Bereiches vertrauenswiirdiger Modelle wird damit schon ab Klasse 7 intuitiv vorbe-
reitet.
Man erlebt, wie gut man iiber Pfad- und Summenregel mit prognostischen Wahrschein-
lichkeiten rechnen und Vorhersagen machen kann. Und - das ist fiir Lernende zentral -
die Prognosen lassen sich an der Realitat iiberpriifen.

Experimente

+  Mit Quadern ,wiirfeln”, Wahrscheinlichkeitsverteilungen aufstellen und verbessern.

+ Wahrscheinlichkeiten fiir Prognosen nutzen, Giite von Prognosen beurteilen.

2.1 Ankniipfen an alltagliche Vorerfahrungen

Im Alltag nutzen wir subjektive Wahrscheinlichkeitsbewertungen, die auf
Erfahrungen beruhen. Wie Abb. 2-1 belegt, werden sie in der Primarstufe
auf einer Skala zwischen vollig unméglich und ganz sicher lokalisiert.
Wenn Maike mehrmals mitbekommen hat, dass ihre Grundschullehre-
rin am letzten Schultag vor den Ferien ein Eis spendiert hat, wird sie sich
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2 Wahrscheinlichkeit entsteht, wenn aus Erfahrung Erwartung wird

auf dfr S.kala. nahe b.el »§anz st- Die Kiewer Flihrung halt ein Eingreifen von Belarus an
cher® (vielleicht bei 8 von 10) | der Seite Russlands in den Krieg gegen die Ukraine aktuell
positionieren, wenn sie nach flir wenig wahrscheinlich. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ihrer Einschétzung fiir den qgr belarugsische PrésidgntAIexandgr Lu‘kascherjko siph
fUr eine Teilnahme am Krieg entscheide, liege ,bei 15 bis
kommend.en letztgn Schultag |99 Prozent’, sagte der ukrainische Prasidentenberater
befragt wird. Aus ihrer Erfah- |Olexij Arestowitsch nach Angaben der Agentur Unian.
rung ist Erwartung geworden. , , .
https://www.boerse-online.de/nachrichten/aktien/
. . kein-sofortigeseingreifen-von-belarus-die-nacht-im-
Sobald Schiilerinnen und Schii- | eberblick-1031300215

ler mit dem Prozentbegriff ver-

traut sind, wird das untere Ska-

Wie wahrscheinlich wiirden Sie SATURN aufgrund
1 d 51l Salich Ihrer letzten Erfahrung mit unserem Reparaturservice
enende ,,vollig unmoglicn: vom im SATURN-Markt Koeln 3 (Weiden) einem Freund,

Lehrer(!) mit 0% und das obere |Bekannten oder Kollegen empfehlen?

»ganz sicher mit 100 % beschrif- sehr sehr
tet. Diese Beschriftung ist ein  |ynwahrscheinlich wahrscheinlich
Kunstgriff, dessen Genialitat fiir 01 2 38 4 5 6 7 8 9 10
die Begriffsbildung in der didak-

tischen Literatur bisher noch an 19 < ganzsicher
keiner Stelle gesehen wurde.3 von eher wahrscheinlich bis fast sicher
Nur durch die Beschriftung der |54 « 1:1,50:50, fifty-fifty
Rander erhdlt jede Stelle der Ska- von fast unmdglich bis weniger wahrscheinlich

la namlich urplotzlich die Bedeu-
tung eines Prozentsatzes. Und
Siebtkldssler wissen, dass bei fes-  Abb. 2-1: ), b) subjektive Wahrscheinlichkeiten im All-

tem Grundwert n zu jedem Pro-  tag und ¢) in der Primarstufe gemaB Kriiger u. a. 2015.
zentsatz p der Prozentwert n - p

gehort. Bei reproduzierbaren Si-

tuationen ist n die Versuchszahl

und n-p wird zur erwarteten Hdaufigkeit, kurz zum Erwartungswert, um den her-
um die Ergebnisse zufillig pendeln.

0 - «— volligunmdglich, ausgeschlossen

Damit wurde der qualitative subjektivistische Wahrscheinlichkeitsbegriff
der Primarstufe quantitativ-prognostisch.

So wird die Stelle 25 % bei n=300 Wiederholungen mit der erwarteten Hau-
figkeit 300 - 0.25=75 verkniipft. Sollte dann bei vielen 300er-Versuchen das
fragliche Ergebnis immer wieder deutlich unter der Erwartung 75 liegen,
korrigiert man die Angabe 25 % nach unten. Und damit hat man die Schlei-

3 Auf einer Fachdidaktik-Tagung wurde dieser Gedanke kiirzlich als ,die Entdeckung des missing link zwischen
Primar- und Sekundarstufenstochastik” bezeichnet.
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