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Vorwort

Nach dem Buch iiber die Stochastik liegt hiermit das zweite Ubungs-
buch zur Oberstufenmathematik vor. Das grundlegende Konzept ist
gleich geblieben:

Der gesamte Abiturstoff ist entlang des Lehrplans sortiert. Jedem
Themengebiet ist eine Merkliste mit den essentiellen Inhalten voran-
gestellt, dann folgen dazu passende Abituraufgaben mit ausfiihrlichen
Losungen. Warum das gut ist und wie du das Buch am besten ein-
setzt, erldutere ich in der Einfithrung noch genauer.

Dort wird auch beschrieben, inwiefern sich die Abituraufgaben zur
Geometrie von denen zur Stochastik unterscheiden und welche Kon-
sequenzen das in Bezug auf die Bearbeitung hat. Was aber in beiden
Fillen gleich ist:

Der Erwerb eines hiibschen Ubungsbuches macht deine Mathematik-
Performance leider noch nicht besser. Erst dessen bestimmungsge-
méiker Einsatz verspricht einen gewissen Erfolg. Das geht natiirlich
nicht ohne Anstrengung von deiner Seite (siehe das Kleingedruckte im
Umschlag), aber es wird sich lohnen!

Darauf habe ich natiirlich schon im Stochastik-Vorwort hingewiesen.

Was ebenso weiterhin gilt:

Du darfst darauf vertrauen, dass sich in der Mathematik deine von
dir mehr oder minder miihsam eingesetzte Ubungszeit relativ schnell
bezahlt machen wird.

Gerade die Moglichkeit, thematisch zielgerichtet zu iiben wird dir
bald eine grokere Sicherheit geben. Und mit mehr Sicherheit und
Durchblick macht’s auch zunehmend mehr Spafs.

In diesem Sinne: Viel Spafi mit der Analytischen Geometrie!

Februar 2022 Andreas Schaumann



1 Einfiihrung

Auch dieses Buch soll wie sein Pendant zur Stochastik drei Aufgaben
auf einmal erfiillen, doch dazu spiter mehr. Davor wird dargestellt,
was bei der Bearbeitung von Priifungsaufgaben aus der Analytischen
Geometrie besonders ist.

Da ist zunéchst einmal das Anfertigen von Zeichnungen und Skizzen.
Bei den Aufgabenstellungen werden seit der Einfiihrung des G8 nur
noch selten umfangreichere Zeichnungen verlangt. Ein Grund ist si-
cher, dass sich im Geometrie-Teil der Umfang von friiher 40BE im
G8 auf 20BE und seit 2021 25BE verringert hat. Kénnen musst du
es natiirlich trotzdem.

Aber auch wenn keine Zeichnungen oder Skizzen explizit verlangt
sind, sind viele Aufgaben ohne eine Uberlegungsskizze kaum oder oft
nur viel aufwindiger 16sbar. In den Losungen zu den Aufgaben habe
ich deshalb {iberall dort, wo es mir sinnvoll erschien, Skizzen ange-
fertigt. Sie sind bewusst so gestaltet, wie du sie auch selber zeichnen
kénntest. Ziel ist es, mdglichst schnell einen Uberblick iiber die Auf-
gabenstellung und die moglichen Lésungswege zu erhalten.

Ein weiterer Unterschied zur Stochastik ist, dass im Teil B die Tei-
laufgaben meist aufeinander aufbauen. Das sieht man z.B. an den
gehduft auftretenden Kontrollergebnissen. Am Anfang wird dir das
noch nicht grof auffallen, weil in den Aufgaben zu den Kapiteln ja
meist nur wenige isolierte Teilaufgaben vorkommen. Bei der unmit-
telbaren Priifungsvorbereitung jedoch musst du das sehr genau be-
achten. Zur Unterstiitzung gibt es das Kapitel 11, in dem auf solche
taktischen Uberlegungen beim Bearbeiten von kompletten Aufgaben
eingegangen wird.

Schlieflich kommen in der Geometrie 6fters als in den anderen Gebie-
ten immer wieder einmal Grundlagenkenntnisse aus der Mittelstufe
vor, die man so noch nie oder nur selten in den vorigen Priifungsauf-
gaben gesehen hat. Eine Liste mit ein paar Verdachtigen findest du
im Anhang (hier besteht natiirlich kein Anspruch auf Vollstéindigkeit!).

Nun zu den drei verschiedenen Grundfunktionen des Buchs:



Einsatz als Ubungsbuch

Weil die Themen wie im Lehrplan sortiert sind, kannst du das Buch
auch zum Einiiben des aktuellen Stoffs parallel zum Unterricht ein-
setzen. Zusitzliches Ubungsmaterial schadet nie, auRerdem siehst du
gleich, was im Abitur verlangt wird und welchen Charakter die Prii-
fungsaufgaben so haben.

Die Aufgabenbeispiele zu den einzelnen Kapiteln sind in zunehmen-
der Schwierigkeit sortiert. Anfangs sind die Lésungen noch sehr aus-
fiihrlich, wenn sich Losungswege wiederholen, werden sie knapper. In
Kapitel 11 gehe ich noch einmal detaillierter darauf ein, wie der Um-
fang deiner Bearbeitung normalerweise so aussehen kdnnte.

Bei allen Themen kannst du dir die Grundlagen mit Hilfe der passen-
den Videos noch einmal in Ruhe anschauen. Beachte dabei, dass die
Inhalte dort sehr komprimiert dargeboten werden. Hin und wieder
wird es daher vielleicht mal angebracht sein, auf die Pause-Taste zu
driicken und das bisher Dargestellte sauber zu durchdenken.
Themen, die lange zuriickliegen oder die du bei der Behandlung im
Unterricht nicht so ganz verstanden hast, kannst du damit noch ein-
mal auffrischen bzw. neu erarbeiten. In diesem Sinne kann man das
Buch auch als kleines Nachschlagewerk einsetzen.

Einsatz zur Stoffzusammenfassung

Apropos Nachschlagewerk:

Fiir die Vorbereitung auf die Prifung musst du irgendwann alle drei
Teilbereiche parat haben, was schon eine groke Menge an Inhalten
ist. Dafiir hat sich das Anfertigen von personlichen Kurzzusammen-
fassungen sehr bewidhrt. Nachdem das oft eine ziemlich langwierige
Sache sein kann, habe ich dir als Basis fiir diese Kurzzusammenfassun-
gen in jedem Kapitel die wichtigsten Inhalte in Form der ,Merkliste
zusammengestellt. Wenn du die dann noch je nach Bedarf ausdiinnst
oder ergénzt, solltest du gut geriistet sein.

Einsatz zur Abiturvorbereitung

Die beste Art, sich auf die Abiturpriifung vorzubereiten, ist nach wie
vor das Rechnen von alten Priifungsaufgaben. Gerade am Anfang,
wenn man sich zum ersten Mal mit den Priifungsaufgaben eines The-
mengebiets beschiftigt, konnen die aber auch wie ein grofter Berg vor
einem stehen, bei dem man gar nicht so recht weifs, wo und wie man
anfangen soll.

Da sollte dir dieses Buch eine groke Hilfe sein. Du erhiltst einen Uber-
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blick iiber die fir das Abitur relevanten Themen und kannst diese
gezielt angehen. Zu jedem Thema findest du dann die relevantesten
Priifungsaufgaben der letzten Jahre vor, mit denen du normalerweise
genug Ubungsmoglichkeiten haben solltest, um in dem Bereich fit zu
werden.

Falls du noch mehr rechnen willst, habe ich in allen Kapiteln noch
Empfehlungen fiir weitere Abituraufgaben angegeben. Die Lésungen
dazu kannst du z.B. im Netz unter www.abiturloesung.de finden. Dort
sind auch die Angaben von sehr vielen alten Priifungsaufgaben ver-
fiighar (oft mit Losungen), die jede Menge weiteres Ubungsmaterial
bieten.

Fehlt nur noch, dass du mit der Priifungsvorbereitung beginnst. Das
Aufgabenrechnen kann dir keiner abnehmen, die Einstiegshiirde da-
fiir sollte jetzt aber deutlich kleiner sein.

Und wie schon im Vorwort behauptet: verniinftiger Einsatz lohnt sich,
wenn s lauft macht “s Spaf!

Allgemeine Bemerkungen zur Abiturpriifung

Bei der Bearbeitung der einzelnen Aufgaben musst du immer beach-
ten, welche ,Operatoren” in der Aufgabenstellung verwendet werden.
Darauf gehe ich bei einigen Lésungen der Aufgaben n#her ein. Zu-
sitzlich findest du im Anhang eine Operatorenliste fiir Mathematik,
herausgegeben vom ,Institut fir Qualitdtsentwicklung im Bildungs-
wesen® (IQB), das auch die Priifungsaufgaben fiir den linderiibergrei-
fenden Teil erstellt. Da kannst du noch einmal nachlesen, wie genau
man beim jeweiligen Operator die Antwort darstellen sollte.

Wie oben schon erwéhnt, gibt es in diesem Buch auch ein eigenes Ka-
pitel iiber die Taktik zur Bearbeitung von gesamten Priifungsteilen.
Zusatzlich zum Umgang mit Operatoren und Zwischenergebnissen
findest du hier noch einige Tipps speziell zur Bearbeitung von Auf-
gaben aus der Analytischen Geometrie.

Damit aber genug der Vorrede, ran an‘s Werk, selber Rechnen macht
schlau!


http://www.abiturloesung.de

2 Rechnen mit Vektoren

2.1 Grundlagen

In diesem Kapitel geht es um die Grundlagen der Vektorrechnung.
Dazu gehort zunéchst der Umgang mit dem dreidimensionalen Ko-
ordinatensystem sowie das elementare Rechnen mit Vektoren, d.h.
Addition, Subtraktion und Skalarmultiplikation.

Man muss vielleicht dazusagen: in der Mathematik ist die ,Vektor-
rechnung® ein deutlich weiteres Feld. Vektoren sind dort Elemente ei-
nes ,Vektorraums®, fiir den bestimmte Bedingungen gelten. So kénnte
man z.B. auch ganzrationale Funktionen als Vektoren auffassen.
Das machen wir hier nicht. ,,Unser” Vektorbegriff ist gekniipft an
das dreidimensionale kartesische Koordinatensystem, Vektoren wer-
den dort reprisentiert durch Pfeile. Ein Vektor ist fiir uns demnach
charakterisiert durch zwei Eigenschaften: seine Lange und seine Rich-
tung.

Die Lange als ,,Betrag” des Vektors ist Teil dieses Kapitels. Um die
Richtung kiimmern wir uns dann im n#chsten Kapitel, in dem die
Winkel zwischen Vektoren dazukommen.

Aus der Mittelstufengeometrie begegnen uns hier hauptsachlich Drei-
ecke und Pyramiden, die sehr regelméfige Teilnehmer von Abiturprii-
fungen sind.

Tipps fiir den Fernsehabend:

- Einfiihrung und Darstellung von Vektoren
Addition von Vektoren

- Differenzvektor

Betrag eines Vektors

- Skalarmultiplikation
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Was gehért auf den Merkzettel?

¢ Addition und Subtraktion von Vektoren, auch grafisch!

Ganz wichtig: Vektor von A nach B (,Differenzvektor*):

AB-FB -4

¢ Davon strikt zu unterscheiden, auch wenn es dhnlich aussieht:
Mittelpunkt M der Strecke [AB]

ﬁ:%(er?)

Betrag eines Vektors:

a :\/a%Jra%Jra%

Skalarmultiplikation: ,,Zahl mal Vektor“ = Vektor
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2.2 Aufgaben

Beginnen wir mit Aufgaben zum Koordinatensystem. Das Zeichnen
von umfangreicheren Kérpern oder Figuren ins Koordinatensystem
wird zwar nicht mehr so hiufig verlangt wie friither, kénnen sollte
man es natiirlich trotzdem.

In der ersten Aufgabe geht es neben dem Zeichnen um das Erkennen
von Koérpern und Teilkérpern. Wenn die entsprechenden Korper eine
besondere (d.h. in der Regel eine besonders einfache) Lage im Koor-
dinatensystem besitzen, dann darfst du das z.B. beim Ablesen von
Streckenléngen auch ausniitzen.

2012 Aufgabengruppe II

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die
Punkte A(10[2|0), B(10]0|8), C(10]4]|3), R(2]2(0),
S(2/8]0) und T(2]4|3) gegeben. Der Korper
ABCRST ist ein gerades dreiseitiges Prisma mit der
Grundflache ABC, der Deckfliche RST und recht-
eckigen Seitenflichen.

a) Zeichnen Sie das Prisma in ein kartesisches Koordinatensystem
(vgl. Abbildung) ein. Welche besondere Lage im Koordinatensys-
tem hat die Grundfliche ABC? Berechnen Sie das Volumen des
Prismas.

d) Die Ebene F enthilt die Gerade CT und zerlegt das Prisma in
zwei volumengleiche Teilkorper. Wihlen Sie einen Punkt P so,
dass er gemeinsam mit den Punkten C und T die Ebene F festlegt;
begriinden Sie Thre Wahl. Tragen Sie die Schnittfigur von F mit
dem Prisma in Thre Zeichnung ein.

e) Die Punkte A, B und T legen die Ebene H fest; diese zerlegt das
Prisma ebenfalls in zwei Teilkdrper. Beschreiben Sie die Form eines
der beiden Teilkorper. Begriinden Sie, dass die beiden Teilkdrper
nicht volumengleich sind.

Die nachste Aufgabe ist aus dem Originaltext des A-Teils von 2018,
der wegen eines unerlaubten Eindringens in einen Schultresor nicht
im Abitur zum Einsatz kam. Auch hier geht es um die Anschauung

(6]

(3]

(3]
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im Koordinatensystem, allerdings nicht mit einer exakten Zeichnung,
sondern nur mit, einer Skizze.

2018 A1 Aufgabe 2

Gegeben sind die Punkte A(4[0]0), B(0|1]0), C(0|4]0) und D(0|0|5).

a) Erliutern Sie mit Hilfe einer geeignet beschrifteten Skizze, dass
sich das Volumen V der Pyramide ABCD mit dem Term
V =121.(3-3-4) 5 berechnen lisst.

b) Die Punkte A, C und D legen die Ebene H fest. Der Flicheninhalt
des Dreiecks ACD wird mit F bezeichnet, der Abstand des Punktes
B von der Ebene H mit d. Zur Berechnung von d wird der Ansatz
2. F-d =10 gewihlt. Begriinden Sie, dass dieser Ansatz korrekt
ist.

Die folgende Teilaufgabe b) kénnte man mit Hilfe einer Geradenglei-
chung (kommt erst im Kapitel 5) lsen, es geht aber auch genauso
gut mit schon bekannten Mitteln.

2016 A1l Aufgabe 1

Betrachtet wird der abgebildete Wiirfel

ABCDEFGH. s .
Die Eckpunkte D, E, F und H dieses Wiirfels be- '

sitzen in einem kartesischen Koordinatensystem L
die folgenden Koordinaten: D(0|0[-2), E(2]0]0), N amwes
F(2[2|0) und H(0|0|0). < B

a) Zeichnen Sie in die Abbildung die Koordinatenachsen ein und be-
zeichnen Sie diese. Geben Sie die Koordinaten des Punkts A an.

b) Der Punkt P liegt auf der Kante [FB] des Wiirfels und hat vom
Punkt H den Abstand 3. Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts
P.

Bei den nichsten Aufgaben riickt das Rechnen mit Vektoren mehr
in den Vordergrund. Schwerpunkt sind die Berechnung von Seiten-
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mitten oder Koordinaten von Punkten, die besondere Bedingungen
erfiillen.

2019 A1 Aufgabe 1

Gegeben ist ein Rechteck ABCD mit den Eckpunkten A(5]-4]-3),

B(5]4]3), C(0|4]3), und D.

a) Ermitteln Sie die Koordinaten von D und geben Sie die Koordi-
naten des Mittelpunkts M der Strecke [AC] an.

b) Begriinden Sie, dass die Dreiecke BCM und ABM den gleichen
Flacheninhalt besitzen, ohne diesen zu berechnen.

2015 A1 Aufgabe 1

Die Gerade g verlduft durch die Punkte A(0]|1]2) und B(2|5|6).

a) Zeigen Sie, dass die Punkte A und B den Abstand 6 haben.
Die Punkte C und D liegen auf g und haben von A jeweils den
Abstand 12. Bestimmen Sie die Koordinaten von C und D.

b) Die Punkte A, B und E(1]2]5) sollen mit einem weiteren Punkt die
Eckpunkte eines Parallelogramms bilden. Fiir die Lage des vierten
Eckpunkts gibt es mehrere Moglichkeiten.

Geben Sie fiir zwei dieser Moglichkeiten die Koordinaten des vier-
ten Eckpunkts an.

2013 II Aufgabe 1

Die Abbildung zeigt modellhaft einen Ausstellungspavillon, der die
Form einer geraden vierseitigen Pyramide mit quadratischer Grund-
fliche hat und auf einer horizontalen Fliche steht. Das Dreieck BCS
beschreibt im Modell die stidliche Aufienwand des Pavillons. Im Koor-
dinatensystem entspricht eine Lingeneinheit 1m, d.h. die Grundfliche
des Pavillons hat eine Seitenlinge von 12m.

(3]

(2]

(3]

(2]
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S(61618)

D(0[0j0)
C(0[12/0)

/ A(12]0]0) B

a) Geben Sie die Koordinaten des Punktes B an und bestimmen Sie
das Volumen des Pavillons.

An einem Teil der siidlichen Aufienwand sind Solarmodule flachen-
biindig montiert. Die Solarmodule bedecken im Modell eine dreiecki-
ge Flache, deren Eckpunkte die Spitze S sowie die Mittelpunkte der
Kanten [SB] und [SC] sind.

d) Ermitteln Sie den Inhalt der von den Solarmodulen bedeckten
Fliche.

weitere Aufgaben zum Uben:

- 2011 V (G9-Abitur):
la) Nachweis eines gleichschenkligen Dreiecks inklusive einer 2-
dimensionale Zeichnung
2a) Streckenberechnung, gute Ubung zur geometrischen Anschau-
ung



2.3. LOSUNGEN 15

2.3 Losungen

Loésung zu 2012 II:

a) Beachte bei der Anfertigung einer Zeichnung, dass die Einheit der
Achsen, wenn nichts anderes gesagt wird, lcm betrigt. Die Einheit
der x1-Achse ist dagegen wegen der perspektivischen Darstellung auf
eine Késtchendiagonale verkiirzt. Das Prisma sieht dann so aus:

§ N

" 7/
4 4
/s/ %
6
7/
4

. 9
0

Wenn nach einer besonderen Lage im Koordinatensystem gefragt
wird, dann handelt es sich meist um Parallelitit zu Koordinatenach-
sen oder Koordinatenebenen. Diese erkennt man normalerweise an
den Koordinaten. Hier sollte dir auffallen, dass alle z1-Koordinaten
den gleichen Wert 10 besitzen. Das bedeutet, dass die Grundfliche
ABC parallel zur xox3-Ebene liegt, wie du auch an der Zeichnung
schén erkennen kannst.

Fiir die Volumenberechnung des Prismas ist hier schon verraten wor-
den, dass das Dreieck ABC die Grundfliche darstellt. Das Volumen
eines geraden Prismas berechnet sich bekannterweise aus V. = G - h,
der bekannte Spezialfall wére der Quader.

Die Hohe hp des Prismas kann man aus der Zeichnung ablesen, sie
entspricht der Lange von [AR] bzw. [BS] und betriigt 8. Damit muss
nur noch die Grundfliche bestimmt werden. Weil du erkannt hast,
dass ABC parallel zur zox3-Ebene liegt, kann man hier die Hohe hp
des Dreiecks und die Lange der Grundlinie ebenfalls leicht ablesen:
C liegt 3 iiber der Grundlinie, also ist Ap = 3. Von A nach B geht
man 6 Schritte in z;-Richtung, also hat die Grundlinie die Lange 6.
Insgesamt ergibt sich:



