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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Numerische Simulationsprogramme sind in den letzten Jahren zu unverzichtbaren
Werkzeugen in vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften geworden. Simulationen
ermoglichen beschleunigte Designoptimierung, ersparen haufig den Bau von Prototy-
pen und entsprechen damit dem grundsétzlichen Trend zu immer kiirzeren Entwick-
lungszyklen. Zudem ermoglicht die Simulation héufig Einblicke in Zusammenhénge,
die aufgrund der Miniaturisierung in dieser Form messtechnisch gar nicht mehr er-
fasst werden konnen.

Einen besonders dynamischen Bereich stellt in diesem Zusammenhang die elektro-
magnetische Feldsimulation mit gitterbasierten Methoden dar. Dies beruht insbeson-
dere auf dem rasanten Fortschreiten der Informationstechnologie in allen Bereichen
der Technik und des alltdglichen Lebens sowie der damit einhergehenden Verwen-
dung immer hoherer Frequenzen in elektronischen Schaltungen.

Immer hoher werdende Frequenzen haben in zweierlei Hinsicht Einfluss auf den Si-
mulationsprozess: Zum Einen erfordern die kiirzeren Wellenldngen die feinere raum-
liche Abtastung von Strukturen und fithren auf immer gréfere Gleichungssysteme,
die im Rahmen der Simulation gel6st werden miissen. Zum Anderen erhalten Feld-
effekte auch immer gréfere Bedeutung in Bereichen, die bis vor kurzem komplett
der Schaltkreissimulation zugerechnet wurden. So gewinnen Effekte wie Laufzeit-
verzogerungen, Nebensprechen oder Abstrahlung auch in klassischen Netzwerken
oder sogar in einzelnen Teilen wie Chipzuleitungen und Steckverbindungen zuneh-
mend an Bedeutung.

Da es auch in néchster Zukunft nicht moglich sein wird, ganze logische Schaltun-
gen komplett durch Feldsimulationsprogramme zu erfassen, bleibt als Alternative
die Verkopplung zweier separat arbeitender Simulationsprogramme zur Netzwerk-
und zur Feldsimulation. Eine weitere und komfortablere Moglichkeit stellt die Ge-
nerierung so genannter Makromodelle dar, welche das Verhalten des feldbehafteten
Bauteils im interessierenden Frequenzbereich durch ein System moglichst niedri-
ger Ordnung beschreiben. Diese Modelle konnen beispielsweise in Form eines Er-
satzschaltbildes in das Netzwerksimulationsprogramm einbezogen werden, womit
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zur Simulation des Gesamtsystems schliellich nur eine einzige Simulationsplattform
bendtigt wird.

Dass ein solches Modell mit stark reduzierter Modellordnung iiberhaupt existiert,
wird anschaulich klar, wenn man bedenkt, dass das diskretisierte Modell Tausende
bis hin zu Millionen von Unbekannten hat, wihrend das Ubertragungsverhalten im
interessierenden Frequenzbereich oft nur eine kleine Anzahl von Polstellen besitzt.

Insbesondere wenn allein das Ubertragungsverhalten einer feldbehafteten Struktur
von Interesse ist, konnen Modelle reduzierter Ordnung jedoch auch direkt zur Losung
des diskretisierten Problems innerhalb der Feldsimulation herangezogen werden. An-
statt das Modell zu 16sen, das sich aus der Diskretisierung ergibt und das héufig bis
zu Millionen von Unbekannten hat, kann zunéchst ein Reduzierungsschritt vorange-
stellt werden. Geldst wird dann schliellich nur das System mit geringer Ordnung.
Ein solches Vorgehen wird auch als Fast Frequency Sweep bezeichnet. Es ist offen-
sichtlich, dass in diesem Fall die Rechenzeit zur Erstellung des Modells kleiner sein
sollte als die Rechenzeit zur Losung des unreduzierten Systems.

Makromodelle finden auch im Optimierungsprozess Anwendung, da das Verhalten
bereits optimierter oder unverénderlicher Bereiche der Struktur durch ein nur ein-
malig zu erstellendes Modell erfasst werden kann, wéihrend der verbleibende Rest
durch die Simulation beschleunigt optimiert werden kann. Auch wenn eine Teilstruk-
tur innerhalb eines grofleren Rechengebiets mehrfach vorkommt, kann der Einsatz
eines Makromodells sinnvoll sein.

Es wird somit deutlich, dass je nach geplantem Einsatz des Modells die Schwer-
punkte der Reduzierung unterschiedlich gewichtet sind: Soll das Modell fiir einen
Fast Frequency Sweep verwendet werden, ist neben der Genauigkeit des Modells
vor allem die Rechenzeit interessant, die zur Reduzierung benétigt wird. Wird das
Modell jedoch nur ein einziges Mal erzeugt, um dann viele Male beispielsweise in
einem Optimierungsprozess eingesetzt oder mit anderen Simulatoren verkoppelt zu
werden, ist eine moglichst geringe Modellgréfie und die Erhaltung physikalischer Ei-
genschaften wie Stabilitdt und Passivitéit von vorrangigem Interesse. Rechenzeit ist
in diesem Fall nur von zweitrangiger Bedeutung.

Zum Auffinden eines reduzierten Modells wird im Rahmen dieser Arbeit ein sehr
allgemeiner Projektionsansatz beschrieben und untersucht. Dieser ermoglicht un-
terschiedliche Varianten zur Wahl der Projektionsmatrizen. Als besonders geeignet
erweisen sich dazu einzelne Feldlosungen, Eigenvektoren der betrachteten Polstel-
len, Taylormomente oder so genannte Krylov-Unterraum-Vektoren. Diese Varianten
unterscheiden sich zum Teil deutlich in Rechenaufwand und resultierender Modell-
grofe.

Besonders die Kombination einer so genannten partiellen Realisierung basierend auf
Krylov-Unterraum-Vektoren und einem momenten-basierten Verfahren zeigt sich als
sehr effizient, was sowohl Rechenzeit als auch Modellgrée betrifft. Der unter dem
Namen Two-Step-Lanczos (TSL) in dieser Arbeit vorgeschlagene Algorithmus erhélt
fiir resonante Systeme zusétzlich Stabilitdt und Passivitat, lauft vollstdndig auto-
matisiert ab und das resultierende Modell ldsst sich auf einfache Weise als Ersatz-
schaltbild interpretieren.
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Als alternatives Vorgehen wird ein Verfahren untersucht, bei dem das System zu-
néchst mit einem sehr effizienten Zeitbereichsloser teilweise berechnet wird. Da bei
resonanten Systemen die Signalamplitude jedoch nur sehr langsam abklingt, wird die
Rechnung schlieBlich abgebrochen und das Ubertragungsverhalten aus dem bereits
berechneten Zeitsignal mittels moderner Signalverarbeitungsmethoden geschétzt.

1.2 Ubersicht

Im Anschluss an diese Einleitung wird im Kapitel 2 die Methode der Finiten In-
tegration vorgestellt. Da dieses Verfahren grundlegende physikalische Eigenschaften
der kontinuierlichen Maxwellschen Gleichungen auch im Diskreten beibehélt, ist es
fiir die spatere Modellgenerierung besonders geeignet.

In Kapitel 3 werden die diskretisierten Modelle als Systeme betrachtet. Hierbei kom-
men klassische sowie erweiterte Zustandsraumdarstellungen zur Anwendung. Wich-
tige Systemeigenschaften wie Kausalitét, Stabilitdt und Passivitédt werden ebenso be-
trachtet wie die Zusammenhénge zwischen den Impedanz- und den Streuparameter-
Ubertragungsfunktionen.

Kapitel 4 stellt den Kern der Arbeit dar und beschreibt den Prozess der Reduzie-
rung der Ordnung mit Hilfe verschiedener Projektionsverfahren. Aus den jeweili-
gen Vorteilen einer partiellen Realisierung und einer momente-erhaltenden Padé-
Approximation wird schliefSlich der Two-Step-Lanczos-Algorithmus abgeleitet und
untersucht.

Verfahren zur Spektralschétzung aus Zeitsignalen werden als alternative Moglichkeit
zur schnellen Berechnung des Ubertragungsverhaltens einer Struktur in Kapitel 5
vorgestellt.

Kapitel 6 befasst sich mit unterschiedlichen Methoden, aus der Zustandsraumdar-
stellung des reduzierten Modells tatséchlich ein Netzwerk abzuleiten, das als Ersatz-
schaltbild verwendet werden kann. Das reduzierte System wird hierzu als Knoten-
analysemodell interpretiert oder in eine Pol-Residuen-Darstellung iiberfiihrt.

Die Vor- und Nachteile der verschiedenen Verfahren werden schliellich in Kapi-
tel 7 anhand von vier praxisrelevanten Beispielen aus dem Hochfrequenzbereich ver-
glichen. Dies sind zwei resonante Filterstrukturen, ein Antennenbeispiel sowie ein
Chipgehéuse mit einer groflen Zahl von Anschliissen.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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Kapitel 2

Die Methode der Finiten
Integration

Die Mazwellschen Gleichungen und die zugehdrigen Materialbeziehungen bilden die
Grundlage der klassischen Elektrodynamik. Die Methode der Finiten Integration, die
in diesem Kapitel vorgestellt werden soll, stellt eine Transformation dieser Gleichun-
gen in einen diskreten Gitterraum dar, die wichtige physikalische Eigenschaften der
Mazwellschen Gleichungen erhdlt.

Zundchst wird die Grundidee der Methode mit der Diskretisierunng der Gleichun-
gen sowie der Materialbeziehungen beschrieben. Besondere Aufmerksamkeit erhalten
frequenzabhdingige Zusammenhdnge wie dispersive Materialien und komplexe Beran-
dungen des Rechengebiets wie Impedanzwdinde oder absorbierende Rdnder, da diese
bei der Interpretation des Modells als System von entscheidender Bedeutung sind.

2.1 Die Maxwellschen Gleichungen

Friitheste Beobachtungen sowohl elektrischer als auch magnetischer Phénomene rei-
chen bereits in die Antike zuriick. Erste quantitative Untersuchungen erfolgten je-
doch erst im 18. Jahrhundert auf dem Gebiet der Elektrostatik durch H. Cavendish
(1773) und C. A. de Coulomb (1785). Die Verkopplung elektrischer und magnetischer
Felder wurde erstmals 1826 von A.-M. Ampere in einer ersten Fassung des Durch-
flutungsgesetzes erfasst, 1831 folgte M. Faraday durch Aufstellung des Induktions-
gesetzes. James Clark Maxwell erweiterte schliefllich 1873 die bestehenden Ansétze
zu einer einheitlichen elektromagnetischen Theorie [1]. Sein wesentlicher Beitrag
hierbei war in Deutung der Ableitung der elektrischen Flussdichte als Stromdichte
im Durchflutungsgesetz. Die vier - heute nach ihm benannten - Gleichungen bilden
seitdem die Grundlage der klassischen makroskopischen Elektrodynamik.

Die Maxwellschen Gleichungen verkniipfen fiinf vektorielle GrundgroBen!, die elek-
trische Feldstiarke F, die eleljtrische Flussdichte D, die elektrischg Stromdichte J,
die magnetische Feldstédrke H sowie die magnetische Flussdichte B und die skalare

1Ein Verzeichnis der verwendeten Symbole und Schreibweisen findet sich im Anhang.

5
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Raumladungsdichte p. Die ersten beiden Gleichungen setzen jeweils die zeitliche Ab-
leitung einer Flussgrofie iiber einer beliebigen Flache A mit der iiber ihren Rand 0A
abfallenden Spannung in Verbindung, wéihrend die anderen beiden Gleichungen die
in einem Volumen V eingeschlossene Ladung mit den Fliissen durch deren geschlos-
sene Oberfliche JV in Beziehung setzen, bzw. die Nichtexistenz der Ladung zeigen.
Fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe z.B. [2, 3]. Unter der Annahme ruhender
Medien lauten die Gleichungen:

fﬁ(ﬁ t)-ds = _/aBg, P VA C IR?, (2.1.1a)
0A A

H(7t) - d5 = / <8D(§7;, H + J(7, t)) -dA VA C IR, (2.1.1b)
0A A

B 1) - di = /p(f, £ dv WeRE, (21.10)
oV 1%
?fé(f, £)-dA =0 WeR. (21.1d)

Nach ihren Urhebern werden Gleichung 2.1.1a auch als Faradaysches, Gl. 2.1.1b als
Amperesches und Gl. 2.1.1c als GauBsches Gesetz bezeichnet.

Die elektrische Stromdichte

—

J(Ft) = Jo(Fot) + Ji(F,t) + Ju(7,t) (2.1.2)

in GI. 2.1.1b stellt die Summe aus einer von auflen eingeprigten Stromdichte Jz, der
sich aufgrund einer Leitfdhigkeit im elektrischen Feld einstellenden Leitungsstrom-
dichte j;, sowie der Konvektionsstromdichte jk, hervorgerufen durch von elektro-
magnetischen Kréften bewegten Ladungen, dar.

Durch Anwendung der Integralsétze von Gaufl und Stokes lassen sich die Gleichun-
gen in die inhaltlich identische differenzielle Darstellung iiberfiihren:

rot £ 1) = ~ 200 (2.1.30)
rot H(7,t) = oD g b J(7,1), (2.1.3b)
div D(7,t) = p(7. 1), (2.1.3¢)
div B(7,t) = 0. (2.1.3d)

Die differenzielle Form der Maxwellschen Gleichungen ist nur vollstindig, wenn
zusétzlich die Stetigkeit der Vektorgroflen an Grenzflachen zwischen elektrisch oder
magnetisch unterschiedlichen Medien eingehalten wird. Die entsprechenden Bedin-
gungen lauten mit dem zur Grenzfliche normalen Vektor 7715, der Oberflichenladung
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or und dem Oberflachenstrom T I

—

ﬁlg X ( 9 — El) 0 7_2:12 X (HQ — Hl) = JF7 (214&)
iy (Dy — Dy) = op, i1y - (By — By) = 0. (2.1.4b)

2.1.1 Materialeigenschaften

Eine Verkopplung der Maxwellschen Gleichungen und damit die Moglichkeit sie zu
16sen ist erst gegeben, wenn zusétzlich zu den Gln. 2.1.1 oder 2.1.3 die Beziehun-
gen zwischen den Feldstédrken und Flussdichten bekannt sind. Diese sind materi-
alabhéngig und fiir den allgemeinen inhomogenen und anisotropen Fall durch die
folgenden Materialgleichungen beschrieben:

D(7,t) = D(E(7,t)) = eoE(F, t) + P(E, 7, 1), (2.1.5a)
B(7,t) = B(H(7\t)) = poH (7, t) + poM (H, 7, t), (2.1.5b)
J(7 1) = J(E(Ft)) = kE(Ft). (2.1.5¢)

Eine Flussgrofle setzt sich demnach aus einem linearen Anteil des Vakuums zur
Feldstiarke sowie einem im Allgemeinen komplexen Einfluss des Materials zusam-
men, der durch die Polarisation P und die Magnetisierung M beschrieben wird.
Hierbei wird zwischen dispersiven, anisotropen, nichtlinearen und frequenzabhéngi-
gen Effekten unterschieden. Fiir den linearen hysteresefreien Fall lassen sich die
Materialeinfliisse mittels elektrischer und magnetischer Suszeptibilitétstensoren Y,
und Y,, angeben:

P(Ft) = eo X (7 t) % E(7,t) + P.(F), (2.1.6a)
M(7,t) = X,,(F\t) % H(F,t) + M, (7). (2.1.6b)

Die Ausdriicke P. und M, beschreiben eine permanente Polarisation bzw. Magneti-
sierung, wie sie beispielsweise in Elektreten oder Permanentmagneten auftreten, sie
sollen im Folgenden als Null angenommen werden. Die Faltungsausdriicke? tragen
der Zeitabhéngigkeit der Materialparameter Rechnung und lassen sich durch einen
Ubergang in den Frequenzbereich® in multiplikative, komplexwertige Ausdriicke?
umwandeln

D(F,t) = eo E,(F ) E(F,w), (2.1.7a)

Fiir die im Allgemeinen tensoriellen und komplexen relativen Permittivitdten und
Permeabilitaten gilt €, = X, +1 und g, = X,, + 1. Das frequenzabhéingige Verhalten

2Der Faltungsoperator * reprisentiert die Vorschrift f(t) f_ g(t —7)dr.

8Als Frequenzbereich wird das Ergebnis der Fourlertransformatlon H ( ) = ffooo h(t) e=i@tdt
betrachtet.

4Da sich weite Teile dieser Arbeit mit Frequenzbereichsbetrachtungen befassen, wird auf eine
spezielle Markierung komplexer Groflen verzichtet. Sind Verwechslungen nicht ausgeschlossen, wird
der komplexe Term mit einem hochgestellten () markiert.
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wird durch Wechselwirkungen auf atomarer oder molekularer Ebene unter Einfluss
eines eingeprigten Feldes hervorgerufen. Auf Basis der verschiedenen Mechanismen
lassen sich wiederum makroskopische Beschreibungen finden.

Fiir den Fall von Orientierungspolarisation, der auftritt, wenn die zugrundeliegen-
den Molekiile eine Dipolstruktur aufweisen, ergibt sich mit der materialabhéngigen
Relaxationszeit 7 die relative Permittivitat zu

er(w) = €00 + (2.1.8)
wobel £, und e, die Permittivititen im statischen Fall und fiir den Grenzwert
unendlich hoher Frequenzen beschreiben. Dieser Polarisationseffekt wird haufig auch
als Debye-Dispersion bezeichnet.

Fiir unpolarisierte Medien wirkt der Mechanismus der elektronischen Polarisation,
der mit der ebenfalls materialabhéngigen Dampfung 6 und der Resonanzfrequenz wy
durch die so genannte Lorentz-Dispersion beschrieben wird

(2.1.9)

Fiir Plasmen ergibt sich mit der Kollisionsfrequenz v, und der Plasmafrequenz w,
die Drude-Dispersion zu

w
jwr, — w
Eine ausfiihrliche Darstellung dispersiver Materialien findet sich in [2, 11, 12]. Neben
der eigentlichen Materialdispersion werden die genannten Modelle auch haufig einge-
setzt, um andere physikalische Phdnomene zu beschreiben. Beispiele hierfiir sind die
so genannten Metamaterialien [15], mikroskopische Resonatorstrukturen, die makro-
skopisch betrachtet in gewissen Frequenzbereichen negative Werte fiir die Permitti-
vitdt und die Permeabilitidt annehmen und sich ebenfalls durch Lorentz-Dispersion
beschreiben lassen. Eine Naherung fiir Substratmaterialien, die einen frequenzun-
abhéngigen Verlustwinkel aufweisen, léasst sich durch ein angepasstes Debye-Modell

finden.

In vielen Féllen kann jedoch einfach von frequenzunabhéngigen und isotropen Ma-
terialien ausgegangen werden, die sich durch die einfachen Materialbeziehungen dar-
stellen lassen, wobei €, und g, in Gl. 2.1.7 skalare zeitunabhéngige Werte annehmen:

D =¢oeE, (2.1.11a)
B = pouH. (2.1.11D)

2.2 Diskretisierung der Maxwellschen Gleichun-
gen

Mit den Maxwellgleichungen und den Materialbeziehungen ist eine Gesetzméfig-
keit gegeben, mit der unter Kenntnis aller aktuellen elektrischen und magnetischen
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GroBlen sowie aller Quellen die entsprechenden zukiinftigen Werte eindeutig be-
stimmt werden konnen. Dies gilt auch fiir einzelne Raumteile, sofern die Feldwerte
am Rand im betrachteten Zeitraum bekannt sind. Die geschlossene Losbarkeit der
gegebenen Gleichungen ist allerdings auf einfache geometrische Anordnungen be-
schrankt.

Abhilfe hierbei schaffen numerische Verfahren, die es ermoglichen, die Feldverteilung
bei komplexen Geometrien niaherungsweise zu l6sen, indem sie die Komplexitét der
kontinuierlichen Feldgroflen durch eine endliche Anzahl von Zustandsgrofien model-
lieren. Hierbei werden grundsétzlich unterschiedliche Ansétze verfolgt. Randelement-
methoden (engl.: Boundary Element Method, BEM) [6] diskretisieren beispielsweise
die Oberflichen leitender Strukturen innerhalb homogener Materialien und l6sen
numerisch eine dquivalente Formulierung der Maxwellgleichungen als Randintegral-
gleichung. Volumenbasierte Verfahren wie die Methode der Finiten Elemente (FEM)
[7] hingegen schrinken die Anzahl der Zustandsgrofien gleich in doppelter Hinsicht
ein: Zunéchst wird nur ein Teilgebiet des Gesamtraums als Rechengebiet definiert,
dann werden in dessen Inneren durch ein Gitter Stiitzstellen fiir die einzelnen Feld-
werte festgelegt.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete und im Folgenden néher beschriebene Me-
thode der Finiten Integration (engl. Finite Integration Theory, FIT) zahlt ebenfalls
zu den volumendiskretisierten Verfahren und basiert auf der direkten Anwendung
der Maxwellgleichungen in ihrer integralen Form (Gl. 2.1.1) auf die durch Diskre-
tisierung entstandenen Grundelemente im betrachteten Gebiet. Dies hat zur Folge,
dass wichtige physikalische Eigenschaften der kontinuierlichen Feldlosungen direkt
auf die numerischen Losungen {ibertragen werden kénnen. Das Verfahren wurde be-
reits 1977 erstmals von T. Weiland in [8], die heutige Notation mit Spannungen und
Fliissen in [13] vorgestellt. Die folgende Darstellung orientiert sich an [9, 10, 12, 14].

2.2.1 Die Gitter-Maxwellgleichungen

Ausgangspunkt bei der numerischen Berechnung elektromagnetischer Felder nach
der Methode der Finiten Integration ist eine geeignete liickenlose und iiberschnei-
dungsfreie Zerlegung des Rechengebiets, so dass die Struktur im Inneren geniigend
gut approximiert wird®. Dies gelingt durch die Definition eines dreidimensionalen
Gitters G, wie in Abb. 2.1 fiir den kartesischen Fall dargestellt. Die Wahl des Gitter-
typs lasst zahlreiche Varianten zu, beispielsweise allgemeine nichtorthogonale Gitter
[14] oder Tetraedergitter (fiir eine Klassifizierung siehe [17]), die vorliegende Ar-
beit beschrinkt sich jedoch ausschliellich auf einfach strukturierte Gitter parallel
zu kartesischen oder kreiszylindrischen Koordinatensystemen.

Zur einfacheren Strukturierung werden die einzelnen Zellen entlang der Koordina-
tenrichtungen durchgezahlt. Zu jedem Punkt P, konnen damit eindeutig ein Zell-
volumen V', drei Zellfldichen A,,, A,, und A,, sowie drei Kantenléngen L., Ly,

SDie Dichte des Gitters bei dynamischen Feldsimulationen hingt neben der Gréfie von Struk-
turdetails auch von der Frequenz des Feldes ab, das innerhalb des Rechengebiets betrachtet werden
soll.
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Abbildung 2.1: Darstellung eines kartesischen Gitters zur Diskretisierung einer
Struktur sowie die Indizierung der Primdrfiguren. Fir eine Fliche wird die Allo-
kation der elektrischen Spannungen und des magnetischen Flusses hervorgehoben.

und L, zugeordnet werden®, wobei die jeweils in positive Koordinatenrichtung lie-
gende Elementarfigur dem Punkt zugerechnet wird (siehe ebenfalls Abb. 2.1). Bei
den vektoriellen Gréflen A und L, wird auch die Richtung des Vektors in positive
Koordinatenrichtung angenommen. Mit der Anzahl von Punkten I, J und K in
den drei Raumrichtungen und den zugehorigen Indizes ¢, j und £ ergibt sich fiir die
Np =1 J K Gitterpunkte eine die Nummerierung in der Form

n(i,j, k) =i+ (G — DI+ (k—1)1J. (2.2.1)
Die Diskretisierung der Maxwellgleichungen soll nun fiir eine beliebige Zellflache (sie-
he auch Abb. 2.1, rechts) veranschaulicht werden. Mit der Definition der elektrischen

Spannung €, mit p € {u,v,w} als Integral des elektrischen Feldes E iiber die Kan-
tenlénge L, und des magnetischen Flusses b, als Flachenintegral der magnetischen

Flussdichte B iiber die Fliche Ay

@m@mz/ﬁda ?N@Mz/ﬁdi (2.2.2)
LP(i’j)k) AP(i’j’k)
ergibt Gl. 2.1.1a fiir die Flache A, (1,7, k)
d =
Culi, o R) + i+ 1,0, K) = @i g + L k) = (i, k) = =2 bu(i k). (2.23)

Durch die Verwendung der integralen Gréflen ist diese Darstellung exakt, also frei
von Niherungen. Werden alle elektrischen Spannungen in einem Vektor € sowie
alle magnetischen Fliisse im Vektor b zusammengefasst, lisst sich Gl. 2.2.3 fiir alle
Flachen des Rechengebiets in einem Gleichungssystem darstellen:

d =

Cé=——b. 2.2.4
e=—- (2.2.4)

SPunkten am Rand des Rechengebiets werden dabei nicht existierende Volumen, Flichen und
Léngen zugeordnet, die meist zur Beibehaltung der Indizierung jedoch nicht eliminiert werden.
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Die Matrix C hat dieselbe Bedeutung wie der Rotationsoperator in Gl. 2.1.3a (engl.
curl-operator). Sie enthélt hierbei, wie in Gl. 2.2.3 zu erkennen, pro Zeile zwei Ein-
tridge +1 sowie zwei —1. Sie hat folglich rein topologischen Charakter und ist sehr
diinn besetzt, dariiberhinaus ist die Matrix singulir. Werden die Vektoren € und b
nach GIl. 2.2.1 zunéchst in u-, dann in v- und zuletzt in w-Richtung sortiert, hat C
eine Bandstruktur. Definiert man die Hilfsmatrizen”

-1 p=gq
[Puvwlpg = I« p=gq+r (2.2.5)
0 : sonst

mit den Fallen P, : =1, P,: r=1und P, : r = IJ, lasst sich C wie folgt
angeben®:

o -P, P,
c=(pr, 0 -P,|. (2.2.6)
-P, P, 0

Auf entsprechende Weise wie in Gl. 2.2.3 kann auch die Nichtexistenz magnetischer
Ladungen nach GIl. 2.1.1d diskretisiert werden. Betrachtet man das Oberflichenin-
tegral iiber eine einzelne Zelle, ergibt sich

(i3, k) + bo(i,j + 1K)
(i, 5, k) + bu(i, g,k +1) = 0. (2.2.7)

—bu(i,j k) + bu(i+1,j,k) — b,
— by
Bezogen auf das ganze Gitter resultiert daraus

Sb=0 mit S=(P,P,P,). (2.2.8)

Die Matrix S ist ebenfalls rein topologischer Natur und nur sehr diinn besetzt. Sie
entspricht dem Divergenzoperator (engl. source-operator) in Gl. 2.1.3d.
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beiden Gittern.

"Diese Matrizen kénnen als diskretes Analogon zu den partiellen Differentiationsoperatoren
interpretiert werden.

8Formell miissen die Hilfsmatrizen an den Réndern angepasst werden. Es zeigt sich aber, dass
obige Definition in Verbindung mit den Randbedingungen, die spéter beschrieben werden, ebenfalls
auf korrekte Losungen fiihrt.



