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Einleitung 

„Der Erwerb von Problemlösekompetenz ist eine der zentralen Forderungen der KMK-Bil-
dungsstandards an einen zeitgemäßen Mathematikunterricht […]“  1

Das Problemlösen im Mathematikunterricht gewinnt seit einiger Zeit immer mehr an Be-
deutung. Ausgehend von Ergebnissen internationaler Vergleichsstudien, wie TIMSS und 
PISA, setzte die Bund-Länder-Kommission für Bildungsplanung und Forschungsförderung 
1997 neuartige Ziele für den Mathematikunterricht fest. Von großer Bedeutung ist nun 
nicht nur die Einbettung vielseitig offener und komplexer Aufgaben in den Unterricht. Im 
Vordergrund soll der Erwerb der allgemein mathematischen Kompetenzen (Lernstrategien 
und Lerntechniken) stehen, die für alle Ebenen des mathematischen Arbeitens relevant 
sind. Diese Kompetenzen und damit auch die hier vordergründig betrachtete Problemlö-
sekompetenz befähigen Schülerinnen und Schüler dazu, die neuen Lernanforderungen 
bewältigen zu können.  2

Diese Fallstudie wird die Bearbeitung von Problemen einer ausgewählten Lerngruppe un-
tersuchen und feststellen, inwiefern und in welchen Situationen diese Schülerinnen und 
Schüler Fehler machen oder Schwierigkeiten haben. Das Ziel ist es diese Fehler und 
Schwierigkeiten mit Hilfe ausgewählter Methoden zu identifizieren und Unterrichtsmaß-
nahmen zu entwickeln, die diesen Fehlern vorbeugen und somit die Schülerinnen und 
Schüler beim Problemlöseprozess unterstützen. Bei der Lerngruppe handelt es sich um 
acht ausgewählte Schülerinnen und Schüler der achten Jahrgangsstufe einer Gesamt-
schule in Braunschweig. 

Im Folgenden wird zunächst ein wissenschaftlicher Rahmen gesetzt. Die Bedeutung der 
Problemlösekompetenz im Mathematikunterricht und des Umgangs mit Problemen und 
deren Bearbeitung sowie die damit verbundenen Fehler und Schwierigkeiten stehen dabei 
im Vordergrund. Diese theoretische Grundlage ist auch für die Auswertung am Ende der 
Fallstudie von Bedeutung. Es folgt eine detaillierte Beschreibung des Vorgehens, sodass 
dieses auch für Außenstehende transparent wird. Nachdem die Analysen der Problembe-
arbeitungen durchgeführt wurden, wird diese Arbeit durch die zusammenfassende Aus-
wertung der Analysen und einen Ausblick abgerundet. 

 Bruder & Collet 2011: S. 20.1

 Vgl. NKM 2012.2
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1. Theoretische Grundlagen 

1.1. Begriffsbestimmungen 

1.1.1. Probleme und Problemlösen 

Allgemein wird mit dem Problemlösen das Überführen eines Zustandes in einen anderen 
Zustand gemeint, bei dem vordergründig ist, eine Barriere überwinden zu müssen. Im Ma-
thematikunterricht wird das Problemlösen zur Anforderungssituation, sodass dem Lernen-
den beim mathematischen Problemlösen eine Aufgabe oder Situation vorliegt, die von ihm 
zunächst als schwierig, ungewohnt oder sogar unlösbar wahrgenommen wird.   3

Ein auf den Mathematikunterricht bezogenes Problem bedeutet für die Lernenden im All-
gemeinen eine subjektiv schwierige Anforderungssituation, die zunächst nicht ohne weite-
res lösbar ist und von dem Lernenden eine für ihn neue Herangehensweise erfordert. 
Gleichzeitig stehen den Problemen im Mathematikunterricht jedoch die Routineaufgaben 
gegenüber, sodass die Abgrenzung von Problemaufgaben zu diesen notwendig wird.   4

1.1.2. Problemaufgaben  und Routineaufgaben 

Im Folgenden wird der Unterschied von Aufgaben und Problemen so bestimmt, dass in 
der nachfolgenden Arbeit nur zwischen Problemaufgaben und Routineaufgaben unter-
schieden werden muss.  

Eine Problemaufgabe stellt im Mathematikunterricht eine Situation dar, die mit einer be-
sonderen Anforderung an den Lernenden verbunden ist und von diesem (subjektiv) als 
kognitiv schwierig eingestuft wird. Für den Lernenden kann dieses Problem entweder 
spontan nicht bewältigbar oder schlicht ungewohnt sein, sodass eine individuell neue Lö-
sung erforderlich wird.  5

Routineaufgaben sind hingegen, wie der Name schon sagt, Aufgaben, bei denen ein Lö-
sungsverfahren bereits bekannt und betraut ist. Für den Schüler oder die Schülerin ist bei 
einer Routineaufgabe keine Barriere zu überwinden und die Lösung der Aufgabe stellt in 
der Regel keine außergewöhnliche Schwierigkeit dar. Der Lernende kann bei diesen Auf-
gaben meist auf Erfahrungen zurückgreifen und bekannte Lösungswege und Mittel nut-
zen.  6

 Vgl. Bruder & Collet 2011: S. 11.3

 Vgl. Bruder & Collet 2011: S. 11.4

 Vgl. Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 279 f.5

 Vgl. Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 279 f.6
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Zusammengefasst ist eine Problemaufgabe in Bezug auf den Mathematikunterricht als 
eine „individuell schwierige Aufgabe“  zu betiteln, bei der eine Barriere zu überwinden ist. 7

Routineaufgaben allgemein sollen im Gegensatz dazu eine „Aufforderung zum Lernhan-
deln“  bedeuten und vom Lernenden mit Hilfe bekannter Lösungswege ohne Schwierig8 -
keiten lösbar sein.  9

1.2. Problemkategorien 

Generell lassen sich mathematische Probleme in verschiedene Kategorien unterteilen. 
Zunächst, historisch betrachtet, in gelöste und ungelöste Probleme, wobei sich die gelös-
ten Probleme auf Problemlöseprozesse beziehen, die sich über einen längeren Zeitraum 
erstrecken. Die dabei gelösten Probleme beziehen sich zum Einen auf bisher ungelöste 
Probleme und somit neue bisher unentdeckte Lösungen und zum Anderen auf neue Lö-
sungswege für Probleme die bereits gelöst sind. Die Definition eines Problems wird dem-
nach erweitert um die Beschreibung einer Situation, die für Schülerinnen und Schüler eine 
mathematische Schwierigkeit darstellt. Schemata, Regeln, Formeln oder Verfahren, wel-
che die Schülerinnen und Schülern normalerweise beim Lösen von Aufgaben im Mathe-
matikunterricht anwenden, müssen beim Problemlösen durch Kreativität und logisches 
Denken ergänzt werden.  10

Um mathematische Probleme zu kategorisieren, werden unterschiedliche Verhaltenswei-
sen, welche das jeweilige Problem ansprechen, betrachtet. Damit verbunden sind auch 
viele Lernziele, die mit Hilfe der verschiedenen Problemtypen in den Vordergrund ge-
bracht werden können. Um die Auswahl geeigneter Problemstellungen für den Mathema-
tikunterricht zu erleichtern, werden diese in verschiedene Typen unterteilt. Bei der Aus-
wahl eines Problems sollte daher besonders auf den Zusammenhang von Problemtyp und 
Lernziel geachtet werden.  11

Nach Pólya (1979) und Kratz (1988) lassen sich Problemaufgaben nach der Art der domi-
nierenden mathematischen Tätigkeit in folgende Typen einteilen : 12

- Bestimmungsaufgaben: Bei diesen Problemaufgaben steht das Berechnen von Zahlen 
und Größen im Vordergrund. Außerdem zählt zu diesem Aufgabentyp auch das Konstruie-
ren von Figuren, Größen und Körpern sowie das Bestimmen von unterschiedlichen Fäl-
len, die zur Lösung einer Aufgabe entscheidend sind. 

 Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 279.7

 Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 279.8

 Vgl. Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 279 f.9

 Vgl. Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 281.10

 Vgl. Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 281.11

 Die Autoren verwenden die Begriffe Aufgabe und Problem synonym. Wenn bei den nachfolgen12 -
den Ausführungen von einer Aufgabe die Rede ist, ist im Kontext dieser Arbeit eine Problemaufga-
be gemeint.
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- Entscheidungsaufgaben:  Zu dieser Kategorie zählen Problemaufgaben, bei denen be-
wiesen oder überprüft werden muss. Auch die Bestimmung ob eine Aufgabe richtig und 
vollständig ist, zählt dazu.  

- Entdeckungsaufgaben: Bei diesem Problemaufgabentyp handelt es sich um das Aufstel-
len von Vermutungen oder das Entdecken neuer Informationen und Interpretationen in 
Bezug auf den gegebenen Sachverhalt. 

Auch formal- psychologisch ist es möglich Problemaufgaben zu unterscheiden.  Dietrich 
Dörner (1976) hat eine Kategorisierung vorgenommen, welche besonders in der Mathe-
matikdidaktik großen Einfluss genommen hat. Seine Unterscheidungen beziehen sich 
zum Einen auf die Klarheit der Ziele, zum Anderen auf den Bekanntheitsgrad der Lö-
sungsmittel. Darauf aufbauend erweiterte Kleineberg (1979) in Anlehnung an Lenné 
(1969) die Ausführungen von Dörner (1976) und spricht von „(produktiven) Aufgaben„  13

die er in drei Typen unterteilt : 14

- Entschlüsselungsaufgaben: Problemaufgaben dieser Kategorie bauen auf bekannten 
Mitteln auf und fordern den Lernenden auf diese so zu kombinieren, dass ein logisches 
Ergebnis entsteht. 

- Geschlossene Denkaufgaben: Hier sind nur die Hilfsmittel zur Lösungsfindung unbe-
kannt und müssen geschickt gewählt werden. Es gibt dabei jedoch eine klare Problem-
stellung und ein festes Ziel. 

- Offene Denkaufgaben: Bei diesem Problemtyp handelt es sich um Bearbeitungsprozes-
se mit offenem Ende. Der Zielzustand ist demnach unbekannt und für das Individuum 
selbst gestaltbar. Für den Lernenden besteht die Herausforderung darin, die bereits be-
kannten Faktoren geschickt zu kombinieren, um zu einem Ergebnis zu gelangen. 

Für die Durchführung dieser Fallstudie werden vorrangig geschlossene Problemaufgaben, 
genauer geschlossene Bestimmungsaufgaben genutzt. Genauere Erläuterungen dazu 
finden Sie unter „Auswahl der Probleme“ in Kapitel 5.2.  15

1.3. Modelle des Problemlösens  

Für die Beschreibung von Problemlöseprozessen gibt es in der Literatur verschiedene 
Modelle. Eines der bekanntesten ist das Verlaufsmodell von Pólya, welches sich aus-
schließlich mit der Theorie zur Ausbildung eines Ablaufs beim Problemlösen beschäftigt. 
Ergänzend lässt sich hier das Komponentenmodell von Schoenfeld nutzen, da in diesem 

 Heinrich, Bruder & Bauer 2015: S. 282.13

 Auch hier werden die Begriffe Aufgabe und Problem synonym verwendet.14

 Aus Platzgründen werden die Ausführungen der beschriebenen Problemaufgabentypen nicht 15

durch Beispiele ergänzt.
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Modell auch qualitative Aspekte zur Beschreibung von Problemlöseaktivitäten berücksich-
tigt werden.  16

1.3.1. Verlaufsmodell nach Pólya (1949)  17

Nach dem ungarischen Mathematiker George Pólya werden beim Lösen von mathemati-
schen Problemen vier aufeinander aufbauende Phasen durchlaufen.  

Zunächst geht es um das „Verstehen der Aufgabe“ , wobei die Schülerinnen und Schüler 18

die Bedingungen und Anforderungen des vorliegenden Problems herausarbeiten und er-
kennen. Das „Ausdenken eines Plans“  schließt daran an und beinhaltet den Entwurf von 19

Ideen und Lösungsstrategien, die zur Lösung des Problems führen, sodass diese beim 
„Ausführen des Plans“  in allen Einzelheiten umgesetzt werden können. Nach der Durch20 -
führung des Plans wird der Problemlöseprozess laut Pólya durch eine „Rückschau“  und 21

einen Ausblick abgeschlossen.  22

Zu den einzelnen Phasen des Problemlösens äußert Pólya einige Fragen, die sich von 
dem Schüler oder der Schülerin während des Problemlösens gestellt werden können.  

Beispielsweise könnte nach gesuchten und gegebenen Angaben und Werten der Pro-
blemaufgabe gefragt werden, um das Ziel der Aufgabe besser zu durchdringen. Während 
ein Plan zur Lösung des Problems gesucht wird, ist es möglich, nach verwandten Aufga-
ben und Problemen zu fragen um Ähnlichkeiten auf das aktuelle Problem zu übertragen. 
Wichtig scheint nach Pólya auch die ständige Überprüfung der eigenen Durchführung, 
sodass die Richtigkeit und Vollständigkeit des abschließenden Ergebnisses gesichert 
wird. Die Rückschau auf den Problemlöseprozess soll es dem Lernenden ermöglichen, 

 Vgl. Pólya 1949.16

 Pólya spricht in seinem Werk vorwiegend von Aufgaben, gemeint sind damit jedoch nach der 17

Definition in dieser Arbeit Problemaufgaben.
 Pólya 1949: S.19.18

 Pólya 1949: S. 22.19

 Pólya 1949: S. 26.20

 Pólya 1949: S. 28. 21

 Vgl. Pólya 1949: S.18-32.22

  !  9

Abbildung 1: Verlaufsmodell nach Pólya (1949).
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