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,,Hast du einen jungen Menschen davor bewahrt, Fehler zu machen,

dann hast du 1hn auch davor bewahrt, Entschliisse zu fassen.*

(John Erskine, 1879 - 1951, US-amerikanischer Literaturwissenschaftler)
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1. EINLEITUNG

,,Die Neugier steht immer an erster Stelle eines Problems, das gelost werden will. *

(Galileo Galilei)

Im Alltag stehen wir Tag fiir Tag immer neuen Problemen' gegeniiber, fiir deren Losung wir
nicht direkt auf vorhandenes Wissen zuriickgreifen konnen. Immer wieder gilt es komplexe
Anforderungen, ob im Beruf, im privaten Leben oder in der Schule, zu meistern. Es gibt also
wenige Bereiche unseres Lebens, in denen Problemldsen keine wichtige Rolle spielt. Der be-
deutende Osterreichisch-britische Philosoph Karl Popper geht in seinem Werk Alles Leben ist
Problemlosen sogar so weit, ,,das Leben als Problemlosen schlechthin [ ...]* (Popper 1994: 70)
zu bezeichnen. Probleml6sen ist also ein wesentlicher Bestandteil unseres Lebens, den es in der
schulischen Ausbildung zu beriicksichtigen gilt und der sich daher auch als Lerngegenstand im

Mathematikunterricht wiederfindet.

Die Forderung der Problemldsefihigkeit® ist seit den 70er Jahren ein zentrales Ziel des Mathe-
matikunterrichts. Durch die Befunde internationaler Vergleichsstudien, insbesondere der
TIMS? Studie 1995, ist diese Fahigkeit wieder stirker in den Fokus mathematikdidaktischer
Forschung geriickt. Die Ergebnisse im Rahmen der ersten Erhebungswelle der TIMS-Studie
zeigten auf, dass deutsche Schiilerinnen und Schiiler erhebliche Defizite beim Problemldsen
aufweisen. Daher kann zu diesem Zeitpunkt von keiner zufriedenstellenden Umsetzung dieser
Zielsetzung gesprochen werden. In Folge dieser Befunde wurde die Problemldseféhigkeit als
prozessbezogener Kompetenzbereich in die deutschen Bildungsstandards und die Bildungs-
plidne der einzelnen Bundeslédnder aufgenommen (vgl. NKM 2006, KMK 2003). Mit dieser
konkreten Zielsetzung des Mathematikunterrichts geht die Fragestellung einher, wie die Prob-
lemlosefdhigkeit ,,besser als bisher* gefordert werden kann. Ein moglicher Zugang besteht da-
rin, das vorhandene Wissen iiber Problemldsen durch Forschung, Entwicklung und Erprobung
anzureichern (vgl. BLK 1997). Das so neu erworbene Wissen kann dann als Grundlage fiir eine

zielgerichtete didaktische Einflussnahme dienen.

Die Ansétze und Methoden zur Foérderung der Problemldseféhigkeit in der Literatur sind viel-
faltig. Ein Ansatzpunkt zur Férderung der Problemloseféhigkeit ist der ,,Fehleraspekt, denn
nicht selten sind verschiedene Fehler dafiir verantwortlich, dass das Finden einer Losung be-

hindert oder sogar verhindert wird. Die vorliegende Masterarbeit soll einen Einblick geben, wie

1 An dieser Stelle wollen wir unter einem Problem eine schwierige Aufgabe verstehen, welche nicht sofort geldst werden kann.
2 In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff Problemlisefiihigkeit synonym mit der heute verwendeten Begrifflichkeit Prob-
lemlosekompetenz verwendet.

3 Third International Mathematics Science Study; seit 2003 Trend International Mathematic Science Study.



eine sorgfiltige Analyse von Fehlern beim Bearbeiten mathematischer Probleme dazu beitragen
kann, die Problemlosefdhigkeit (mittel- oder langerfristig) zu verbessern, indem die Befunde
Mathematiklehrenden Anregungen fiir eine gezielte didaktische Einflussnahme zur Foérderung
der Problemlosekompetenz geben konnen. Vor diesem Hintergrund werden im Rahmen einer
empirischen Erkundungsstudie Fehler von Lernenden aus der Oberstufe analysiert. Da Fehler
beim Problemldsen bisher noch recht wenig erforscht wurden, hat die vorliegende Arbeit ins-
besondere das Ziel, unser Wissen iiber Fehler und den Umgang mit Fehlern zu erweitern. Denn
erst wenn eine entsprechende Wissensgrundlage vorhanden ist, lassen sich mogliche Ankniip-

fungspunkte fiir eine gezielte didaktische Einwirkung ableiten.



2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Das Wort Problem hat griechisch-lateinischen Ursprung und bedeutet iibersetzt ,,der Vorwurf,
das Vorgelegte “. Der Begriff hat zwei verschiedene semantische Bedeutungen. Zum einen ist
damit eine schwierig zu 16sende Aufgabe, Fragestellung, unentschiedene Frage oder Schwie-
rigkeit gemeint. Zum anderen wird damit eine schwierige geistvolle Aufgabe im Kunstschach
bezeichnet (vgl. Schiillerduden Fremdwdorterbuch 2002: 420). Dieser Arbeit liegt erstere Auf-

fassung zugrunde.

2.1 PROBLEMLOSEN - PSYCHOLOGISCHE SICHTWEISE

Im Kontext der Psychologie lédsst sich Problemlésen der Allgemeinen Psychologie und konkret

dem Teilbereich der Denkpsychologie zuordnen (vgl. Dérner 1979).

2.1.1 DER PROBLEMBEGRIFF

In der wissenschaftlichen Literatur findet man eine ganze Reihe von verschiedenen Problem-
definitionen. Die folgende, sehr verbreitete Begriffsbestimmung geht auf Karl Duncker zurtick:
»Ein ,, Problem* entsteht z.B. dann, wenn ein Lebewesen ein Ziel hat und nicht ,,weifs “, wie es
dieses Ziel erreichen soll. Wo immer der gegebene Zustand sich nicht durch blofses Handeln
(Ausfiihren selbstverstindlicher Operationen) in den erstrebten Zustand tiberfiihren ldfst, wird
das Denken auf den Plan gerufen.“ (Duncker 1935: 1).
Ahnlich charakterisiert Dorner den Problembegrift: ,,Ein Individuum steht einem Problem ge-
geniiber, wenn es sich in einem inneren und dufleren Zustand befindet, den es aus irgendwel-
chen Griinden nicht fiir wiinschenswert hdilt, aber im Moment nicht iiber die Mittel verfiigt, um
den unerwiinschten Zustand in den wiinschenswerten Zielzustand zu iiberfiihren.* (Dorner
1979: 10).
Aus dieser Auffassung eines Problems leitet Dorner drei wesentliche Komponenten ab, durch
die fiir ihn ein Problem gekennzeichnet ist. Diese lassen sich auch in der Problemdefinition
nach Duncker (1935) wiederfinden:

1. Unerwiinschter Anfangszustand

2. Erwiinschter Endzustand

3. Barriere, welche die Transformation von 1) in 2) im Moment verhindert

(vgl. Dorner 1979: 10, Klix 1971: 639f1.)



In ghnlicher Form definieren auch Liier & Spada (1990: 256) ein Problem: ,,Ein Problem liegt
dann vor, wenn ein Subjekt an der Aufgabenumwelt Eigenschaften wahrgenommen hat, sie in
einem Problemraum intern reprdsentiert und dabei erkennt, dass dieses innere Abbild eine oder

mehrere unbefriedigende Liicken enthdlt. Der Problemldser erlebt eine Barriere, die sich zwi-

schen dem bekannten Istzustand und dem angestrebten Ziel befindet.

Durch diese Betrachtungsweise lassen sich Probleme eindeutig von Routineaufgaben abgren-
zen. Liegt fiir den Problembearbeiter ein Hindernis in Form einer Barriere vor, das die Uber-
fithrung des Anfangszustandes in den Zielzustand behindert, erfordert das eine Denkleistung
der Person, die tiber das reproduktive Denken hinausgeht. Ist eine solche Denkleistung zur Lo-
sung erforderlich, spricht man aus (denk-) psychologischer Sicht von einem Problem (vgl. Dor-
ner 1979: 10). Dorner macht zudem deutlich, dass es personenspezifisch ist, ob es sich fiir ein
Individuum um ein Problem oder eine Aufgabe handelt. Beispielsweise stellt fiir einen Dach-
decker das Dachdecken kein Problem, sondern eine Routineaufgabe dar, wohingegen der Laie
erhebliche Schwierigkeiten bei der Bewiltigung dieses Problems hétte. Demzufolge héingt es
von der Vorerfahrung des Individuums ab, ob es sich um eine Aufgabe oder ein Problem handelt

(vgl. Sell & Schimweg 2002: 1).

2.1.2 PROBLEMKATEGORIEN

Die Klassifikation von Problemen nach Unterscheidungskriterien ,,stellt einen Versuch dar,
Ordnung in die Vielzahl unterschiedlicher Probleme zu bringen. Obwohl es manchmal schwer
ist, Probleme eindeutig einzelnen Kategorien zuzuordnen, stellen Taxonomien von Problemen

ein niitzliches Hilfsmittel in der Problemloseforschung dar.” (Knoblich 2002: 648).

In der Literatur findet man verschiedene Klassifikationen von Problemen zum Beispiel von
McCarthy (1956), Arlin (1989) und Liier & Spada (1990). In der deutschsprachigen Literatur
ist vor allem eine solche Problemkategorisierung nach Dérner (1979) bekannt, der Probleme

hinsichtlich der verschiedenen Barrieretypen unterscheidet.

Die Barriere, die ein Problem von einer Aufgabe abgrenzt, kann durch verschiedene Merkmale
gekennzeichnet sein. Zum Beispiel kénnen die Mittel, die zur Uberfiihrung des Problems nétig
sind, bekannt oder unbekannt sein. Ferner kann auch der Zielzustand, den es zu erreichen gilt,
dem Problembearbeiter unbekannt oder bekannt sein. Diese unterschiedlichen Anforderungen,
die zur Losung eines Problems erforderlich sind, fithren zu einer Klassifikation von Problemen
nach gesuchten und gegebenen Merkmalen. Eine solche Unterteilung nach den Dimensionen

Bekanntheitsgrad der Mittel und Klarheit der Zielkriterien findet man bei Dorner (1979: 11f).
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Klarheit der Zielkriterien
hoch gering
Bekanntheits- hoch Interpolationsbarriere Dialektische Barriere
grad der Mittel
gering Synthesebarriere Dialektische Barriere und
Synthesebarriere

Abbildung 1: Klassifikation von Barrieretypen nach Dérner (1979)

Dorner spricht von einer Interpolationsbarriere, wenn der Zielzustand und die Mittel zur Lo-
sung des Problems bekannt sind, nicht aber deren exakte Kombination, die zur Losung des
Problems erforderlich ist. Exemplarisch fiihrt er dafiir das Kursbuchproblem? an: Morgens um
7 Uhr mochte man aus Bottrop-Boy abreisen, um im Laufe des Tages in Neumarkt/Oberpfalz
anzukommen. Start und Ziel sind bekannt und das Kursbuch enthilt sémtliche notwendige In-
formationen. Die Barriere besteht darin, dass die Inferpolation zwischen Anfangs- und Zielzu-
stand behindert ist (vgl. Dorner 1979: 12). Um das Problem zu 16sen, miissen aus der hohen
Anzahl von Mitteln, die dem Individuum zur Verfiigung stehen, die richtigen Mittel ausgewahlt

und diese dann geschickt kombiniert werden.

Von der Interpolationsbarriere zu unterscheiden, ist die Synthesebarriere. Diese ist dadurch
gekennzeichnet, dass der Zielzustand bekannt ist, nicht aber die Mittel, die zur Losung des
Problems notwendig sind. Um das Problem zu I6sen, muss zunéchst eine niitzliche Ausstattung
von Operationen zuginglich gemacht werden. Als Beispiel fiir diesen Barrieretyp lédsst sich das

Hingebriickenproblem (Sell 1991: 20f.) anfiihren:

,»Eine Hdngebriicke iiber einen Fluss soll nachts von vier Personen iiberquert werden. Aus Si-
cherheitsgriinden darf die Uberquerung nur mit einer Taschenlampe durchgefiihrt werden,
diese ist von den iiberquerenden Personen mitzufiihren und besitzt eine Leuchtkraft von genau
60 Minuten. Gleichzeitig diirfen sich nur zwei Personen auf der Briicke aufhalten. Die Personen
bendtigen fiir die Uberquerung unterschiedliche Zeiten, nimlich A = 5 Minuten, B = 10 Mi-
nuten, C = 20 Minuten und D = 25 Minuten. Gehen zwei Personen gleichzeitig, bestimmt der
Langsamere das Tempo. In welcher Reihenfolge miissen die Personen die Briicke iiberqueren,

damit sie nach 60 Minuten alle auf der anderen Flussseite sind?

4 Im Zeitalter abrufbarer elektronischer Fahrpline, handelt es sich heutzutage nicht mehr um ein Problem.
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Des Weiteren fiithrt Dorner die Dialektische Barriere an. Dieser Problemtyp unterscheidet sich
grundlegend von den vorangegangen, da der angestrebte Zielzustand, in den der Ausgangszu-
stand tiberfithrt werden soll, unbekannt ist. Mit diesem Problemtyp gehen haufig Komperativ-
kriterien einher: , Eine neu eingerichtete Wohnung soll schoner werden als die alte. Dabei
bleibt unklar, um wie viel schoner und hinsichtlich welcher Kriterien schoner.* (Dérner 1979:
13). Dieser Typ ist dadurch charakterisiert, dass ein Entwurf fiir einen Zielzustand auf Wider-

spriiche tiberpriift und dementsprechend verdndert wird.

Neben den drei wesentlichen Barrierekategorien kann fiir Dérner auch eine Kombination dieser
in Form einer Dialektischen Barriere und Synthesebarriere vorliegen, wenn nicht nur der
Zielzustand unbekannt ist, sondern auch die Mittel, die zur Losung des Problems erforderlich

sind.

An dieser Stelle ist, wie in Kapitel 2.1.1 bereits bemerkt wurde, nochmals zu erwéhnen, dass
die Einordnung eines Problems in eine Problemkategorie stark vom Problembearbeiter abhéngt.
Zudem sind die Grenzen zwischen den Barrieren unscharf und flieBend, da die Problemtypen
auch kombiniert auftreten konnen. Auch Sell & Schimweg (1992: 15) machen deutlich, dass
eine Problemkategorisierung nur bedingt giiltig ist, da personenspezifische und situationsspe-

zifische Gegebenheiten Einfluss auf die Problemeinordnung nehmen.

Zusammenfassend lédsst sich konstatieren, dass sich verschiedene Arten von Problemen unter-
scheiden lassen. Demzufolge gibt es verschiedene Formen problemlésenden Verhaltens. Den-
noch muss, unabhidngig von der Problemkategorie, zur ,,Losung ein geistiger und handlungs-
orientierter Prozess in Gang gesetzt werden.“ (Burchartz 2003: 21). Dieser Problemldsepro-

zess soll im folgenden Kapitel beschrieben werden.

2.1.3 DER PROBLEMLOSEPROZESS?

In der denkpsychologischen Literatur hat sich bis heute in groen Teilen die Auffassung etab-
liert, dass Problemlosen als Informationsverarbeitung verstanden wird. Diese Auffassung ba-
siert auf Grundlage der Problemraumtheorie von Newell & Simon (1972) und hat die An-

nahme, dass der Mensch ein informationsverarbeitendes System ist.

Unter Problemlosen wird der Prozess verstanden, der es ermdoglicht, den Ausgangszustand mit

Hilfe von (inneren und duferen) Operationen in den erwiinschten Zielzustand zu transformieren

3 In der Literatur findet man hiufig die Begriffe Problemldseprozess und Problembearbeitungsprozess. Letzterer
schlief3t ein, dass keine Losung gefunden wird. Nicht selten spricht man aber auch von Problemlésen, wenn keine
Losung fiir das Problem gefunden wird.

11



(vgl. Dorner 1979: 15). Dorner unterscheidet zwischen Operatoren, womit die allgemeine Form
einer Handlung gemeint ist, und Operationen, welche die konkrete Realisierung des Operators
beinhalten. Dartiber hinaus ordnet Dérner den Problemen verschiedene Realitdtsbereiche (Aus-
schnitte der Wirklichkeit) zu, die wiederum unterschiedliche Sachverhalte und Operatoren ein-
schlieBen. Beispielsweise umfassen die Operationen im Realitdtsbereich ,,Schach® samtliche
regelkonformen Ziige, wohingegen alle moglichen Schachfigur-Konstellationen die verschie-
denen Sachverhalte des Realitédtsbereiches darstellen. Grundsétzlich geht es beim Problemldsen
um ,,die Umwandlung bestimmter Sachverhalte mit Hilfe bestimmter Operatoren, und ein Re-

alitéitsbereich ist durch diese beiden Mengen von Dingen charakterisiert. “ (ebenda: 16).

In der psychologischen Literatur (z.B. Selz 1924: 10f., Dérner 1979: 39) lassen sich grundsitz-
lich drei verschiedene Ablaufmerkmale finden, durch die der Problemldseprozess gekennzeich-

net ist:

1. Der Denkvorgang besteht aus einer Abfolge von unterscheidbaren Teilprozessen
2. Diese Teilprozesse sind nicht wahllos angeordnet

3. Die Durchfiihrung des Problemldseprozesses erfolgt mehrschichtig

Die Prozesse, die wiahrend der Problembearbeitung ablaufen, sind komplex und in verschiedene
Teilprozesse unterteilt. Die einzelnen (Teil-) Prozesse sind nicht direkt sichtbar und lassen sich
nur aus dem Verhalten der Person ableiten. Die Phasen, die bei der Problembearbeitung aufei-
nanderfolgen, lassen sich in inhaltlich unterscheidbare Abschnitte einordnen. Psychologische
Stufenmodelle des Problemldsens, die den Ablauf von Problembearbeitungsprozessen erkliaren
sollen, verwenden eine Abfolge von (linearen) Stufen. Zum Beispiel charakterisiert Koster
(1988: 1291.) den Ablauf von Problemloseprozessen als lineare Abfolge von fiinf zeitlich auf-

einanderfolgender Stufen:

1. Bewusstwerden der Problemsituation
2. Problemanalyse und Fragestellung

3. Hypothesenbildung (Vermutungen) und Suche des Losungsweges
4. Finden der Losung

5

. Kontrolle und Bewertung des Losungsergebnisses
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Auch fiir Wessels (1994: 338f.) umfasst der Ablauf des Problemléseprozesses vier aufeinan-

derfolgende Phasen:

1. Definition des Problems (enthdlt Anfangs- und Endbeschreibung)
2. Aufstellen einer Strategie, einer Methode oder eines Plans

3. Exekution der Strategie
4

. Evaluierung des Fortschritts beziiglich des Ziels

Die Stufenmodelle suggerieren eine idealtypische lineare Abfolge der Teilprozesse des Prob-
lembearbeitungsprozesses, welche sich so geradlinig lediglich in den jeweiligen Modellen wie-
derfinden lassen. In der Regel ist der Losungsprozess eher als ein Kreislauf zu verstehen, der
durch Priif- und Handlungsphasen gekennzeichnet ist, bis der (erwiinschte) Zielzustand erreicht
ist. Der Grundgedanke dieses Kreisprozesses findet sich bereits in der Test — Operate — Test —

Exit — Einheit (kurz TOTE — Einheit) bei Miller/Galanter/Pribram (1960) (vgl. Abb. 2).

|

Zielzustand _
—> erreicht? > Exit

(Test) ja

nein
A 4

Operation zur Ver-
anderung des ge-
gebenen Zustandes
(Operate)

Abbildung 2: TOTE — Einheit nach Miller/Galanter/Pribram (1960)

Im Zuge neuerer Erkldrungsansitze des Problemldseprozesses wird dieser Kreislaufgedanke
aufgegriffen. Einem neueren kognitionspsychologischen Ansatz zufolge, welcher auf die Prob-
lemraumtheorie von Newell & Simon (1972: 59f.) zuriickzufiihren ist, besteht der Problemlo-
seprozess aus zwei Phasen, einem Verstehensprozess und einem Suchprozess, zwischen denen
hin und her gewechselt wird, bis das Problem zufriedenstellend gel6st wird. Arbinger (1997:
32) veranschaulicht den Problemldseprozess nach Newell & Simon (vgl. Abb. 3) und zeigt an-
hand dieser Abbildung auf, ,,dafs Problemldsen keineswegs als linearer Prozef3 zu verstehen ist.
In jeder Phase sind Riickspriinge moglich, auch kann der gesamte Prozefs mehrfach durchlau-

fen werden.* (ebenda: 33).
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