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Einleitung

Sed utinam tam bene alibi, quam in Musica,
Empiria ad Rationem reducari posset.

G. W. Leibniz, LBr 390, BI. 90r.

Musikalische Elementarlehre und elementare Mathematik besitzen in Europa
eine lange gemeinsame Geschichte. Ein wichtiger Teil der Theorie der musikali-
schen Skalen und Intervalle wird seit der Antike mit geometrischen und rechne-
rischen Begriffen und Verfahren formuliert. Weil die Musiktheorie heute zu den
Kultur- oder Geisteswissenschaften gerechnet wird, mathematische Modellbil-
dung jedoch in der Regel in einem naturwissenschaftlichen oder technischen
Kontext stattfindet, entfaltet das Thema Mathematik und Musik auch heute noch
eine besondere Faszination.

Der Hauptteil dieses Buches widmet sich der Frage, in welcher Weise und in
welchem Umfang sich Newton, Leibniz, Henfling und Euler mit musikalischen
Problemen beschéftigt haben. Der Leser wird damit zu einem historischen Aus-
flug in die Wissenschaftsgeschichte der frithen Neuzeit eingeladen, in der die
moderne, an der Mathematik orientierte Physik entsteht und als dritter Partner
das althergebrachte Zusammenspiel von Musiktheorie und Mathematik ergénzt.

Hinsichtlich der Geschichte der Musiktheorie beruht die Darstellung in wei-
ten Teilen auf der Lektiire der gleichnamigen Binde, die im Auftrag des Staatli-
chen Instituts fiir Musikforschung in Berlin herausgegeben worden sind. Dabei
verdanke ich besonders viele Anregungen den Aufsitzen von Frieder Zaminer'
und von Mark Lindley®. Ein Blick in die Register dieser Binde macht deutlich,
dass die vorliegende Arbeit keinesfalls den Anspruch erheben kann, alle Quellen
zu berlicksichtigen, die zum Thema gehoren. Eine subjektive Auswahl ist un-
vermeidlich. Da durch die modernen Reproduktionsméglichkeiten und durch die
Digitalisierung der unmittelbare Zugang zu den Quellen erheblich erleichtert
worden ist, habe ich mich zu dem Wagnis entschlossen, die originalen Quellen
mit meinen eigenen Interpretationen in den Vordergrund zu stellen, obwohl ich
gerade bei bisher unver6ffentlichten Quellen nur vorldufige Transkriptionen und
Ubersetzungen bieten kann, die einer kritischen Nachpriifung bediirfen und des-
halb einen umfangreichen FuBBnotenapparat notwendig machen.

1 Zaminer 2006.
2 Lindley 1987.



Wer sich fiir die Frage interessiert, welche Positionen Mathematiker zu mu-
siktheoretischen Fragen einnehmen, muss nach meiner Uberzeugung auch zur
Kenntnis nehmen, wie sie mit Skalen und Intervalle mathematisch umgehen. Die
im Untertitel genannte elementarmathematische Ausrichtung stellt daher das
zweite Wagnis dar, welches in dieser historischen Darstellung eingegangen
wird. Rechenwege und mathematische Gedankenginge werden nicht vermieden,
sondern bei Bedarf so in den Text integriert, wie es in den historischen Quellen
zu diesem Thema auch der Fall ist. In Darstellungen unserer Zeit werden dage-
gen derartige Details eher in Fulnoten und Anmerkungen abgedringt, weil sie
einerseits als selbstverstdndlich oder sogar als trivial, andererseits aber auch als
sprode, schwierig oder unanschaulich gelten. Wer sie dennoch stirker in den
Vordergrund zu stellen wagt, geht heute hinsichtlich der Lesbarkeit ein betrécht-
liches Risiko ein. Auflerdem werden dem Leser iiber die Fehler hinaus, die bei
allen modernen Druckerzeugnissen unvermeidbar sind, auch noch die Rechen-
fehler zugemutet, die durch die zusitzliche Detailfreudigkeit bedingt sind.

Um der Lesbarkeit entgegen zu kommen, stelle ich die mathematischen As-
pekte nicht in historischer Gestalt, sondern in moderner Form dar, wobei ich
mich zugleich auf das Niveau der heutigen gymnasialen Schulmathematik be-
schranke. Zahlreiche Abbildungen, die in ihrer groen Mehrzahl neu erstellt
worden sind, sollen die Gedankengénge durchsichtiger machen. In diesem Buch
mit seinem mathematischen Schwerpunkt wird auBlerdem auf die genuin physi-
kalischen Arbeiten von Newton, Leibniz und Euler zu akustischen Detailfragen
bewusst nicht eingegangen. Ihr Beitrag zur Geschichte der modernen Akustik
muss eigenstindigen Untersuchungen tiberlassen bleiben. Ich beschranke mich
hier auf die Darstellung der Koinzidenztheorie, soweit sie zum Verstindnis his-
torischer und musiktheoretischer Positionen notwendig ist.

Fir manche Naturwissenschaftler und Mathematiker wird die Theorie der
musikalischen Intervalle und Skalen eher fremd sein. Daher unternehme ich im
ersten Abschnitt dieses Buches als drittes Wagnis den Versuch, auf der Basis
gewisser historischer Sachverhalte und der elementaren Musiktheorie fiir die
Darstellung der sehr unterschiedlichen mathematischen Modelle, die in diesem
Buche eine Rolle spielen werden, einen gemeinsamen Hintergrund zu skizzie-
ren. Auswahl, Umfang und Formulierung dieser vorbereitenden Betrachtungen
sind wiederum nur subjektiv begriindbar. Ich orientiere mich dabei an der Idee
der von Leibniz entdeckten harmonischen Gleichungen, obwohl ihre Entde-
ckungsgeschichte erst in Abschnitt IV.5 thematisiert und in Abschnitt V formal
abgeschlossen wird. Aus diesem Grunde bewegt sich die Argumentation {iber-
wiegend im aristoxenischen Treppenmodell und weniger im pythagoreischen
Saitenldngenmodell, und die Verwendung von Begriffen wie Natiirlichkeit
und Reinheit in der Musik wird eher kritisch betrachtet. Abschnitt I kann fiir



sich genommen als eine kurze, historisch orientierte Darstellung der musikali-
schen Elementarlehre mit spezieller Akzentsetzung gelesen werden, wobei das
kleine Begriffsregister am Ende des Buches bei der Orientierung helfen soll.

Die Hauptakteure Newton, Leibniz, Henfling und Euler sind allesamt Teil-
nehmer einer regen wissenschaftlichen und kulturellen Diskussion. Um das Be-
sondere ihrer jeweiligen Theorie im Kontrast zu wichtigen zeitgendssischen
Diskussionspartnern deutlicher hervortreten zu lassen, habe ich mich entschlos-
sen, in Abschnitt II vorab die individuellen Positionen von Kepler, Mersenne,
Descartes, Wallis, Huygens und Sauveur zu skizzieren. Dadurch wird auch die
allgemeine Formulierung des Buchtitels besser gerechtfertigt.

Es gibt keine eigenstdndige Publikation Newtons zu Fragen der Musik. Nur
in den optischen Werken sind einige wenige Hinweise auf dieses Thema zu fin-
den. Seine Notizbiicher, die heute in der Universitdtsbibliothek von Cambridge
aufbewahrt werden und seit 2012 auf der Website der Bibliothek als Faksimile
einzusehen sind, enthalten jedoch Ausfithrungen zu musikalischen Intervallen
und Skalen, die bisher nur in allgemeiner konzipierten Arbeiten von Penelope
Gouk®, Benjamin Wardhaugh* und Mark Lindley’ angesprochen worden sind.

Von Leibniz existiert ebenfalls keine geschlossene Abhandlung zur Musik-
theorie. Es gibt aber viele verstreute AuBerungen zu diesem Thema, darunter
auch solche, die noch nicht transkribiert und publiziert worden sind. Die darin
gefundenen musiktheoretischen Ideen habe ich 2011 bereits auf dem IX. Inter-
nationalen Leibniz-Kongress vorgetragen und in einem zweiteiligen Aufsatz in
den Studia Leibnitiana® dargestellt, auf den hier vielfach zuriickgegriffen wird.
Der fragmentarische Charakter der Uberlieferung und die Eigenart seiner Theo-
rie machen es sinnvoll, auf einige Aspekte seiner Philosophie einzugehen, wobei
auf das Buch von Ulrich Leisinger’ zuriickgegriffen werden kann. Die Leibniz-
Bibliothek in Hannover hat dankenswerterweise die Genehmigung fiir die Wie-
dergabe der aus den Handschriften stammenden Abbildungen erteilt. Der Ab-
druck der Abbildung 71 ist vom Museum Spandovia Sacra in Berlin-Spandau
genehmigt worden.

Weil sich Leibniz mit der 1710 verdffentlichten Arbeit Conrad Henflings
ausfiihrlich beschéftigt, und weil darin einige ungewohnliche inhaltliche Ansét-
ze zu finden sind, die meiner Meinung nach eine griindlichere Darstellung ver-

Gouk 1982 sowie Gouk 1999.

Wardhaugh 2008.

Lindley 1987, S. 201-211.

Biihler,Walter, Musikalische Skalen und Intervalle bei Leibniz unter Einbeziehung
bisher nicht verdffentlichter Texte, Teil I, in: Studia Leibnitiana: Band XLII, Heft 2
(2010), S. 129 -161, Teil II: im Druck.

7 Leisinger 1994.
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dienen, wird diesem wenig bekannten Autor ein eigenes Kapitel gewidmet. Das
schwierige Werk Henflings ist seit 2011 auf der Web-Site der Berlin-
Brandenburgischen Akademie zu finden®. Es ist am Ende des 20. Jahrhunderts
von Patrice Bailhache’ diskutiert worden, nachdem Rudolf Haase 1982 den
Briefwechsel Henflings mit Leibniz versffentlicht hat'®.

Der Ausflug in das Zeitalter der frithen Aufklérung findet mit Leonhard Eu-
ler seinen Abschluss. Da die wesentlichen Arbeiten Eulers in gedruckter Form
erschienen sind, werden sie schon zu ihrer Entstehungszeit 6ffentlich diskutiert.
Hermann Richard Busch hat 1970 eine umfangreiche Untersuchung'' vorgelegt,
welche sich nicht nur auf die Lehre von den Intervallen und Skalen beschrinkt.
Dennoch erscheint auch Eulers relativ bekannte Theorie in einem anderen Licht,
wenn man sie aus der in diesem Buche gewéhlten Perspektive betrachtet.

Der Epilog geht schlieBlich noch einmal allgemein auf das Verhéltnis der
Musiktheorie zur Mathematik ein, wobei die kritische Sicht der Musiktheorie
auf die Mathematik im Mittelpunkt steht, wie sie in den Werken von Johann
Mattheson aus dem 18. Jahrhundert enthalten ist.

Im weiten Grenzgebiet von Mathematik, Physik, Philosophie und Musik-
theorie zeigen die Wissenschaftler der frithen Neuzeit insgesamt eine erstaunli-
che Kreativitit und Originalitit. Thre Fragestellungen sind auch heute noch
durchaus aktuell, wenn man sie in ihren Details und in ihrer Komplexitét ernst
nimmt und sich nicht mit oberfldchlichen Antworten zufrieden gibt. Mir bleibt
nur zu wiinschen tibrig, dass das Buch in diesem Sinne die Neugier und das Inte-
resse des Lesers wecken kann.

8 Henfling 1710.
9 Bailhache 1992.
10 Haase 1982.

11 Busch 1970.



I. Musikalische Skalen aus mathematischer
Sicht

1. Diatonische Struktur

a) Intervalle und Skalen in der Antike

Der Raum der musikalischen Intervalle wird in der europdischen Tradition von
den Konsonanzen aus erschlossen. Eine Konsonanz unterscheidet sich von einer
Dissonanz nicht nur durch die Angenehmheit ihres Klanges. Sie kann auch von
musikalisch Gebildeten innerhalb eines relativ kleinen Toleranzbereiches ein-
deutig erkannt und reproduziert werden. In diesem Sinne besitzt ein konsonantes
Intervall — im Kreise musikalisch gebildeter Personen — eine identifizierbare
GroBe und ermoglicht so grundsitzlich einen quantitativen Zugang zu den Inter-
vallen. Gut identifizierbare Konsonanzen kénnen als Stimmintervalle ein Gertist
fiir die GroBenbestimmung aller Intervalle bilden.

Schon in der Antike gelten die Intervalle Oktave (Diapasén), Quinte
(Diapénte) und Quarte (Diatessaron) als Stimmkonsonanzen. Wéhrend heute
auch die Terzen als konsonant betrachtet werden, wird in der Antike die Quarte
als die kleinste Konsonanz angesehen. Der quantitative Zusammenhang zwi-
schen den drei antiken Grundkonsonanzen wird durch die Skizze in Abbildung 1
veranschaulicht. Das dissonante Intervall 7, das damals als Tonos [lat. tonus]
und heute als Ganzton bezeichnet wird, ist die Differenz zwischen Quinte und
Quarte. Es gilt Oktave = Quinte + Quarte, Quinte = Quarte + Ganzton und
Quarte < Quinte < Oktave. Man kann die fundamentale Folge Okta-
ve—Quinte—Quarte—Ganzton daher als eine Kettendifferenz betrachten. Derartige
Kettendifferenzen erweisen sich als interessante Strukturierungsmoglichkeiten
fiir die Intervallbildung in der Musiktheorie.

Ténos
(Ganzton)

Abbildung 1



Obwohl der Ganzton T ein dissonantes Intervall darstellt, wird er schon in
der Antike als Einheit fiir die Angabe musikalischer IntervallgroBen und als
priméres Schrittintervall fiir die Skalenbildung verwendet. Er kann nédmlich als
Differenz der Konsonanzen Quinte und Quarte ebenfalls schnell eingestimmt
werden. Durch einfache Stimmexperimente wird schon damals festgestellt, dass
eine Quarte grofer als zwei und kleiner als drei Ganztone sein muss.

Damals wie heute wird das Problem der Skalenbildung meist auf die Gliede-
rung einer Oktave reduziert, deren Struktur sich wiederholen kann. Jede Quarte
(jedes Tetrachord) wird durch zwei innere Stufen in drei Intervalle geteilt, die
als bewegliche Stufen gelten. Daher wird eine Oktave insgesamt durch sechs
Zwischenstufen in sieben Teilintervalle zerlegt, wobei in der Antike die beiden
Quarten durch ihre beweglichen Stufen gleich strukturiert sein miissen. Man
spricht daher von heptatonischen Oktavskalen, die nach ihrer Quarten- oder Tet-
rachordgliederung unterschieden werden konnen.

Anders als heute kennt man in der Antike viele unterschiedliche Moglich-
keiten fuir die Einteilung der Quarte durch die beiden als beweglich angesehenen
Stufen. Sie konnen tiber das groBte Teilintervall grob nach drei Tongeschlech-
tern klassifiziert werden (Abbildung 2). Von diesen hat das diatonische Ge-
schlecht die weitere historische Entwicklung in Europa geprégt. Hierbei werden
in jede Quarte zwei Tonoi oder Ganztone 7 eingestimmt. Dadurch entsteht ein
Doppelganzton oder Ditonos, der heute als groe Terz bezeichnet wird. Weil die
GroBe der Quarte zwischen zwei und drei Ganztonen liegt, ist das dritte Intervall
s deutlich kleiner als die beiden Ganzténe und wird daher als Restintervall
(apotomé | leimma) oder meist einfach als Halbton (hemitonion; lat. semi-
tonium) bezeichnet. Wegen der Ungenauigkeit beim Stimmen muss man damit
rechnen, dass die beiden Ganztone in der Quarte sich ein wenig untereinander
und vom Ganzton zwischen Quinte und Quarte unterscheiden.

Antike Tongeschlechter

Diatonisch chromatisch enharmonisch
hoch T
=~T 1 1y
Sl ~15T o
2 N7 2 - R
& ~2T]|s8 ¢
sl ~ 4 g
= ~T £7 I
% g
s -4 A A
2] N Y A2
S v
tief

Abbildung 2



Intervalle werden in der Regel von den Konsonanzen aus mittels Diffe-
renzenbildung definiert, sie konnen aber auch mittels Zusammenfassung
(synthesis) oder Summenbildung durch die Schrittintervalle 7 und s angegeben
werden. Das Denken in solchen Schritten entspricht der Bewegung auf den Stu-
fen einer Treppe oder einer Leiter, so dass man vom Treppenmodell sprechen
kann, wenn man auf dieser Basis eine mathematische Behandlung musikalischer
Skalen beginnt. Die konsonanzbasierte analytische oder differenzierende Be-
trachtungsweise wird so bereits in der Antike durch eine synthetische oder integ-
rierende Betrachtungsweise ergédnzt. Eine diatonisch gegliederte Oktave besteht
demnach aus fiinf ungefahr gleichgroen Ganztonen 7 und zwei Halbtonen s,
welche jedoch nicht notwendigerweise die numerisch exakte Halfte von T dar-
stellen miissen.

Aristoxenos von Tarent, ein Nachfolger des Aristoteles, formuliert im vier-
ten vorchristlichen Jahrhundert als erster eine Theorie'* der Intervalle und Ska-
len mit wissenschaftlichem Anspruch, die sich am musikalischen Geschehen
orientiert. ,,Wir ... wollen versuchen, alle Prinzipien zu erfassen, welche sich
den in der Musik Erfahrenen zeigen, und aus diesen abzuleiten, was sich daraus
ergibt.“" Er fixiert fiir die Skalenbildung im diatonischen Geschlecht, die nicht
auf die Oktave beschriankt sein muss, zusétzlich drei weitere Regeln:

(1) Es darf ,,das Halbtonintervall nicht zu beiden Seiten eines Ganztons
auftreten.“**, d.h. eine Folge sTs kann nicht vorkommen.

(2) Man darf , drei Ganztonintervalle nacheinander setzen, mehr aber
nicht“"®, d.h. eine Folge TTTT ist nicht zugelassen.

(3)  Es , kénnen niemals zwei Halbtonintervalle aufeinander folgen*“'S,
d.h. die Folge ss darf nicht auftreten.

In einer diatonischen Skala konnen daher nur die Intervall-Gruppen s77s
und s7TTs auftreten. Sieben aufeinander folgende Intervalle aus der Folge

AsTTsTTsTTsTT sT... ergeben jedoch keine Oktave mit fiinf Ganzténen T
T T T T

und zwei Halbtonen s, und die Siebener-Gruppe I77sI7T7T aus der Folge
R

TISTTTSsTTT sTTT sTTT sT ... bildet ebenfalls keine Oktave.
B SuE S S o

12 Aristoxenos S. 5 (1, 11 Meibom): ,,Tfig mepi péhovg EmoTung ...«
13 Aristoxenos S. 42 (32, 31 Meibom): ,,Hueig & dpyds te meipmpedo AaPelv povopévog
ATAGOG TOIG EPTEIPOIG LOVOIKTIC Kol TO €K TOVTOV cupfaivovta drodekvovar.

14 Aristoxenos S. 83 (66,19 Meibom): ,,Ev 81016ve 3¢ TOVoL €0’ EkGTEPQ NUTOVIOV O
pelwdeitan.”
15 Aristoxenos S. 81 (65,2 Meibom): ,, ... tpia Tovioia £&fg teBnoeTar, mheiw & 0D, «

16 Aristoxenos S. 81 (65,9 Meibom): ,,... 300 furoviaio £Efg o0 tebnoeTaL.



Die Intervall-Gruppen s77 und s77TT miissen sich daher in einer diatoni-
schen Skala regelméBig abwechseln, und jede reale diatonische Skala muss
schlieBlich nach Aristoxenos einen endlichen zusammenhidngenden Abschnitt

aus der diatonischen Sequenz...TsTT sTTT sTT sTTT sT... bilden, bei der man
B T S

aus sieben aufeinanderfolgenden Intervallen immer eine Oktave erhilt. Es gibt
folglich sieben verschiedene Oktavgliederungen oder Oktavgattungen, die sich
durch die Position der Halbtonschritte unterscheiden lassen.

An dieser diatonischen Grundstruktur hat sich bis heute nichts gedndert,
auch wenn seit der Renaissance leichte Modifikationen mit unterschiedlich gro-
Ben Ganztonen in der Musiktheorie thematisiert werden. Wenn in einer diatoni-
schen Struktur die Ganztone tatséchlich als gleich grofl angesehen werden, be-
zeichnen wir sie als reguldr, wihrend wir Falle von zwei unterschiedlich groflen
Ganztonschritten von einer bireguldren diatonischen Struktur sprechen.

b) Aristoxenisches Treppenmodell und gleichmifliges
Zwolfersystem

Die Wissenschaft von der Musik kann sich nach Aristoxenos nicht — wie die
Mathematik selbst — allein auf logische Reflexion (didnoia) stiitzen. Vielmehr
muss in der Musik die Wahrnehmung (aisthesis) fur die wissenschaftliche Theo-
riebildung gleichberechtigt herangezogen werden. ,,Fiir den Musiker hat die Ge-
nauigkeit der sinnlichen Wahrnehmung nahezu die Bedeutung eines Grundprin-
zips, da unmoglich jemand mit schlechten Wahrnehmungen gut iiber die Dinge
reden kann, deren Eigenschaften er gar nicht wahrnimmt. "

Er beruft sich auf die Erfahrung, dass bei jeder akustischen Kommunikation
— sowohl beim Singen wie beim Sprechen — eine Bewegung der menschlichen
Stimme hinsichtlich Héhe und Tiefe wahrgenommen wird. Die musikalische
Bewegung der Stimme erscheint in der menschlichen Vorstellung als (vertikale)
riumliche Bewegung'®. Man kann daher sagen, dass die akustische Wahrneh-
mung in unserer Vorstellung einen Eindruck oder ein Bild eines musikalischen
Intervalls erzeugt, welches dem Bild einer rdumlichen Strecke entspricht.

Lange bevor die Mathematik als Wissenschaft iiberhaupt in Erscheinung
tritt, praktiziert der Mensch beim Umgang mit Strecken und ihren Léngen ele-
mentare rechnerische und geometrische Verfahren, insbesondere zur Messung

17 Aristoxenos S. 42-43 (33, 21 Meibom): ,,t® 8¢ HOVGIK® GYEOOV €0TIV Apyilg Exovon
& 1 ThC oicOnosnc dxpiPela, o yiap Eviéyetar pavdmg cicbavouevov 0 Aéysy
nepl TOVTOV OV PNdéva TpdTOV 0icOaveTaL. ™

18 Aristoxenos S. 7 (3, 5 Meibom): ,, ... TV Tiig @@Vi|g Kivow ... KOTd TOTOV.



und Berechnung von Abstinden. Solche protogeometrischen Verfahren und Be-
griffe, die auf der intuitiven Orientierung im Raume beruhen, werden nach
Aristoxenos spontan auf musikalische Intervalle und Skalen tibertragen. Das
zeigt sich exemplarisch in den Begriffen infervallum und scala selbst. Das grie-
chische Wort didastema, welches zur Bezeichnung eines musikalischen Intervalls
verwendet wird, bezeichnet auch den Abstand von zwei Punkten oder die Lénge
einer Strecke im Raum. Wie geometrische Streckenldngen bilden auch musikali-
sche IntervallgroBen ein Kontinuum, und gleichgrofle Strecken entsprechen
gleichgrofen Intervallen.

Wie schon die gewohnliche Langenmessung kann auch die quantitative Er-
fassung eines musikalischen Intervalls durch Zahlen nicht mit vélliger Genauig-
keit erfolgen. Da seine Grof3e letztlich nur durch das musikalisch geschulte Ge-
hor verifiziert werden kann, besitzen alle Zahlenangaben in der Musik eine prin-
zipielle Unschérfe, die vom musikalischen Ausbildungserfolg und anderen sub-
jektiven Faktoren abhingt und nicht ignoriert werden darf.

Aus heutiger Sicht kann man hierin eine Anwendung von mathematischen
Verfahren erkennen, auch wenn diese von so elementarer geometrischer Natur
sind, dass sie von vielen Menschen gar nicht als mathematische Uberlegungen
empfunden werden. Die Herleitung der Sequenz ...TsTTsTTTsTTs... im vori-
gen Abschnitt ist ein Beispiel dafiir. Wir sprechen vom Treppenmodell und vom
Intervallkalkiil, um diese spezielle mathematische Modellbildung innerhalb der
Musik, die sich durch ihre groBe Einfachheit auszeichnet, von anderen quantita-
tiven Modellbildungen in der Musik sprachlich zu unterscheiden.

Mit einem sorgfiltig ausgekliigelten Stimmexperiment, das eine regulére
Struktur voraussetzt, bestétigt Aristoxenos die Beziehung Quarte = 2% T oder s
= 1% T. Wie in Abbildung 2 zu schen ist, ergeben sich diese Zusammenhéinge
auch schon intuitiv durch den Begriff des Halbtons. Fiir Aristoxenos ist jeden-
falls die GroBe aller Basiskonsonanzen ein ganzzahliges Vielfaches des exakten
gleichméBigen Halbtons. Nach Abbildung 1 folgt aus der Gleichung Quarte =
2%, T=5s die Aussage Quinte = 3% T = 7s. Daher muss auch gelten Oktave =
6 T= 12s. Diese quantitativen Angaben fiir die Basiskonsonanzen stimmen mit
den modernen Ergebnissen im gleichméBigen Zwolfersystem iiberein, in wel-
chem die Oktave in zwolf gleichgrofe Halbtonschritte geteilt wird.

Das moderne Zwolfersystem, bei dem nicht nur die Grofle einer Konsonanz,
sondern die Grofle eines jeden Intervalls als Vielfache des gleichméaBigen Halb-
tons s angegeben werden kann, erscheint bei Aristoxenos als der Sonderfall
didtonon syntonon im diatonischen Geschlecht. In diesem reguldren Spezialfall
sind die beweglichen Stufen in einer Quarte so fixiert, dass die beiden Ganzton-
schritte in Abbildung 2 exakt gemédfl 7 = 2s iibereinstimmen. Da Aristoxenos
aber die Vielfalt der Skalen seiner Zeit beschreiben will, betrachtet er daneben
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mehrere andere Spielarten des diatonischen Geschlechts, die keine Regularitit
aufweisen. Bei der Untersuchung aller Tongeschlechter gibt es schlieBlich fiir
ihn auch Intervalle, die deutlich kleiner sind als der gleichméBige Halbton. Die-
se werden von ihm ebenfalls als Bruchteile des Ganztons angegeben.

¢) Die reguléiire diatonische Struktur

Die differenzierende oder analytische Betrachtungsweise der diatonischen
Struktur, welche von den groBen Stimmkonsonanzen zu den kleinen Schrittin-
tervallen der diatonischen Sequenz fuihrt, ist musikalisch wohl begriindet. Indem
man umgekehrt bei den Schrittintervallen 7 und s beginnt und aus ihnen die
groBeren Intervalle zusammensetzt, kann man die diatonische Struktur jedoch
auch in der integrierenden oder synthetischen Betrachtungsweise studieren.

Betrachtungsmaoglichkeiten der reguliiren diatonischen Struktur
im Intervallkalkiil des Treppenmodells

Differenzierung

Konsonanzen Schrittintervalle
Doppel-

Oktave Quinte Quarte ganzton Ganzton Halbton Quinten-

[Grofie Terz] komma

(Diapason) | (Diapénte) | (Diatessdron) | (Ditonos) | (Ténos) | (Hemitonion)
A B C D T s K,

Differenzierende A B A-B T+T B-C Cc-D 6T-4
Betrachtung (1) (B) A-B 4B—24 | 2B—4 34- 5B 12B- 74

Integrierende B+C C+T D+s T+T T s 6T—A

Betrachtung 5T+ 2s 3T+s 2T +s 2T @ @ T—2s

W
Abbildung 3

Aus heutiger Sicht sind in einer reguldren diatonischen Struktur beide Be-
trachtungsweisen dquivalent, weil die beiden zugehorigen linearen Gleichungs-
systeme dquivalent sind:

A=5T+2s T=2B-4
= .
B=3T+s s=34-5B
Setzt man s = 1 und 7'= 2, so gewinnt man aus Abbildung 3 die Angaben fiir

das gleichmiBige Zwolfersystem, welches sechs gleichgrole Ganzténe bzw.
zwolf gleichgroBe Halbtone in der Oktave besitzt. Andere reguldre Systeme sind
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daran erkennbar, dass die Differenz von sechs Ganzténen und der Oktave von
Null verschieden ist. Diese Differenz wird in der Antike als Komma bezeichnet.
Wir sprechen vom Quintenkomma, um es sprachlich von anderen Kommata un-
terscheiden zu konnen, die in der Geschichte ebenfalls wichtig werden. Das
Quintenkomma wird in der Geschichte zum ersten Mal im pythagoreischen Sys-
tem thematisiert und darin durch eine konkrete Zahl angegeben, die heute als
pythagoreisches oder ditonisches Komma bezeichnet wird (vgl. Abbildung 4).

d) Saitenléiingenmodell und Proportionenkalkiil

Seit dem sechsten vorchristlichen Jahrhundert entsteht in Griechenland die Ma-
thematik. Damals wird im Kreise der Pythagoreer entdeckt, dass es inkommen-
surable geometrische Strecken gibt. Die neue Wissenschaft Mathematik entfal-
tet sich zu einem bedeutenden Teil in der geometrischen Algebra, in der stren-
gen Behandlung von irrationalen GréB8en in geometrischer Gestalt. Der Zahlbe-
griff selbst bleibt jedoch auf natiirliche Zahlen und auf Briiche beschrinkt.

Aristoxenos polemisiert in seiner Schrift gegen ein neues mathematisches
Modell fiir musikalische Intervalle, das im Umfeld der Pythagoreer entstanden
ist. Diese Theorie beruht auf der Beobachtung, dass ein musikalisches Intervall
auch durch Verkiirzung einer Saite horbar gemacht werden kann. Dazu wird ein
Monochord verwendet, ein Instrument, welches die durch Langenmessung kon-
trollierte Verkiirzung einer Saite erlaubt. Jedes musikalische Intervall kann auf
dem Monochord horbar und zugleich sichtbar gemacht werden, und jede Inter-
vallgroBe ldsst sich durch die Angabe des Saitenldngenverhiltnisses erfassen,
namlich durch zwei Zahlen, die aus zwei Langenmessungen hervorgehen.

Weil es wie auf jeder geraden Linie auch auf einem Monochord inkommen-
surable Strecken gibt, sind aus heutiger Sicht in diesem Saitenldngenmodell nur
dann wirklich alle musikalischen Intervalle durch Zahlen bestimmbar, wenn
auch irrationale Langenmafzahlen in Proportionen oder Progressionen zugelas-
sen werden. Die Menge aller wirklichen Saitenldngenverhiltnisse bildet ebenso
wie die Menge aller Saitenldngen selbst ein Kontinuum.

Die pythagoreische Theorie der musikalischen Intervalle wechselt mit ihrem
Proportionenkalkiil jedoch nicht nur vom Treppenmodell ins Saitenldngenmo-
dell. Sie akzeptiert von Anfang an fiir die Musiktheorie nur solche Saitenldn-
genverhéltnisse, die als Zahlenproportionen von natiirlichen Zahlen und Bruch-
zahlen angegeben werden konnen, wobei jede mit Briichen geschriebene Zah-
lenproportion in eine dquivalente ganzzahlige Proportion umgewandelt werden
kann. Sie verlagert damit letztlich den mathematischen Bezugspunkt weg von
der Geometrie hin zur Arithmetik. Fiir die mathematische Beschreibung musika-
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lischer Intervalle diirfen auBerdem nur bestimmte ganzzahlige Proportionen
verwendet werden. Daher kann im ganzzahligen Saitenldngenmodell prinzipiell
nur eine begrenzte Auswahl aus der vollen Menge der musikalisch mdglichen
Intervallgr6Ben erfasst werden. Es gibt viele wichtige musikalische Skalen, die
in der pythagoreischen Theorie nicht darstellbar sind. Das gilt nicht nur fiir das
gleichméBige Zwolfersystem.

Die pythagoreische Theorie kann dennoch fiir die europédische Musiktheorie
eine grofle Bedeutung gewinnen, weil damals wie heute im Rahmen der mensch-
lichen Horgenauigkeit und Horgewohnheit das Verhéltnis (2:1) eine Oktave,
(3:2) eine Quinte und (4:3) eine Quarte zu Gehor bringt.

Das der musikalischen Addition von Intervallen entsprechende Rechenver-
fahren fiir ganzzahlige Proportionen wird deutlich, wenn man die Proportionen
als Briiche schreibt. Wenn man hilfsweise fiir die Addition das Zeichen o ein-
fithrt, dann muss ja wegen Oktave = Quinte + Quarte gelten 304 =2 Offenbar

kann o nicht durch unser Additionszeichen + ersetzt werden. Das Multiplika-
tionszeichen « fiihrt dagegen zu einer wahren Aussage. Musikalische Intervalle,
die durch Proportionen angegeben sind, werden im Proportionenkalkiil schon
seit der Antike addiert, indem die zugeordneten Verhéltniszahlen multipliziert
werden. Sie werden subtrahiert, indem die Verhiltniszahlen dividiert werden.

Bei genuin musikalischen Fragen, die sich nicht auf die rechnerische Analy-
se von Intervallen und Skalen beziehen, verlassen auch pythagoreische Theore-
tiker das Saitenlangenmodell und iibernehmen die am Treppenmodell orientier-
ten Sprachgewohnheiten der Praktiker. Auch ein Pythagoreer spricht daher von
der Addition und Subtraktion musikalischer Intervalle, wenn er im Saitenldn-
genmodell ganzzahlige Verhiltnisse multipliziert und dividiert. Der additive
Sprachgebrauch der Musik strahlt sogar auf das Rechnen mit Proportionen ins-
gesamt zuriick: Fast alle Theoretiker sprechen auch bei Proportionen von einer
Addition, wenn sie die zugehorigen Zahlenverhéltnisse multiplizieren.

Konsonanzen Schrittintervalle
. Doppelganzton Pythag.
Okt 1 / Ganzt Halbt
ave Quinte Quarte (Grofie Terz) anzton atbron (ditonisches)
(Diapason) | (Diapénte) | (Diatessdron) (Ditonos) (Tonos) (Leimma) Komma
A B c D T s Ko=Kp
A B A-B 4B — 24 2B-A 34— 5B 12B—- 74
5T+ 2s 3T+s 2T+ 2T T K T-2s
Pythagoreisches 1 2 3 64 8 243 524288
System 2 3 4 81 9 256 531441

Abbildung 4
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Wenn man diesen Ubergang von der Addition zur Multiplikation konse-
quent durchfiihrt, kann man mit Hilfe der diatonischen Struktur von Abbildung 3
die GrundgroBen des pythagoreischen Systems ohne Schwierigkeiten auch im
Saitenldngenmodell berechnen (Abbildung 4). Das Quintenkomma ist von Null
verschieden, wobei der hier auftretende Zahlenwert, das pythagoreische oder
ditonische Komma Kp, bereits in der Antike als konkrete Proportion angegeben
wird. Der diatonische Halbton s wird als Leimma oder Limma bezeichnet und
die Differenz s " = T-s, die durch (2187:2048) bestimmt ist, als Apotome.

256 13 _ 1~ 1 2187 139 _ 1~ 15 1
Wegen m—1+m—1+@~1+19 und 2048—1+2048—1+]4+%~1+15 ist die

Apotome s* grofer als die exakte Hélfte des pythagoreischen Ganztons 7, und
diese ist wegen s < AT < s’ wiederum grofer als das Limma s. Ein pythago-
reischer Ganzton 7 ist groBer als ein Ganzton des gleichmiBigen Zwolfersys-
tems, und seine exakte Hilfte ist groBer als ein gleichméaBiger Halbton.

Die Basiskonsonanzen des pythagoreischen Systems mit den Proportionen
(3:2) und (4:3) werden als reine Quinte und reine Quarte bezeichnet. Sie las-
sen sich zusammen mit der Oktavproportion (2:1) im Saitenléngenmodell mit
den ersten vier natiirlichen Zahlen beschreiben. Thre Proportionen werden so in
der figurierten Darstellung % der Zahl 10 =1+ 2 + 3 + 4 sichtbar, die als
Tetrdaktys (Vierzahl) bezeichnet wird. Sie besitzt in der pythagoreischen Lehre
iiber die Musik hinaus als kosmisch—universelles Strukturprinzip eine zentrale
Bedeutung. Mit der Berufung auf die Tetraktys erhélt die pythagoreische Musik-
theorie eine iiber- oder auBermusikalische Legitimation, aus der musikalische
GesetzméBigkeiten abgeleitet werden. Diese Reduktion auf auBermusikalische
Prinzipien ist neben der Verwendung des Saitenldngenmodells der zweite
Schwerpunkt der aristoxenischen Kritik an Pythagoras.

Die Bindung an die Tetraktys fiihrt dazu, dass in der pythagoreischen Theo-
rie nur solche Intervalle in der Musik denkbar sind, deren Proportionen aus den
reinen Tetraktys-Proportionen abgeleitet werden konnen. Daher konnen bei py-
thagoreischen Proportionen nur natiirliche Zahlen mit den Primfaktoren 1, 2 und
3 auftreten; 3 ist der maximale Primfaktor. Das pythagoreische Intervallsystem
umfasst daher nur N{3}-Proportionen, eine echte Teilmenge der ganzzahligen
Proportionen, deren Glieder in gekiirzter Darstellung nur die maximalen Prim-
faktoren 1, 2 oder 3 besitzen. Das Intervall, welches durch die N{5}-Proportion

(5:4) definiert ist und seit der Renaissance als reine Grofiterz bezeichnet wird, ist
deshalb in der altpythagoreischen Theorie nicht enthalten (vgl. 1.3).

Bereits die Pythagoreer erkennen, dass man die Tetraktys-Intervalle gemif3
Abbildung 5 auf dem Monochord iiber die N{3}-Progression (12:9:8:6) reali-

sieren kann. Fir beide Quarten sind in der Tat die Saitenldngenverhéltnisse
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gleich: 5 =%=3. Aber dennoch ist es ein grofer Vorzug von Abbildung 1 ge-
geniiber Abbildung 5, dass alle Quarten entsprechend der Grundidee des Trep-
penmodells als Strecken gleicher Lange sichtbar werden. Auf dem Monochord
werden dagegen gleiche musikalische Intervalle als unterschiedlich lange Stre-
cken sichtbar, weil die Saitenldngenverhéltnisse tibereinstimmen miissen.

12

Pe 1 1 - ®- 1 ® 1 1 1 1 1 ]
v T T hd hd T hd T T T T T 1
C F G c
anz-
Quarte ‘on Quarte
Abbildung 5

Man findet nur wenige gute Zeichnungen von Monochordteilungen fiir das
pythagoreische und spiter fiir das natiirliche System, weil solche Teilungen
durch endliche Zahlenfolgen oder Progressionen wesentlich priziser dargestellt
werden konnen. Am Beispiel der zur N{3}-Progression a = (12:9:8:6) geho-

renden Monochordteilung in Abbildung 5 kann man die traditionelle Schreib-
weise solcher Progressionen oder Mehrfachproportionen nachvollziehen, bei der
mit aufsteigender Tonhohe die Zahlen kleiner werden. Die grofte Zahl wird wie
bei einer Proportion als Gesamtldnge (tiefster Ton) interpretiert, und die anderen
Zahlen stellen die klingenden Saitenlédngen fiir die hoheren Tonstufen dar.

e) Aristoxenische und pythagoreische Theorie

Wie das Werk des Aristoxenos zeigt, hat die pythagoreische Form der mathema-
tischen Intervallbeschreibung im Saitenldngenmodell mit Hilfe von N{3}-

Proportionen in der Antike keine allgemeine Giiltigkeit erlangt. Vielmehr
stammt sie aus dem Umkreis pythagoreischer, platonischer und neuplatonischer
Philosophie, in welcher die Tetraktys als Schliissel zum Verstindnis der gesam-
ten Natur und des Kosmos betrachtet wird. Diese philosophischen Stromungen
sind durch ein auffallendes Misstrauen gegen die sinnliche Wahrnehmung und
gegen die Erfahrung geprigt, weil diese keine wahre Erkenntnis liefern konnen.
Die pythagoreische Polemik gegen Aristoxenos konzentriert sich deshalb
auf die zentrale Rolle, welche er bei der Theoriebildung der innermusikalischen
Erfahrung und damit der sinnlichen Wahrnehmung einrdumt. Pythagoreische
Musiktheorie will nach dem Muster einer mathematischen Disziplin ausschlief3-
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lich den légos oder die ratio zur theoretischen Konstruktion des Systems aus
der Tetraktys heranziehen. Schon in der sectio canonis, der ersten pythagorei-
schen Schrift, die zusammenhéngend erhalten ist und Euklid zugeschreiben
wird, inszeniert sie sich als mathematische Teildisziplin, und zwar als Teilge-
biet der Arithmetik. Das hat zur Folge, dass musiktheoretische Aussagen aus
dem Kreis der Pythagoreer in der gleichen Sprache und mit dem gleichen Wahr-
heitsanspruch formuliert werden wie mathematische Sétze.

Der neuplatonische Ptolemaios-Kommentator Porphyrios stellt eine Aus-
nahme dar, wenn er im dritten nachchristlichen Jahrhundert auf die Tatsache
verweist, dass die Aristoxener nicht weniger als die Pythagoreer auf Zahlen be-
ruhende Beweise verwenden". In der pythagoreischen Polemik wird sonst die
aristoxenische Theorie durchgehend als unwissenschaftlich und unmathematisch
disqualifiziert, weil sie mathematisch gesicherten Erkenntnissen widersprechen
wiirde. Das wird an der berithmten pythagoreischen Behauptung deutlich, dass
ein musikalischer Ganzton nicht in zwei gleiche Halbtone geteilt werden konne.
Der zugehorige Beweis demonstriert nur die Richtigkeit der arithmetischen Aus-
sage, dass die N{3}-Proportion (9:8) nicht in zwei gleiche N{3}-Proportionen
zerlegt werden kann. Die Unteilbarkeit des musikalischen Ganztons kann nur
dann als ,,bewiesen gelten, wenn man zwischen ganzzahligen Proportionen und
musikalischen Intervallen keinen Unterschied mehr machen will und sich ge-
danklich der Beschrankung auf das pythagoreische System unterwirft.

Die Erfahrungsfeindlichkeit und die auermusikalische Legitimation durch
das kosmische Prinzip der Tetraktys bedeuten auch, dass die Proportionen am
Monochord aus pythagoreischer Sicht nur hérbar demonstriert, aber nicht herge-
leitet werden diirfen. Daher handelt es sich um ein Missverstindnis, wenn die
pythagoreischen Operationen am Monochord als Experimente in modernem
Sinne interpretiert werden. Denn auch bei diesem Gerit, welches als Kanon be-
zeichnet wird, darf ein wahrer Pythagoreer die Sinneswahrnehmung nicht als
Richter akzeptieren.

Das Selbstverstédndnis als mathematische Wissenschaft impliziert schlieBlich
auch, dass es im schroffen Gegensatz zu der von Aristoxenos gelehrten Vielfalt
in der Theorie nur eine einzige richtige diatonische Skala geben kann, ndmlich
die nach Abbildung 4 gebildete Skala. Sie bleibt fiir 2000 Jahre praktisch unver-
dndert bestehen. Sie passt jedoch ebenfalls zur allgemeinen diatonischen Se-
quenz ...TsTTsTTTsTTs..., weil die Bildungsgesetze von Abbildung 3 ja auch
bei ihrer Konstruktion verwendet werden.

19 I. Diiring [Hrsg.], Porphyrius Kommentar zur Harmonielehre des Ptolemaios, Gote-
borg 1932, S. 4, Z. 3: ,,00y frtov yap tdv [TuBayopeinv kai oi Apiotofévelot Toic dié
AV ApOU®V xpdVTOL ATOdEIEETY.



16

2. Pythagoreisches System und Liniensystem

a) Das Liniensystem

Der Neuplatonismus wird im Gegensatz zu anderen antiken Traditionen relativ
bruchlos in die frithe christliche Theologie Westeuropas iibernommen. Die An-
bindung an die Theologie tiber die Vorstellung einer von Gott geschaffenen
Weltordnung verschafft der pythagoreischen Theorie eine historisch einmalige
Monopolstellung, und zwar in der Gestalt, wie sie von Boethius kodifiziert wor-
den ist, innerhalb des Quadriviums als Anwendungswissenschaft der Arithmetik.
Diese Einordnung betont ihren diskreten Charakter. Das Gebiet der kontinuierli-
chen GréBen wird von der Astronomie vertreten, welche deshalb im Quadrivium
der Geometrie zugeordnet ist.

Auch pythagoreische Theoretiker wechseln hiufig ins Treppenmodell, wenn
sie sich mit genuin musikalischen Fragen beschéftigen. Daher bleibt trotz der
pythagoreischen Polemik das aristoxenische Treppenmodell zu jeder Zeit im
Hintergrund présent. Das zeigt sich im hohen Mittelalter in der Einfithrung des
Liniensystems durch Guido von Arezzo. Der erstaunliche Erfolg dieser auf die
musikalische Praxis und Didaktik ausgerichtet Notationsform beruht im Kern
darauf, dass musikalische Intervalle durch vertikale Positionsunterschiede sicht-
bar gemacht werden, wobei im Grundsatz gleichgrole Abstdnde gleichgroflen
Intervallen entsprechen. Das erkennt man an den damals neu gebildeten Inter-
vallbezeichnungen, welche allméhlich die antiken Bezeichnungen ablosen und
bis heute unverédndert benutzt werden. Durch einfaches Abzdhlen der Linien und
Zwischenrdume konnen Intervalle im Liniensystem primér durch einfache Ordi-
nalzahlen benannt werden, und zwar auf dem Kontinent tiberwiegend mit latei-
nischen, in England dagegen mit englischen Ordinalzahlen. Von der ersten Posi-
tion, welche den Grundton enthilt, definiert zum Beispiel jeweils die vierte Po-
sition (quarta bzw. fourth) das musikalische Intervall der Quarte, unabhéngig
davon, in welchem Bereich der Skala man sich befindet (Abbildung 6). Man
vergleiche damit die unterschiedlich langen Strecken fiir die Quarten C—F und
G—c in Abbildung 5.

< Quarte

Abbildung 6
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Um die unterschiedlichen Positionen auf und zwischen den Linien andeuten
zu konnen und um gleichzeitig die Oktavgliederung der Skala auf einfache Wei-
se bewusst zu machen, werden die sieben diatonischen Stufen in jeder Oktave
mit den Buchstaben 4, ..., G benannt. Unterschiedliche Oktaven werden durch
unterschiedliche Schreibweisen der Buchstaben kenntlich gemacht. Einen Ab-
schnitt der Skala, der eine vollstindige Oktave umfasst, bezeichnen wir als Ba-
sisoktave. Alle Stufen der Gesamtskala entstehen dann durch Oktavierung aus
den Stufen der Basisoktave, daher wird die Basisoktave in der Regel in den un-
teren Bereich der Skala gelegt. Die Schliisselsymbole fiir die Grundstufen C, F
und G legen den Zusammenhang zwischen Positionsbuchstabe und Position in
den Linien fest (vgl. Abbildung 31).

Die Notation im Liniensystem setzt sich schnell durch. Seit dieser Zeit spielt
das Saitenldngenmodell mit seinem Proportionenkalkiil selbst bei tiberzeugten
Anhidngern des pythagoreischen Systems nur noch dann eine Rolle, wenn die
musikalische Skalenbildung als solche theoretisch und rechnerisch diskutiert
wird, oder wenn in der musica mundana und in der musica humana harmonische
Spekulationen angestellt werden. Bei konkreten Fragen der musica instrumen-
talis, die sich nicht auf die rechnerische Analyse von Intervallen und Skalen be-
ziehen, begeben sich auch pythagoreische Theoretiker mit der Verwendung des
Liniensystems argumentativ sehr schnell in das Treppenmodell.

Das Liniensystem suggeriert allerdings sieben gleichgro3e Tonschritte in ei-
ner Oktave, obwohl innerhalb einer diatonischen Struktur pro Oktave zwei
Halbt6ne s und fiinf Ganztone T auftreten miissen. Bei Sekunden, Terzen, Sex-
ten und Septimen muss daher in Wirklichkeit zwischen einer grofen und einer
kleinen Teilklasse unterschieden werden, wenn man ihre Zusammensetzung aus
Halb- und Ganztonen beachtet (Abbildung 7). Kleine oder verminderte Quinten
und groBe oder iibermédfige Quarten bilden wegen 2s = T eine gemeinsame
Klasse, die man heute nach der iiberméBigen Quarte 77T als Tritonus bezeich-
net. Deshalb kénnen die Begriffe Quinte und Quarte weiterhin ohne Zusatz ver-
wendet werden. Die Nummer der Klasse entspricht der Anzahl der Halbtone.

Reguldre diatonische Intervallklassen
Prime| Sekunde Terz Quarte Quinte Sexte Septime Oktave
klein | grop | klein | grof tiberméifig | vermindert \ klein grof klein groff
- —
“:‘il," “.:,’:,z : Tritonus
1 - | II+ | III- | III+ v IV+ V- \4 VI- VI+ VII- | VII+ VIII
int. 0 s T T+s | 2T 2T+s 3r 2T+2s 3T+s 3T+2s | 4T+s | 4T+2s | ST+s 5T+2s
diff. 0 34-5B |2B-A4 |24-3B|4B 24| A-B | 6B-34 44- 6B B 34—4B | 3B—A4 | 24-2B | 5B-24 A
N
Nr. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Abbildung 7
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Man kann leicht verifizieren, dass die antike regulére diatonische Struktur in
Abbildung 3, welche sich noch nicht auf das Liniensystem bezieht, dennoch zu
den neuen diatonischen Intervallklassen in Abbildung 7 passt, die erst im
Liniensystem verstindlich werden. Mit der Entwicklung von Tasteninstrumen-
ten gewinnen zwolfstufige Skalen an Bedeutung, die aus jeder diatonischen In-
tervallklasse genau ein Intervall enthalten. Die weilen Haupttasten der Nor-
maltastatur werden dabei mit den gleichen Buchstaben bezeichnet wie die zuge-
horigen diatonischen Stufen im Liniensystem. Eine zwolfstufige Skala, die fiir
jede diatonische Intervallklasse genau eine Stufe enthilt, wird daher auch als
Stimmung bezeichnet, weil die Stufen den Tasten der Normaltastatur zugeord-
net werden konnen (vgl. 1.5 und Abbildung 21).

b) Solmisation und die Lage der Halbtonschritte

Weder das Liniensystem in seiner urspriinglichen Gestalt noch die Buchsta-
bennotation machen die Stellen kenntlich, an denen Halbtone liegen. Fiir den
Anfanger, der das Singen erst lernen soll, filhrt Guido deshalb zusétzlich die
Solmisation ein, die bis ins 18. Jahrhundert als Ergénzung der Buchstabenbe-
zeichnung verwendet wird. Sie beruht auf der mnemotechnischen Einiibung ei-
ner Teilskala aus fiinf Intervallen, bei der in der Mitte zwischen vier Ganzton-
schritten ein Halbtonschritt liegt. Jeder Anféinger muss diese Skala, welche eine
groBe Sexte oder — in antikisierender Ausdrucksweise — ein Hexachord durch-
schreitet, zu Beginn auswendig singen koénnen. Guido bezeichnet die Hexa-
chord-Stufen mit den sechs Silben ut, re, mi, fa, sol und la, sodass der Halb-
tonschritt in der Mitte durch die Silbenfolge mi-fa erfasst wird (Abbildung 8).

re miAfa sol la
Jr)r|s|r]r].

Abbildung 8

Dieses Hexachord kann nun auf verschiedenen Schliisselstufen aufgebaut
werden. Ausgangspunkt ist das Hexachordum naturale, das auf dem Schliissel u¢
= C aufgebaut wird und den Halbton zwischen E und F fixiert. In einer Oktave
bleibt die Struktur der kleine Terz zwischen 4 und C zu kléren. Man muss zum
natiirlichen mindestens ein weiteres Hexachord hinzufiigen, um alle Stufen zu
erfassen. Mit dem Hexachordum durum, welches auf dem Schliissel uf = G auf-
gebaut ist, wird die kleine Terz zwischen 4 und C so aufgeteilt, dass der Halb-
tonschritt unmittelbar vor der Stufe C liegt. Das Hexachordum molle mit dem
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Schliissel ut = F' verlegt dagegen den Halbton hinter 4, so dass vor C ein Ganz-
tonschritt liegt (Abbildung 9).

So entstehen zwei gegeneinander verschobene diatonische Sequenzen, die
an der Schreibweise der Stufe B zwischen 4 und C unterschieden werden kon-
nen. Zum Hexachordum molle gehort das weiche B, welches in der abgerunde-
ten Gestalt b geschrieben wird, zum Hexachordum durum das harte B, welches

zuerst in der Form § und schlielich im deutschen Sprachraum als A geschrieben

wird.
H. durum H. durum

_' I ] I - - 1 —
i @ re mi| fa sol la :
H_naturale H_naturale H. hatumle

EA ut re mlAfa sol la | EA
EESARARAN FITTs I LTI T I [T s 7]
E F G A BH d o d ¢ f g
| s |r|r|s |7 T|T|s T|s|T| | 7| s | 7| .

l Y | ut re. miYfa sol lla I
H. molle H. molle
Abbildung 9

Seit Guido von Arezzo findet man zahlreiche Darstellungen wie in Abbil-
dung 9, allerdings fast immer in vertikaler Anordnung nach dem Liniensystem
wie in Abbildung 10. Alle Hexachorde erscheinen in diesen Skizzen als gleich-
lange Strecken: die Verschiebung der Hexachorde ist nur im Treppenmodell
versténdlich

Natiirlich gibt es in der musikalischen Wirklichkeit nur eine endlich be-
grenzte Skala, welche im Mittelalter zehn Linien mit zwanzig Positionen um-
fasst (scala decemlinealis). Die vollstindigen Stufenbezeichnungen setzen sich
aus dem Tonbuchstaben und den Silben der beteiligten Hexachorde zusammen;
so spricht man von a la mi re statt dem einfachen a (Abbildung 10). Dieses
komplizierte Benennungssystem hat sich bis in die Zeiten Newtons gehalten.

Die Varianten der Stufe b werden als b mi und b fa unterschiedlich benannt.
Aus didaktischen Griinden werden die vollstindigen Stufenbezeichnungen von
Guido in Spiralform auf einer Handfldche angeordnet. Sie kénnen beim Singen
mit der anderen Hand jederzeit angezeigt werden. Man spricht deshalb auch von
der Hand (manus guidonis), wenn man die traditionelle Solmisation meint.

Die Methode der Hexachord-Solmisation wird bis zur Renaissance offenbar
mit Erfolg verwendet. Aber in der Barockmusik kénnen mit der vermehrten
Verwendung der Vorzeichen Ganz- und Halbtonschritte iiberall im Liniensystem
auftauchen, und das gedankliche Verschieben von Hexachorden zur Lokalisie-
rung eines Halbtons wird damit zu einer schwierigen Aktion. Im Laufe des 17.
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Jahrhunderts wird die Solmisation deshalb hinsichtlich ihrer pddagogischen
Brauchbarkeit zunehmend kritischer gesehen und verliert schlieBlich in der Mit-
te des 18. Jahrhunderts ihre zentrale Bedeutung.

Solmisation und Liniensystem in der scala decemlinealis

. X Scala Modernes Liniensystem
Stufenbezeichnung mit Hexachorden . L -

——t—
ee la 20 o2
L — o L
dd la | sol 19 hd
| L] |
ce sol| fa 18 I
— — —sIT 1
L fa L lris [ b
aa la | mi| re 16 a'
[ LT L=
g sol| re | ut 15 g
L= I LT L= |
f fafut| ! 14 f'
L 5 L] L
e la|mi| ]—3 13 ¢!
L T = L1 T L
d la|sol| re| § 12 d'
L = Lot 1<
c sol| fa | ut 6 F 11 ¢!
L - F—s|T =
b mi L 10 h
L | fa| g L lts [ 0]
al——la|mi|re| § 5 F 9 a
L = L]t L
G 1 t 8 G
|G| solf re | ut | 18] |G| ®
F——fafut| 7 4 7 F
— R °
E la|mi| T 3§ 6 E
— =2 £ LT I
D sol|re| £ 3 F 5 D
L = Lo L
C fa | ut 4 C
L Ll s L
B — mi 2 F 3 H
L L= 1 -
A e 2 A
L L]t L
T out = 1 F 1 G
L < L]
£

H. durum Hl =

Platz (gradus)

Abbildung 10

Am Beginn des 17. Jahrhunderts werden vielfiltige Versuche unternom-
men, innerhalb der Solmisation die diatonische Struktur nicht mehr tiber das
Hexachord, sondern iiber die Gliederung der ganzen Oktave zu beschreiben.
Leibniz wendet bereits 1666 kombinatorisches Rechnen auch auf die Solmisati-
onssilben an®. Er erwihnt dabei, dass Erycius Puteanus zu Beginn des 17. Jahr-
hunderts vorgeschlagen hat, durch die Einfithrung einer weiteren Silbe Bi fiir

20 Leibniz: Dissertatio de Arte Combinatoria 1666; A VI, 1, S. 218, Punkt 4.
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den Tonbuchstaben B die Zahl der Tonsilben an die Zahl der Tonbuchstaben
anzupassen und auf die Hexachordlehre zu verzichten®'. Puteanus stellt die sie-
ben neuen Silben fiir die Solmisation der ganzen Oktave kindgerecht im Trep-
penmodell als sieben Speichen eines Rades dar (Abbildung 11), wobei er 4 statt
T und B statt s verwendet. Wenn die Speichen hervorragen, siecht man beim Ab-

rollen im Sand die diatonischen Sequenz ...T77T sTTsTTTsITs..., die daher
IR T S

auch in dem Kreisdiagramm der Abbildung 11 gut zu identifizieren ist.

INTENTIO.

REMissio.
Spatium A Tonum: B Hemitonium significat.

Abbildung 11

Einflussreiche kontinentale Theoretiker wie Calvisius und Lippius empfeh-
len fiir diese neue Art der Oktavsolmisation vollig neue Silben wie etwa Bo ce di
ga lo ma ni. Dies hat zu der Bezeichnung Bocedisation fiir diese neue sieben-
oder achtsilbige hexachordfreie Art der Solmisation gefiihrt.

In England gewinnt dagegen eine viersilbige Oktavsolmisation viele Anhé-
nger”, darunter auch John Wallis und Isaac Newton (vgl. IL4 und III.2.a).
Christopher Simpson schreibt 1667, dass von den sechs alten Solmisationssilben
nur vier notwendig sind®: ,,Die anderen beiden, Ut und Re sind iiberfliissig, und

21 Puteanus 1602. In LBr 390 Bl. 88v wird Puteanus mit seinem Aufsatz ebenfalls
erwihnt. Das Diagramm in Abbildung 11 befindet sich in der Musathena (Puteanus
1602) auf S. 76 und gehort zu dem im Titel genannten Dialog Iter Nonianum, in wel-
chem Puteanus eine piddagogische Kurzfassung seiner neuen Solmisationslehre
vorstellt.

22 Zur besonderen Solmisation in England siehe Barnett 2002, S. 435-441.

23 Simpson 1667a, S. 5: ,,The other two, Ut and Re, are superfluous, and therefore laid
aside by most Modern Teachers.*
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werden daher von den meisten modernen Lehrern weggelassen.” Die Oktave
wird in sieben Schritten durch die Folge fa sol la mi fa sol la erfasst, wobei unter
fa immer ein Halbtonschritt liegt (vgl. Abbildung 41). Fiir die verschiedenen
Tonarten muss je nach Schliissel und Schliisselvorzeichen nur die Zuordnung
von mi angegeben werden®”.

Der Nutzen der Oktavsolmisation oder der Bocedisation hat sich unabhéngig
von ihrer Ausgestaltung jedoch langfristig nicht als besonders gro3 erwiesen,
denn sie bewirkt letztlich die Parallelisierung der Tonbuchstaben mit den Ton-
silben. Das hat bereits Kepler erkannt®. Deswegen fillt diese unnétige Doppe-
lung ebenso wie die veraltete Hexachord-Solmisation in der Musiktheorie
schlieBlich weg. Im deutschsprachigen Mitteleuropa und in England benutzt
man heute Tonbuchstaben, in den anderen Lindern meist die Solmisationssil-
ben. Newton und Leibniz setzen sich jedoch noch intensiv mit beiden Benen-
nungsverfahren auseinander.

¢) Quinterzeugung pythagoreischer Skalen

Pythagoreische Skalen werden seit der Antike als Mehrfachproportionen oder
Progressionen von ganzen Zahlen aus N{3} dargestellt. Da der pythagoreische

Ganzton als Differenz von Quinte und Quarte und das Limma als Differenz von
Quarte und Doppelganzton definiert ist, kann letztlich jede Stufe innerhalb der
Oktavproportion (2:1) durch eine Folge von Quint- und Quartschritten sowie
durch Oktavreduktionen gefunden werden.

Michael Stifel hat in seiner arithmetica integra™ von 1544 einen Algorith-
mus angegeben, wie man mit einer solchen Folge von Progressionen die Oktave

24 Simpson 1667a, S. 6: ,,A rule for placing of Mi“. Ohne Vorzeichen: mi— H, ein b: mi
—E, zwei b: mi —A usw.

25 Kepler 1619, Lib. III, Cap. X, S. 57. ,,Itaque videat Belga ille, qui pro sex septem fecit,

Bo, ce, di, ga, lo, ma, ni, quod ex hoc augmento lucrum habeat; Nam si censuit, voces
usurpandas aequali numero cum chordis unius octavae, ... quid quaeso desiderat in li-
teris a. b. ¢. d. e. f. g. jam dudum in hunc usum receptis?“
,Daher mag jener Belgier —der anstelle von sechs die sieben Silben Bo, ce, di, ga, lo,
ma, ni gemacht hat — sehen, welchen Vorteil er aus dieser Vermehrung gewonnen hat.
Denn wenn er geglaubt hat, man miisse Silben in gleicher Anzahl mit den Stufen in
der Oktave annehmen ..., was will er dann, frage ich, mit den Buchstaben a. b. c. d. e.
f. g, die schon seit langem fiir diesen Zweck verwendet worden sind?* (vgl. Caspar
1939, S. 143-144).

26 Stifel 1544, Lib. I, Cap. IX, S. 70r — 75r. Eberhard Knobloch und Otto Schénberger
haben eine Ubersetzung angefertigt (Michael Stifel, Vollstindiger Lehrgang der
Arithmetik, Wiirzburg 2007, S. 119-127). Stifels Algorithmus wird hundert Jahre spi-



