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Vorbemerkung 

Es gibt zahlreiche Bücher, die sich mit statistischen Auswertungsmethoden, speziell 
der Varianz- und der Regressionsanalyse beschäftigen. Die Bücher unterstellen unter-
schiedlich viel Vorwissen und haben jeweils eigene Ausrichtungen. Das gilt auch für 
den vorliegenden Text. Die ersten beiden Kapitel geben eine recht knappe Einfüh-
rung in die wesentlichen Aspekte der Datenanalyse und statistischen Schlussweisen. 
In den folgenden Kapiteln wird sukzessive von einfacheren Fragestellungen zu kom-
plexeren fortgeschritten; Gliederungsmerkmal sind die Anzahlen von Stichproben: 
eine, zwei, mehrere Stichproben und dann komplizierter strukturierte Stichproben. 
Im Laufe dieses Fortschreitens werden die Methoden vorgestellt. Daher reichen die 
beiden ersten Kapitel als Einstieg sicherlich aus. Allerdings wäre es ideal, wenn die 
Nutzerin bzw. der Nutzer bereits über Vorkenntnisse in Statistik verfügen würde. 
Dann könnte sie/er das erste Kapitel als Wiederholung lesen und das Hauptgewicht 
auf die anwendungsorientierten Aspekte legen. 

Gerade bei der Varianz- und der Regressionsanalyse bildet die Normalverteilungsan-
nahme den Standardzugang zu statistischen Auswertungen. Das kommt in dem "ge-
flügelten Wort", dessen Ursprung nicht mehr ganz klar ist, zum Ausdruck: 

Die Mathematiker glauben an die Normalverteilung, weil sie sie für ein 
Naturgesetz halten. 
Die Naturwissenschaftler glauben an die Normalverteilung, weil sie sie 
für eine mathematisch bewiesene Tatsache halten. 

Die Bedeutung der Normalverteilungstheorie beruht sicher auch darauf, dass für die 
Normalverteilung die ausgereifteste Theorie vorliegt, vor allem bei Problemen, die 
komplizierter strukturiert sind. Zudem sind Lösungsansätze für Probleme mit nicht-
normalverteilten Stichproben vielfach aus Übertragungen der Normalverteilungstheo-
rie entwickelt worden. Dabei ist die Unterstellung der Normalverteilung erst einmal 
der 'normale' Zugang. Wenn die Randbedingungen es zulassen, wird man ihn wäh-
len. Ob er adäquat ist, sollte bei jeder konkreten Anwendung überprüft werden. Im 
Bedarfsfall sind auf schwächeren Voraussetzungen beruhende Methoden zu wählen. 
Gerade in jüngster Zeit sind hier im Bereich der nichtparametrischen Datenanalyse 
Fortschritte zu verzeichnen, die für die Varianzanalyse einen geschlossenen Auswer-
tungs- und Interpretationsrahmen eröffnet. 

Diese Vorstellung hat zu folgender Strukturierung der Kapitel geführt: 

Methoden, die auf der Normalverteilung basieren; 
Konsequenzen von Verletzungen der Annahmen; 
Alternativen. 

Ein weiteres Bestimmungskriterium für diesen Text ist nicht zuletzt die Erkenntnis, 
dass nur das aktive Arbeiten dazu befähigt, Statistik zu lernen. Dies wird auch un-
terstützt durch die lernpsychologische Forschung, nach der Untersuchungen1 gezeigt 
haben, dass der Mensch 

^ZHD (1998,1999), zitiert nach: PD Dr. Nicole J. Saarn: Einführung in die Statistik. 
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• 10 % von dem behält, was er nur liest 

• 20 % von dem, was er nur hört, 

• 30 % von dem, was er nur beobachtet, 

• 50 % von dem, was er hört und sieht, 

• 70 % von dem, was er selber sagt, 

• 90 % von dem, was er selber tut. 

Die zahlreichen, auf realen Daten basierenden Beispiele können dementsprechend 
zwar als Muster dienen, sie können eigenständige Durchführung von Auswertungen 
nicht ersetzen. Da hierfür ein statistisches Auswertungspaket unerlässlich ist, wur-
de in der Vorstellung und Diskussion der Methoden auch ihre Umsetzung in die 
Statistik-Umgebung R integriert. R ist eine Umgebung, die über zahlreiche Funk-
tionen zur statistischen Auswertung und zur grafischen Darstellung verfügt. Sie 
kann kostenfrei aus dem Internet heruntergeladen werden. Zugleich ist R selbst eine 
Programmiersprache. Der Standardset an Funktionen kann daher selbst weiterent-
wickelt werden. Es gibt eine große Anwendergemeinde, aus deren Reihe zahlreiche 
Ergänzungen geliefert werden. Das macht R zusätzlich attraktiv. Zudem ist R ein 
Dialekt der Programmiersprache S, dessen kommerzielle Variante S-Plus ebenfalls 
weit verbreitet ist. Zu S-Plus gibt es eine umfangreiche Literatur, die auch für R 
weitgehend ohne Änderungen verwendet werden kann. 

Auf der anderen Seite ist R nicht ganz einfach zu erlernen. Dagegen gibt es zweierlei 
Therapien. Die eine, hier gewählte, verfolgt das Verabreichen in kleinen Dosen. Dazu 
werden im Text kleinere Auswertungen beispielhaft präsentiert. Eine Liste der Aus-
wertungsprogramme findet sich am Ende des Buches. Im letzten Kapitel wird zudem 
eine Einführung in R gegeben. Nach dem Durcharbeiten des ganzen Buches sollte 
dann also der Einstieg geschafft sein. Um das eigene Arbeiten zu unterstützen sind 
die Datensätze sowie die Auswertungsprogramme auf meiner Homepage abgelegt. 
Der Link dahin ist: 

http://www.rrz.uni-hamburg.de/IfStOek/indexSta.htm . 

Um den zweiten Therapieansatz wenigstens zu benennen: Er besteht in der Schaf-
fung einer Oberfläche, die es erlaubt, einfacher mit R umzugehen. Dies wurde im 
Rahmen des durch das BMBF geförderten Projektes 'Neue Statistik' realisiert. Zu 
dem Ergebnis, dem Statistik-Labor, gelangt man über die URL 

http://www.statistiklabor.de . 

Viel verdankt dieser Text dem Buch von Miller (1996). Dass er überhaupt geschrie-
ben wurde, hängt damit zusammen, dass Millers Buch 1986 abgeschlossen wurde 
und schon daher viele neue Entwicklungen nicht mehr enthält. Zudem gibt es dort 
keine oder nur geringe Hintergrundinformationen zu den Methoden. Diese werden 
hier in hoffentlich adäquatem Umfang berücksichtigt. Denn ohne eine gute Basis 
kann kaum eine vernünftige Anwendung erreicht werden. 
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Wie üblich haben im Hintergrund zahlreiche Heinzelpersonen das Ihre zum Ent-
stehen dieses Buches beigetragen. Ihnen allen möchte ich Dank sagen. Zuerst den 
Studierenden, die in mehreren Kursen die Erprobung des Textes aushalten mussten. 
Uber den Einsatz in der Lehre ist speziell die endgültige Struktur gefunden worden. 
Dann haben Jesco Heide und Patrick Paulat gründlich Korrektur gelesen und Ver-
besserungsvorschläge gemacht. Ein ganz herzlicher Dank geht an Jörg Kaufmann. Er 
hat mir sein Manuskript 'Multiple Vergleiche bei ungleichen Stichprobenumfängen' 
zur Verfügung gestellt. Der Text hat davon wesentlich profitiert. 
Weiterhin wäre das Buch nicht möglich gewesen ohne die Arbeit des M^K- und des 
R-Teams. Beide Teams arbeiten ehrenamtlich; ihre Arbeit kann nicht hoch genug 
eingeschätzt werden. Ihnen gilt mein besonderer Dank. 

Rainer Schlittgen 
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Kapitel 1 

Empirische und theoretische 
Verteilungen 

1 Explorative Datenanalyse 

1.1 Daten 

Ein Datensatz besteht aus den Angaben zu einer oder mehreren Merkmalen oder 
(statistischen) Variablen, die durch wiederholte Beobachtung gewonnen wurden. Bei 
univariaten Daten, d. h. wenn nur eine einzelne Variable beobachtet wird, reicht es, 
die beobachteten Werte hintereinander aufzuführen. 

Beisp ie l 1.1 ( D i s p l a y a n g e b o t ) 
Ein Supermarkt untersucht die Auswirkung eines Displayangebotes auf den Umsatz 
von Produkten, siehe Büning u. a. (1981). Für n = 80 Produkte wurde während 
eines festen Angebotszeitraumes jeweils der Quotient 

Umsatz im Displayangebot . 
^v Umsatz im regulären Regalangebot 

betrachtet . Die Daten sind: 

1.20 0.89 0.88 0.80 1.36 0.99 1.05 0.83 1.38 1.10 1.08 0.88 
1.40 1.14 1.15 1.00 1.41 1.25 1.20 1.05 1.46 1.33 1.28 1.07 
1.55 1.36 1.36 1.09 1.86 1.39 1.43 1.15 1.89 1.61 1.50 1.22 
1.99 1.65 1.55 1.32 2.24 1.80 1.63 1.34 2.33 1.80 1.75 1.34 
2.40 1.80 1.77 1.35 2.55 1.89 1.78 1.36 5.06 1.90 1.94 1.39 
7.87 2.06 2.10 1.40 10.48 2.23 2.19 1.46 2.37 5.32 1.46 3.65 
1.53 1.54 1.60 1.63 1.70 1.80 4.50 6.18 

Besteht jede Beobachtung aus mehreren Werten, so werden die Daten als Datenma-
trix Y organisiert. Deren Spalten sind durch die Variablen Yi,...,Yp gegeben, und 
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die Zeilen durch die Beobachtungswiederholungen, Objekte bzw. Subjekte 0 \ , . . . , 0 n . 

Die Beobachtungen zu einer Variablen werden also stets untereinander geschrieben. 

Yj V2 ... Yj ... Yp 

01 / 2/11 yu ••• yij ... yiP \ 

02 2/21 2/22 • • • 2/2 j ••• 2/2 p 

Oy Vvl Vv2 • • • Vvj • • • Dvp 

On \ 2 / n l Un'l ••• Vnj ••• Vnp j 

Von einem Datensatz wird gesprochen, wenn zusätzlich zu den Werten der Variablen 
noch die Angaben zu den Variablen vorliegen und u.U. auch Bezeichnungen der 
Beobachtungen. Letztere werden oft als Labels bezeichnet. 
Beispiel 1.2 (Firmenbewertung) 
Im November 2001 veröffentlichte die Zeitschrift 'DMEuro' folgende Ergebnisse aus 
einer europäischen Studie, in der Firmen nach verschiedenen Kennziffern bewer-
tet wurden. Hier stellen die Firmen die Beobachtungswiederholungen dar und die 
Kennziffern die Variablen bzw. Merkmale; als Labels wären die Firmennamen selbst 
vorstellbar. 

Land : Hauptsitz der Firma 
Inter : Internationalst (gemessen als außereuropäischer Umsatzanteil in Pro-

zent) 
Finanz : Finanzkraft (gemessen in Eigenkapitalquote in Prozent) 
Inno : Innovationsfähigkeit (gemessen in durchschnittlichen Patenten der ver-

gangenen Jahre) 
Marke : Markenstärke (Kennzahl gemäß Fortune-Ranking) 
Gesamt : Gesamtbewertung in der Studie 

In der folgenden Form sind die Daten als Datei im ASCII-Format abgelegt: 

Land Inter Finanz Inno Marke Gesamt 
D 45 30. ,2 3678 6. ,23 100 
GB 64 51. ,0 90 7. ,63 96 
NL 55 55. ,4 1048 5. ,85 95 
CH 67 44. .1 121 7. ,64 93 
GB 54 49. .2 228 7. .70 91 
D 65 20. .4 1239 6, .48 83 
D 44 33. .8 926 6. ,96 80 
F 36 36. ,5 563 6. ,94 72 
F 46 34. .6 37 6. .50 72 
NL 58 14. .6 320 6. .82 69 
D 40 24, .5 182 5. .72 61 
E 35 29. .6 9 5. .74 60 
D 31 13. .5 750 6. .40 58 
D 42 co

 

.1 540 5. .62 57 
I 23 36, .7 55 5, .45 57 
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F 33 18.8 234 5.23 52 
D 22 14.8 11 5.66 44 
I 27 13.5 122 4.35 41 
F 9 21.6 197 4.97 40 
D 25 26.4 280 0.00 31 

R-Code 1.1 (Eingeben und -lesen, Anzeigen und Speichern von Daten) 

y < - c ( 1 . 2 0 , 0 . 8 9 , 0 . 8 8 , 0 . 8 0 , 1 . 3 6 , 0 . 9 9 , 1 . 0 5 , 0 . 8 3 , 1 . 3 8 , 1 . 1 0 , 1 . 0 8 , 0 . 8 8 , 
1 . 4 0 , 1 . 1 4 , 1 . 1 5 , 1 . 0 0 , 1 . 4 1 , 1 . 2 5 , 1 . 2 0 , 1 . 0 5 , 1 . 4 6 , 1 . 3 3 , 1 . 2 8 , 1 . 0 7 , 1 . 5 5 , 
1 . 3 6 , 1 . 3 6 , 1 . 0 9 , 1 . 8 6 , 1 . 3 9 , 1 . 4 3 , 1 . 1 5 , 1 . 8 9 , 1 . 6 1 , 1 . 5 0 , 1 . 2 2 , 1 . 9 9 , 1 . 6 5 , 
1 . 5 5 , 1 . 3 2 , 2 . 2 4 , 1 . 8 0 , 1 . 6 3 , 1 . 3 4 , 2 . 3 3 , 1 . 8 0 , 1 . 7 5 , 1 . 3 4 , 2 . 4 0 , 1 . 8 0 , 1 . 7 7 , 
1 . 3 5 , 2 . 5 5 , 1 . 8 9 , 1 . 7 8 , 1 . 3 6 , 5 . 0 6 , 1 . 9 0 , 1 . 9 4 , 1 . 3 9 , 7 . 8 7 , 2 . 0 6 , 2 . 1 0 , 1 . 4 0 , 
1 0 . 4 8 , 2 . 2 3 , 2 . 1 9 , 1 . 4 6 , 2 . 3 7 , 5 . 3 2 , 1 . 4 6 , 3 . 6 5 , 1 . 5 3 , 1 . 5 4 , 1 . 6 0 , 1 . 6 3 , 1 . 7 0 , 
1 . 8 0 , 4 . 5 0 , 6 . 1 8 ) 
y <- scanO'c : W d a t e n W d i s p l a y . t x t " ) 
s a v e ( y , f i l e = " c : / d a t e n / d i s p l a y . R D a t a " ) 
l o a d ( " c : / d a t e n / d i s p l a y . R D a t a " ) 
f i rmen <- r e a d . t a b l e O ' c : / d a t e n / f i r m e n 2 0 0 1 . d a t " , h e a d e r = T R U E ) 

Bei den ersten Zeilen des Codes geht es um 
einen univariaten Datensatz. In der ersten 
Zeile werden die Daten mittels der Punkti-
on c direkt eingegeben. 
Dann wird unterstellt, dass die Displayda-
ten in der ASCII-Datei 'display.txt' gespei-
chert sind. Die einzelnen Werte sind durch 
Leerzeichen bzw. Zeilenumbrüche vonein-
ander getrennt. Durch scan werden sie 
hintereinander eingelesen. Zu beachten ist, 
dass der Backslash (\) innerhalb der An-
führungsstriche doppelt vorkommen muss. 
Stattdessen kann bei der Pfadangabe auch 
ein einzelner Schrägstrich (/) eingegeben 
werden. (Dies hat seinen Hintergrund im 
UNIX-Betriebssystem; es funktioniert aber 
auch unter Windows.) 
Der eingelesene Datenvektor wird mit <-
(zusammengesetzt aus < und -) der Variab-
len y zugewiesen. Der Inhalt von y wird 
durch Aufruf des Namens bzw. durch 
p r in t (y) angefordert, angegeben. Wie vie-
le der Daten bei der Ausgabe jeweils auf 
eine Zeile geschrieben werden, ist dyna-
misch und hängt von der Breite des R-

Konsolenfensters ab. 
Die Daten können mit der Variablenbe-
zeichnung als R-Datensatz gespeichert wer-
den. Die Dateierweiterung RData ist obli-
gatorisch; wird kein absoluter Pfad angege-
ben, so wird die Datei im aktuellen Arbeits-
verzeichnis angelegt. 
In einer späteren Sitzung erhält man dann 
die Variable y mit den darin gespeicherten 
Werten durch den load-Befehl zurück. 
Mit den letzten beiden Zeilen wird ein Da-
tensatz eingelesen und angezeigt. Die Daten 
sind in einer ASCII-Datei gespeichert. Die 
Werte sind spaltenweise angeordnet und 
durch Leerzeichen voneinander getrennt. 
Das Einlesen erfolgt durch den Aufruf von 
read . tab le . Es wird header=TRUE gesetzt, 
weil in der ersten Zeile der Datei die Va-
riablennamen angegeben sind. Andernfalls 
müsste header=FALSE angegeben werden. 
Die Anzeige, die auch einfach mit dem Auf-
ruf firmen erfolgen kann, hat dann die in 
Tabelle des Beispiels 1.2 angegebene Ge-
stalt, nur dass vorne eine Spalte mit fortlau-
fender Nummerierung hinzugefügt wird. 
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1.2 Darstellung der Daten 

Bei der Datenaufbereitung erlauben Grafiken, einen ersten Gesamtüberblick über 
die Daten zu erhalten. 

Die einfachste Darstellungsweise für univariate Daten bilden Stabdiagramme. Hier 
wird über jedem beobachteten Wert ein senkrechte Linie gezeichnet, deren Höhe die 
Häufigkeit repräsentiert, mit der dieser Wert im Datensatz auftr i t t . Meist werden 
Stabdiagramme für diskrete Variablen gezeichnet, d.h. wenn es nur wenige unter-
schiedliche Beobachtungswerte gibt. Aber auch bei so genannten stetigen Variablen, 
bei denen im Prinzip jeder Wert aus einem Intervall möglich ist, ist diese Darstel-
lungsform sinnvoll. 

Bei stetigen Variablen können die als Dezimalzahlen vorliegenden Beobachtungen 
zunächst halbgrafisch in Form eines Stem-and-Leaf-Diagramms dargestellt werden. 
Dazu wird die jeweils führende Ziffer eines Beobachtungswertes (der Stamm) links 
von einem senkrechten Strich aufgetragen und die nachfolgende zweite rechts davon 
(ein Blatt) . Weitere Ziffern werden vernachlässigt. Die 'Blätter ' werden zeilenweise 
aufsteigend geordnet. Nicht vorhandene nachfolgende Ziffern dürfen nicht zu einer 
Verkürzung des Stammes führen; ggf. entsteht rechts einfach eine Lücke. 

Modifikationen sind leicht möglich. Eine davon ist die Aufteilung der führenden 
Ziffer auf zwei bzw. fünf oder zehn Zeilen. Diese möglichen Aufteilungen ergeben 
sich daraus, dass für jede Zeile stets die gleiche Anzahl von zweiten Ziffern möglich 
sein muss, um eine systematische Verzerrung der Darstellung auszuschließen. 

Untersuchungen aus dem Bereich der Wahrnehmungspsychologie haben zu der fol-
genden Empfehlung für die Anzahl der Zeilen geführt. Dabei ist zu berücksichtigen, 
dass eine eventuell nicht besetzte Zeile nicht einfach weggelassen werden darf: 

Anzahl der Zeilen im Stem-and-Leaf-Diagramm ~ 10 • log10(n). (1.1) 

Beispiel 1.3 (Displayangebot - Fortsetzung) 
Die Displaydaten des Beispiels 1.1 führen zu dem in der Abbildung 1.1 wiedergege-
benen, mit dem Programm R erzeugten Stem-and-Leaf-Diagramm. 
Das dargestellte Stem-and-Leaf-Diagramm hat 11 Zeilen; die Faustregel empfiehlt 
10 • ln(80) « 19 Zeilen. So wäre es günstiger, die Zeilen jeweils noch einmal aufzu-
teilen, so dass die zweiten Ziffern 0 bis 4 in der ersten und die Ziffern 5 bis 9 in der 
zweiten der beiden zu einer gemeinsamen ersten Ziffer gehörenden Zeilen zu stehen 
kämen. • 

Bei stetigen Variablen sind Histogramme die Standardform der Darstellung. Das 
Histogramm geht von einer vorgegebenen Klasseneinteilung y^ < y{ < ... < y^ aus 
und ist so definiert, dass der Flächeninhalt über einer Klasse proportional zur relati-
ven Häufigkeit der Beobachtungen in dieser Klasse ist. Es nimmt für eine Stichprobe 
2 / i , . . . , yn die folgende Form an: 
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The decimal point is at the | 
88999 
0011111111122233333344444444444455555566666667888888899999 
01122233445 
6 

5 
13 

Abbildung 1.1: Stem-and-Leaf-Diagramm 

0 

für yl^ <y<y*k 

sonst. 
(1.2) 

Dabei erfaßt die Indikatorfunktion (2/i)> ob yt im Intervall (yl-uVt] liegt. Sie 
ist eins, wenn dies gilt und null sonst. Allgemein: 

Uv) - { i 
yeA 

0 sonst 
(1.3) 

Die Klassen werden oft gleich breit gewählt. Dann gilt für die Anzahl der Klassen die 
Richtlinie für die Anzahl der Zeilen eines Stem-and-Leaf-Diagramms entsprechend: 

Anzahl der Klassen « 10 • log10(n). (1.4) 

« CM -i 
« — r r 

0.8 3.65 

> < o c 
(U 
CT <0 

I 
7.87 10.48 
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Histogram of y 

XL 
I I 
8 10 

y y 

Abbildung 1.2: Displayangebot 
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Beispiel 1.4 (Displayangebot - Fortsetzung) 
Für die Displayangebots-Daten, siehe das Beispiel 1.1, ergeben sich die in der Abbil-
dung 1.2 dargestellten Diagramme. Das Stabdiagramm macht zumindest deutlich, 
dass die Beobachtungen im unteren Bereich stark konzentriert sind. Es gibt zudem 
nicht viele gleiche Werte. Größere Werte kommen nur vereinzelt vor. • 

R-Code 1.2 (Einfache Diagramme für univariate Daten) 

stem(y) 
par(mf row=c(1,2)) 
p l o t ( t a b l e ( y ) ) 
h i s t ( y , b r e a k s = 1 9 ) 

# Stem-and-Leaf-Diagramm 
# Halb ieren des G r a f i k - F e n s t e r s 
# Stabdiagramm 
# Histogramm 

Stem-and-Leaf-Diagramm, Stabdiagramm 
und Histogramm lassen sich in R sehr leicht 
erstellen. Die Displaydaten sind dabei in der 
Variablen y gespeichert, stem zählt nicht zu 
den eigentlichen Grafikfunktionen; die Aus-
gabe erfolgt auch im Konsolen- und nicht 
im Grafikfenster. 
Für das Stabdiagramm wird mit dem drit-
ten Aufruf zunächst mit tab le (y) ei-
ne Häufigkeitstabelle erstellt. Die grafi-

sche Darstellung mittels plot ergibt das 
Gewünschte. Beim Histogramm wird über 
breaks=19 die Anzahl der Klassen festge-
legt. Auch die explizite Angabe der Klas-
sengrenzen wäre möglich. Die Grafik ist in 
der Abbildung 1.2 wiedergegeben. 
Das # dient als Kommentarzeichen; alles, 
was auf einer Zeile hinter dem #-Zeichen 
steht, wird ignoriert. 

Das Histogramm ist unstetig und hängt sehr stark von der Wahl der Klassengrenzen 
ab. Als naheliegende Verbesserung bietet sich daher an, die Klassen über den Bereich 
der Beobachtungen 'gleiten' zu lassen. Das führt bei einer festen Klassenbreite h zu 

1 1 
P(y) = J^^2Ilv-h/2,y+h/2]{Vi) = 1/2] 

i=l j=1 

y-Vi 

Das Resultat ist i.d.R. von sehr unruhiger Gestalt. Eine Verbesserung im Sinne eines 
glatteren Funktionsverlaufes erhält man durch die Ersetzung der Indikatorfunktion 
durch eine stetige Funktion, einen sogenannten Kern K(u): 

m - ^ t ^ ) . d .5) 
¿=i 

Dabei muss K(u) die gleichen Eigenschaften wie I(-i/2,i/2\(u) haben, nämlich K(u) > 
0 und f™ K(u) dy = 1. Diese beiden Eigenschaften zeichnen gerade Dichtefunktio-
nen aus. Für K(u) wird daher oft die Dichte der Standardnormalverteilung genom-
men. Eine andere Möglichkeit ist der Epanechnikov-Kern. Das Resultat wird als 
Kerndichteschätzung bezeichnet. Die Wahl der Bandbreite h. ist ein ähnlich kriti-
scher Punkt wie die Klassenbreite beim Histogramm. Hier gibt Silverman (1986, 
S.43ff) eine gute Diskussion. 
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Beispiel 1.5 (Displayangebot - Fortsetzung) 
In der Abbildung 1.3 ist der Normalverteilungskern mit der Kerndichteschätzung der 
Displaydaten aus dem Beispiel 1.1 dargestellt. Die Bandbreite wurde automatisch 
bestimmt. • 

Normalverteilungskern Kerndichteschaetzung 

z N = 80 Bandwidth = 0.1726 

Abbildung 1.3: Displayangebot 

R-Code 1.3 (Kerndichteschätzung) 

d < - d e n s i t y ( y , k e r n e l = " g a u s s i a n " ) 
z < - s e q ( - 3 , 3 , . 1 ) 
f<-dnorm(z,mean=0,sd=l) 
p a r ( m f r o w = c ( l , 2 ) ) 
p l o t ( z , f , t y p e = " l " , l w d = l . 5 , y l a b = " f ( z ) " , m a i n = " N o r m a l v e r t e i l u n g s k e r n " ) 
p l o t ( d , l w d = l . 5 , m a i n = " K e r n d i c h t e s c h a e t z u n g " ) 

Die Displaydaten sind in der Variablen y ge-
speichert. In der ersten Zeile wird die Kern-
dichteschätzung durchgeführt. Die Band-
breite wird nach einem geeigneten Krite-
rium automatisch bestimmt. Für die Dar-
stellung werden die Punkte auf der Abszis-
se in der zweiten Zeile erzeugt und der Va-
riablen z zugewiesen. Die Funktion dnorm 

bestimmt dann die zugehörigen Werte der 
Normalverteilungsdichte mit Erwartungs-
wert 0 und Standardabweichung 1. Der Pa-
rameter type="l" verlangt Verbindungsli-
nien, main legt die Überschrift fest. Die An-
führungszeichen machen den Text als String 
oder Zeichenkette kenntlich. Das Resultat 
ist die Abbildung 1.3. 

Bedeutsam ist weiterhin die grafische Darstellung der empirischen Verteilungsfunk-
tion F(y). Sie gibt die relative Häufigkeit der Beobachtungen, die kleiner oder gleich 
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y sind, als Funktion von y an: 

1 " 
F(y) = h(Y<y) = - h-oo,v\(Vv). (1-6) 

F(y) hat Sprungstellen bei den beobachteten Werten yi,...,yn. Die geordneten 
Werte yi-n < y2:n < • • < yn-.n sind gerade gleich den empirischen p-Quantilen für 
p = 1/n, 2 /n , . . . , n/n. Allgemein sind p-Quantile definiert durch: 

yp = F-\p) = mi{y\F(y) > p}. (1.7) 

Die bis jetzt betrachteten Grafik-Typen stellen jeweils den kompletten Datensatz 
dar. Box-and-Whisker-Plots, auch kurz als Box-Plots bezeichnet, reduzieren diese 
Information, vermitteln dabei aber noch einen guten Eindruck von der Struktur der 
Beobachtungen. Sie basieren auf den extremsten Werten yi:n, yn:n, den Quantilen 
yo.25, ?/o.75 (auch unteres und oberes Quartil genannt) sowie dem Median1 

V = \(y[(n+l)/2\-.n + y[(n+2)/2\-.n) • t1'8) 

Beispiel 1.6 (Displayangebot - Fortsetzung) 
Für die Displaydaten aus dem Beispiel 1.1 sind empirische Verteilungsfunktion und 
Box-and-Whisker-Plot in der Abbildung 1.4 zusammengefasst. Beim Box-Plot wer-
den die extremsten Werte als einzelne Punkte dargestellt. 

Box-Plot emp. Verteilungsfunktion 

o _J 

00 — 

CD — 
— 

CM — 

O — 

0 2 4 6 8 10 

y 
Abbildung 1.4: Displayangebot 

1Hierbei bezeichnet [ y J die Gaußsche Klammer, d.h. die größte ganze Zahl < y. 
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R-Code 1.4 (Box-Plot und empirische Verteilungsfunktion) 

par(mfrow=c(1,2)) 
boxplot(y ,ylab=" y",main="Box-Plot") 
y<-sor t (y) 
y<-c(0,y ,11) 
F<-c ( l :80) /80 
F<-c(0,F,l) 
p lo t (y ,F , type="s" , lwd=1 .6 ,y lab=express ion(ha t (F ) (y ) ) , 
main="emp. Ver te i lungsfunkt ion") 

Für die Erstellung der empirischen Ver-
teilungsfunktion werden die Daten erst 
einmal sortiert. Dann werden sie mittels 
y<-c(0,y, l l ) um etwas extremere Werte 
als das Minimum und das Maximum er-
gänzt, damit die Darstellung der Treppen-
funktion an den Rändern nicht beim Mini-
mum und Maximum endet. Natürlich muss 
auch F entsprechend ergänzt werden. Der 

Hauptpunkt beim Zeichnen der Treppen-
funktion ist dann die Option type="s" in 
der plot-Funktion. 
Wenn übrigens eine Zeile nicht mit einer 
vollständigen Anweisung abgeschickt wird, 
so erscheint auf der Folgezeile ein Pluszei-
chen. Dann kann der Befehl vervollständigt 
werden. 

1.3 Maßzahlen der Lage und Streuung 

Neben der grafischen Darstellung interessiert man sich für eine summarische Be-
schreibung eines Datensatzes. Hier sind die wichtigsten Charakteristika das Niveau 
und die Ausbreitung. Die üblichen Maßzahlen zur Beschreibung von Lage und Streu-
ung der Werte einer Variablen Y sind das arithmetische Mittel y und die Varianz 
s2(y) bzw. die Standardabweichung s(y): 

»=-][>, s2(y) = ^ - f 2 ( y v - y ) 2 , s(y) = y / ^ y j . (1.9) n ' n — 1 *—' 

Bei Datenanalysen möchte man oft mit Maßzahlen der Lage und Streuung arbeiten, 
die speziell von einzelnen extremen Werten, sogenannten Ausreißern, nicht zu stark 
beeinflusst werden. Maßzahlen, bei denen auch extreme Beobachtungen nur einen 
geringen Einfluss besitzen, werden als resistent (oder robust) bezeichnet. Zu solchen 
resistenten Maßzahlen gehören der Median y, das getrimmte Mittel ya, der Quartils-
abstand SQ und der MAD, der Median der absoluten Abweichungen vom Median. 
Die drei letztgenannten Maßzahlen sind: 

[(l-a)n] 
ya = — ^ r — T £ y«=» ( 1 1 0 ) n - 2 a n •' v=[an] 
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SQ = 2/0.75 - Z/0.25 ( 1 - 1 1 ) 

MAD = Median{|y„ - y\ : v = l,... ,n } (1.12) 

Der Median und der MAD haben beide einen hohen Bruchpunkt; d.h. sie können 
einen großen Anteil von extremen Werten vertragen, bevor die Schätzungen voll-
kommen unbrauchbar werden. Dies wird in der Definition 2.10 genauer gefasst. 

Zusätzlich wurde als sehr resistente Maßzahl für die Streuung noch die kürzeste 
Länge des a-Teils ss(Q) (s im Subskript steht für 'shortest') vorgeschlagen und als 
zugehörige Maßzahl für die Lage der Mittelpunkt ms(Q) der beiden geordneten Werte, 
welche den kürzesten a-Teil festlegen. Die Bezeichnung dieser Maßzahl entspricht 
gerade ihrer Definition: 

sa(a) = min{y(„+u,):n - yv:n |1 <v<v + w<n, (w + 1 )/n > a} (1.13a) 

und für die dadurch bestimmten Indizes v und v + w: 

Tns(a) =-{yu:n + y(u+wy.n). (1.13b) 

ss(o.5) wird auch als kürzeste Hälfte bezeichnet. Geeignete multivariate Verallgemei-
nerungen haben eine große Bedeutung bei der explorativen Datenanalyse erlangt. 

R-Code 1.5 (Univariate Maßzahlen) 

mean(y) 
var(y) 
sd(y) 
median(y) 
mean(y,trim=0.1) 
quant i le (y ,0 .75 ) -quant i le (y ,0 .25 ) 
mad(y) 
y<-sor t (y ) ; n<-length(y) ; d<-matrix(y,n/2,2) 
d l < - d [ , 2 ] - d [ , l ] 
i < - c ( l : ( n / 2 ) ) ; i<-min(i[dl==min(dl)]) 
m s h < - ( d [ i , 1 ] + d [ i , 2 ] ) / 2 # Mitte der kürzesten Hälfte 
s s h < - ( l + 1 5 / ( n - l ) ) * ( d [ i , 2 ] - d [ i , 1 ] ) # kürzeste Hälfte mit Faktor 

# arithmetisches Mittel 
# Varianz 
# Standardabweichung 
# Median 
# 10% getrimmtes Mittel 
# Quartilsabstand 
# MAD 

Zu beachten ist bei der in R imple-
mentierten Quantiisfunktion, dass generell 
linear interpoliert wird. 
Für die mit der kürzesten Hälfte zusammen-
hängenden Maßzahlen ist ein etwas größerer 
Aufwand nötig. Zuerst werden die Beobach-
tungen aufsteigend sortiert, mit length(y) 

wird die Anzahl der Beobachtungen ange-
fordert. R-Befehle werden durch einen Zei-
lenwechsel oder wie hier durch ein Semiko-
lon getrennt. Der Befehl matrix erstellt aus 
dem Vektor y eine (n/2,2)-Matrix. Da die 
Matrix spaltenweise aufgebaut wird, stehen 
in der ersten Spalte die Beobachtungen 1 
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bis 40 und in der zweiten die Beobachtun-
gen 41 bis 80 des geordneten Datensatzes. 
So sind jeweils zwei Werte nebeneinander 
angeordnet, die gerade n/2 Beobachtungen 
voneinander entfernt sind. Die Zeile mit der 
kleinsten Differenz wird in der dritten Zeile 
bestimmt. Durch i [dl==min(dl)] werden 
die Komponenten des Zeilenindex i ausge-
wählt, die den kleinsten Abstand vonein-

ander haben. Da dies mehrere sein kön-
nen, wird noch einmal ein eindeutiger In-
dex durch den zweiten min-Befehl angefor-
dert. Die Maßzahlen ergeben sich dann in 
den beiden folgenden Zeilen vier und fünf. 
Das Gitter-Symbol # dient zum Einfügen 
von Kommentaren; ab diesem Zeichen bis 
zum Zeilenende wird bei der Ausführung 
von R alles ignoriert. 

Diese wird oft mit dem Faktor / = (1 + versehen, um s'ŝ 0 5) = / • ss(o,5) im Fall 
der Normalverteilung mit der Standardabweichung vergleichbar zu machen, siehe 
Grübel (1988). 

Beispiel 1.7 (Display-Angebot - Fortsetzung) 
Bei den bereits mehrfach betrachteten Display-Daten erhält man die folgenden Werte 
für die angesprochenen Maßzahlen: 

V y yo.1 rns{0.5) s2(y) s(y) sQ MAD s's(05) 

1.87 1.48 1.57 1.34 2.07 1.44 0.617 0.474 0.69 

Die Maßzahlen der Lage unterscheiden sich nicht unwesentlich. Alle robusten La-
gemaße sind kleiner als das arithmetische Mittel. Das resultiert aus den einzelnen 
großen Werten. Die Maßzahlen der Streuung sind prinzipiell untereinander nicht 
vergleichbar, da sie auf unterschiedlichen Konzepten beruhen. • 

In der Praxis werden oft einfach das arithmetische Mittel und der Median berechnet. 
Unterscheiden sich die beiden nicht sehr, so ist man zufrieden und arbeitet mit dem 
arithmetischen Mittel weiter. 

1.4 Bivariate Daten 

Die grafische Darstellung bivariater Daten erfolgt in der Regel mittels Streudiagram-
men, bei denen die Wertepaare als Punkte in einem Koordinatensystem dargestellt 
werden. Selten findet man grafische Darstellungen von zweidimensionalen Histo-
grammen oder bivariaten Kerndichteschätzungen. 

Als eine Verallgemeinerung der Box-Plots können konvexe Hüllen angesehen wer-
den. Eine konvexe Hülle ist ein geschlossener Streckenzug, der sich aus linearen 
Verbindungen von Randpunkten des Streudiagramms ergibt. Die Randpunkte wer-
den dabei so bestimmt, dass alle Punkte des Streudiagramms sowie ihre paar weisen 
linearen Verbindungen in diesem Streckenzug liegen. Die äußere Hülle entspricht den 
Endpunkten der Whiskers beim Box- und Whiskers-Plot. Nun lässt man die auf ihr 
liegenden Punkte weg und konstruiert für die restlichen Daten erneut eine konvexe 
Hülle. Dieses Vorgehen wird fortgesetzt, bis gerade noch (i.d.R. etwas mehr als) 50% 
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der Daten übrig bleiben; die zugehörige konvexe Hülle ist dann ein Analogon zur 
Box. 

Beispiel 1.8 (Gebrauchtwagen) 
Die Angebote an gebrauchten 5erBMW's einer Ausgabe der Zeitung 'Zweite Hand', 
siehe Thadewald (1998), enthalten u.a. den Kilometerstand sowie die Preisvorstel-
lung des Anbieters. In dem Streudiagramm 1.5 sind die Preise (in 1000 DM) gegen 
die km (in 1000) eingezeichnet. Die konvexen Hüllen machen deutlich, dass es einige 
'extreme Angebote' gibt. 

R-Code 1.6 ( S t r e u d i a g r a m m mi t konvexen Hül len ) 

y < - r e a d . t a b l e ( " c : / d a t e n / b m w 5 . t x t " ) 
p l o t ( y , t y p e = " p " , x l a b = " K i l o m e t e r " , y l a b = " P r e i s " , p c h = 1 6 , c e x = l . 2 ) 
n<-nrow(y) 
c K - c h u l l ( y ) 
l i n e s ( r b i n d ( y [ c l , ] , y [ c l [ l ] , ] ) , l w d = 2 ) 
while (nrow(y) > n /2 ) { 
c K - c h u l l ( y ) ; 
i f ( ( n r o w ( y ) - l e n g t h ( c l ) ) < n / 2 ) { b r e a k } 
y <- y [ - c l , ] > 
c K - c h u l l ( y ) 
l i n e s ( r b i n d ( y [ c l , ] , y [ c l [ l ] , ] ) , l w d = 2 ) 

Der Code zur Erstellung eines Streudia-
grammes ist einfach. Zunächst also der ein-
fache Teil. Zunächst werden die 67 Da-
tenpaare in einen Datensatz gelesen. Beim 

Plot-Befehl gibt pch=16 an, dass ausgefüll-
te Punkte geplottet werden, cex macht sie 
etwas größer, als es die Standardeinstellung 
vorsieht. 
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Für die Bestimmung der Punkte, die die 
Eckpunkte der konvexen Hüllen ausma-
chen, wird mit nrow zuerst die Anzahl der 
Zeilen des Datensatzes bestimmt. Der Be-
fehl chull(y) ergibt die Indizes der Zei-
len des Datensatzes, wo die zugehörigen 
Datenpunkte die Ecken der konvexen Hül-
le darstellen. Diese äußere konvexe Hülle 
wird dann dargestellt, l ines fügt die Linien 
dem bereits erstellten Plot hinzu. Damit ein 
geschlossener Linienzug entsteht, muss der 
erste Punkt noch einmal unten angehängt 
werden. Dies geschieht mit rbind. 
Das Ansprechen der Zeilen ist ein Zugriff 
auf den ersten Index eines zweidimensiona-

len Gebildes. Das wird durch die Angabe 
vor dem Komma in der eckigen Klammer 
ausgedrückt. Die erste Spalte würde ent-
sprechend mit y [, 1] ausgewählt. Das nega-
tive Vorzeichen der Indizes führt dazu, dass 
die entsprechenden Zeilen entfernt werden. 
Über eine Schleife, siehe S. 308, werden nun 
so lange die äußeren Datenpunkte entfernt, 
dass die restlichen immer noch mindestens 
die Hälfte der Beobachtungen ausmachen. 
Damit dies nicht unterschritten wird, wird 
die Schleife im letzten Durchgang mit break 
verlassen. Abschließend wird die innere kon-
vexe Hülle dargestellt. 

Die klassischen Maßzahlen zur Beschreibung der Lage bivariater Daten (xv,yv), 
v — 1 , . . . , n, ist einfach der Schwerpunkt, d.h. der Vektor (x, y) der beiden arithme-
tischen Mittel. Der Vektor der beiden Mediane, (x,y), ist der sogenannte Median-
punkt. Er ist ein resistentes Lagemaß. 

Zur Erfassung der Streuung bivariater Daten nimmt man zunächst wieder die univa-
riaten Maßzahlen. Diese berücksichtigen aber nicht das gemeinsame Streuungsver-
halten. Die Maßzahl dafür ist die Kovarianz s(x, y) bzw. die standardisierte Version, 
der Korrelationskoeffizient r(x,y): 

1 " 
s(x,y) = -*y\(xv - x){yv - y), (1.14a) 

n — 1 f 

r(x,y) = ( 1 . 1 4 b ) 
y/s2(x)s2(y) 

Natürlich gilt s(x,y) = s(y] x). Für s2(x) schreibt man wegen s2(x) = ¿ y 
x)(xv — x) auch s(x,x). 
Varianzen und Kovarianz werden in der Kovarianzmatrix zusammengefasst: 

s{x,x) s(x,y)\ 
s(x,y) s(y, y) J K' 1 

Analog ist die Korrelationsmatrix definiert. 

Der Korrelationskoeffizient erfüllt die Ungleichung 

- 1 < r(®,y) < 1, (1.16) 

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn alle Punkte auf einer Geraden 
liegen. Die Korrelation erfasst also den linearen Zusammenhang. 
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Als Faustregel für die Interpretation des Korrelationskoeffizienten verwendet man 
häufig die folgende Einteilung: 

\r{x,y) | Interpretation 
0 keine Korrelation 

0-0.5 schwache oder niedrige Korrelation 
0.5-0.8 mittlere Korrelation 
0.8-1 starke oder hohe Korrelation 

1 perfekte Korrelation 

Beispiel 1.9 (Gebrauchtwagen - Fortsetzung) 
Für die Kilometerzahlen der gebrauchten 5erBMW ergibt sich ein Durchschnitt von 
105.13; der durchschnittlich geforderte Preis beträgt 19.82. Weiter erhält man: 

Kovarianzmatrix Korrelationsmatrix 
Km DM Km DM 

Km 2727.40 -465.38 Km 1.00 -0.68 
DM -465.38 173.18 DM -0.68 1.00 

Preis (DM) und gefahrene Kilometer (Km) sind negativ korreliert; mehr gefahrene 
Kilometer bedeuten einen niedrigeren Verkaufswert. Allerdings ist die Korrelation 
nur als mittelstark einzustufen. Es gibt ja auch andere Bestimmungsfaktoren für den 
Wiederverkaufswert; dazu zählt etwa die Ausstattung. • 

Wie die anderen klassischen Maßzahlen zur Lage und Streuung sind auch s(x, y) 
und r(x, y) sehr empfindlich in Bezug auf Ausreißer. Daher verwendet man in der 
Praxis oft den Rangkorrelationskoeffizienten rspear von Spearman, um die Stärke des 
Zusammenhanges zu erfassen. Er ist der übliche Korrelationskoeffizient, berechnet 
für die Rangwerte der Beobachtungen. Rangwerte sind dabei die "Platznummern" 
der aktuellen Beobachtungen. Sofern gleiche Beobachtungswerte vorliegen, wird über 
die Rangwerte gemittelt. 

Aufgrund der Rangtransformation ist der Wert von rspear(x, y) nicht mehr als Stärke 
des linearen Zusammenhanges interpretierbar. Der Rangkorrelationskoeffizient misst 
vielmehr die Stärke eines monotonen Zusammenhanges. 

Beispiel 1.10 
In der Tabelle sind fünf Beobachtungspaare angegeben. 

YI. Y2 R(Yi) W2) 
3.0 1.5 2 1 
4.4 5.0 3.5 3 
2.8 9.3 1 5 
5.1 5.0 5 3 
4.4 5.0 3.5 3 

In der Spalte i?(Yi) sind die Rangwerte der Beobachtungen von Yi gelistet. Da der 
Wert 4.4 zweimal vorkommt, erhalten beide den Mittelwert der fortgezählten Rang-
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zahlen zugeordnet. Bei drei gleichen, wie in der zweiten Spalte, bekommen alle drei 
den zugehörigen mittleren Rang zugewiesen. Aus den Werten der dritten und vierten 
Spalte werden nun Paare gebildet, für die der Korrelationskoeffizient berechnet wird. 
Man erhält rspear = —0.23. Der Korrelationskoeffizient der ursprünglichen Werte ist 
r = —0.15. • 

# Vektor der Mit telwerte 
# Kovarianzmatrix 
# Korrelat ionsmatr ix 
# Vektor der Mediane 
# Rangkorrelationsmatrix 
# Rangkorrelationsmatrix 

R-Code 1.7 (Bivariate Maßzahlen) 

mean(y) 
var(y) 
cor(y) 
apply(y,2,median) 
cor(rank(y [ , 1 ] ) , r a n k ( y [ , 2 ] ) ) 
cor(apply(y ,2 , rank)) 

Die Funktion median (y) ist nur für uni-
variate Daten implementiert. Daher muss 
mit dem Befehl apply gearbeitet werden. 
Er dient zur Anwendung einer Funktion auf 
einzelne Spalten oder Zeilen, je nachdem ob 

das zweite Argument eine 2 oder eine 1 ist. 
Die Befehle auf den beiden letzten Zei-
len sind gleichwertig; sie ergeben beide den 
Rangkorrelationskoeffizienten. 

2 Zufallsvariablen und Verteilungen 

2.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen 

Der Anteil der Elemente der Grundgesamtheit, bei denen ein Merkmal Y einen 
bestimmten Wert y hat, ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei einer einfachen 
zufälligen Auswahl eines Elementes aus der Grundgesamtheit eines gezogen wird, 
bei dem Y gerade diesen Wert hat. Das führt auf die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
f(y) = P(Y=y); diese ist nur für y\ < y2 < • • • < Vk von null verschieden, wenn die 
yi die unterschiedlichen Realisationsmöglichkeiten von Y sind. 

Entsprechend gibt die empirische Verteilungsfunktion F(y) des Merkmals Y in der 
Grundgesamtheit an der Stelle y die Wahrscheinlichkeit an, dass bei einer einfachen 
Zufallsauswahl ein Element aus der Grundgesamtheit mit y* < y gezogen wird. 
Folglich wird diese spezielle empirische Verteilungsfunktion hier zur theoretischen 
Verteilungsfunktion: 

F(y) = P(Y < y). 

Die Verteilungsfunktionen stellen die Informationen dar, welche der statistischen 
Betrachtung zugänglich sind. Die Verbindung der Werte von Y mit den konkreten 
'Merkmalsträgern' oder Personen in einer Grundgesamtheit wird bei der statisti-
schen Betrachtung außer acht gelassen. Nunmehr wird die Verteilungsfunktion F(y) 
als 'Grundgesamtheit' angesehen. 
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Mit dieser Idealisierung können für F(y) insbesondere auch stetige Funktionen ver-
wendet werden. Dies ist etwa für Messungen aller Art sinnvoll. Hier unterstellt man 
gerne, dass die Messgenauigkeit im Prinzip beliebig hoch sei, um stetige Verteilun-
gen zu rechtfertigen. Hier wird dies pragmatischer gesehen; als Modelle brauchen 
Verteilungfunktionen nur gute Approximationen der Realität darzustellen. 

Stetige Verteilungsfunktionen lassen sich mittels Integralen angeben: 

y 

HV) = J f(v)du. (1.17) 
— 0 0 

Die zu integrierende Funktion wird als Dichtefunktion oder kurz Dichte bezeichnet. 
Die Angabe von f(y) und F(y) ist gleichwertig. 

Im Idealfall ergeben sich Verteilungen aus einfachen Modellannahmen. 

Beispiel 1.11 (Pareto-Verteilung) 
Die Pareto- Verteilung ist ein Beispiel für eine stetige Verteilung, die aus einfachen 
Annahmen ableitbar ist. Paretos Einkommensgesetz, das er aus empirischen Unter-
suchungen gewonnen hat, besagt, dass die Verteilung des Einkommens von Personen 
mit einem Mindesteinkommen y beschrieben werden kann durch 

Ny = Ay~a. 

Hier ist Ny die Anzahl der Personen, deren Einkommen > y ist, und A, a sind 
populationsspezifische Konstanten. Nun wird eine Einkommensgrenze k festgehalten 
und der Anteil der Einkommensbezieher mit einem Einkommen > y an denen, die 
ein Einkommen von mindestens k haben, betrachtet: 

Ny _ f k Y 
Nk \y, 

Somit ist die zugehörige Verteilung durch die Verteilungsfunktion gegeben: 

Die Dichte erhält man daraus als Ableitung von F(y): 

0 für y < k 
f(y) = F'(y) = { ka 

1 a—— für y > k. 
y 

Da der Zugang zu Verteilungsmodellen über einfache Modellannahmen eher selten 
gelingt, und nicht für jedes empirische Phänomen eine eigene Verteilung ermittelt 
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werden kann, greift man auf idealtypische Verteilungsfunktionen zurück. Das sind 
dann solche, die häufig empirische Phänomene hinreichend gut erfassen. Bevorzugt 
sind dabei Verteilungen, die von wenigen Parametern abhängen, so dass mit der Ad-
justierung der Parameter schon durch einen Verteilungstyp viele empirische Phäno-
mene erfasst werden können. In der statistischen Praxis stellt sich dann die Aufgabe, 
eine der bekannten Verteilungen auszuwählen, die mit den Daten hinreichend gut 
übereinstimmt. Diese Verteilungen werden häufig nicht durch die Verteilungsfunk-
tion F(y) angegeben, sondern durch dazu äquivalente Beschreibungen, vor allem 
durch Wahrscheinlichkeitsfunktionen bzw. Dichtefunktionen. 

Beispiel 1.12 (Normalverteilung) 
Ein oft verwendeter Verteilungstyp ist die Normalverteilung mit der Dichte 

c-18» 
Wenn ausgedrückt werden soll, dass Y eine Normalverteilung mit den Parametern 
ß und a2 besitzt, wird Y ~ Af(ß, a2) geschrieben. • 

R-Code 1.8 (Normalverteilung) 

pnorm(y,0,l) # Verteilungsfunktion 
dnorm(y,0,l) # Dichtefunktion 
qnorm(p,0,l) # Quantile 
rnorm(n,0,l) # Zufauszahlen 

R verfügt über eine beträchtliche Anzahl 
von Verteilungen, siehe Seite 323. Es kön-
nen jeweils die Dichte und die Vertei-
lungsfunktion für einen Vektor vorgegebe-
ner Werte, Quantile für einen Vektor von 
Anteilen aufgerufen sowie Zufallszahlen ge-
neriert werden. Für jeden Verteilungstyp 
unterscheiden sich die einzelnen Funktionen 
nur durch den typischen ersten Buchstaben, 
y ist jeweils ein Vektor von möglichen Wer-
ten, d.h. hier von reellen Zahlen. Die Werte 
0 und 1 sind Voreinstellungen für die Para-

meter n und <7 (nicht von er2!). Sie können 
geändert werden; dann sind Werte für beide 
anzugeben. Die Komponenten des Vektors p 
müssen die Bedingung 0 < p < 1 erfüllen, n 
ist schließlich eine positive ganze Zahl, die 
die Anzahl der zu erzeugenden Zufallszah-
len angibt. 
Das Gitter-Symbol # dient zum Einfügen 
von Kommentaren; ab diesem Zeichen bis 
zum Zeilenende wird bei der Ausführung 
von R alles ignoriert. 

Dass die Normalverteilung eine so große Rolle in der Anwendung spielt, hängt u.a. 
damit zusammen, dass über die Parameter ¡JL und A2 die Verteilung verschoben und 
gestaucht bzw. gestreckt werden kann. Dies ergibt sich allgemein auf folgende Weise. 

Y habe die Verteilung mit der Verteilungsfunktion F(y) und der Dichte f(y). Dann 
gilt für die linear transformierte Zufallsvariable V = a + bY, b> 0: 
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Fv(v) = P(V < v) = P(a + bY < v) = P Y < 
v — a 

v — a (1.19) 

Damit ist die Dichte 

Beispiel 1.13 (Lineartransformation bei Normalverteilung) 
Startet man mit einer Af(0,1)-Verteilung, 

/(*; 0,1) = </>(*) = ^ = e x p 

so führt die Lineartransformation Y — ß + aZ zu der in (1.18) angegebenen allge-
meinen Form der Dichtefunktion. Alle Normalverteilungen lassen sich also aus der 
Standardnormalverteilung A/"(0,1) durch Lineartransformation gewinnen. Die Ver-
teilungsfunktion der _A/(0,1)-Verteilung wird wie üblich mit $(2:) bezeichnet und die 
zugehörige Dichte mit 4>(z). • 

In dem R-Code 1.8 ist auch der Befehl zur Erzeugung von normalverteilten Zufalls-
zahlen angegeben. Solche Zufallszahlen sind u.a. wichtig, um statistische Verfahren 
zu untersuchen. Damit können nämlich die Randbedingungen für die Verfahren vor-
gegeben werden. 

Gleichverteilte Zufallszahlen werden zwar mittels mathematischer Algorithmen er-
zeugt, verhalten sich aber regellos und jede Ziffer kommt etwa gleich häufig vor. Sie 
sind natürlich nicht genau zufällig; nach einer langen Periode wiederholen sie sich. 
Man spricht deshalb auch von Pseudozufallszahlen. Eine allgemeine Methode zur 
Erzeugung von nicht gleichverteilten Zufallszahlen basiert auf dem folgenden Satz. 

Satz 1.14 (Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation) 
Sei Y eine Zufallsvariable mit einer stetigen Verteilungsfunktion F(y), die für 0 < 
F(y) < 1 streng monoton wachsend ist. Dann ist die Zufallsvariable U = F(Y) 
gleichverteilt über dem Intervall [0,1] : U ~ 7£(0,1). 
Umgekehrt hat Y = F~l{U) die Verteilungsfunktion F(y) falls U über dem Intervall 
(0,1) gleichverteilt ist. 

Beweis: Es ist 

P(U <u) = P(F(Y) < u) = P ( F < F-^u)) = F(F-\u)) = u. 

Damit ist der erste Teil gezeigt. Der zweite folgt analog. 
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Beispiel 1.15 (Pareto-Verteilung) 
Bei der Pareto-Verteilung ergibt sich für 0 < p < 1: 

p = F(yp) = 1 -
k \ a k 

^ V p ( 1 - p ) 1 / « ' 

Daher sind Pareto-verteilte Zufallszahlen bei vorgegebenen Parametern k und a 
dadurch zu erhalten, dass TZ(0,1)-Zufallszahlen u erzeugt und gemäß k/( 1 — u)l^a 

2.2 Gestaltparameter von Verteilungen 

In der überwiegenden Zahl der Fälle ist man nicht an der gesamten Verteilung inter-
essiert, sondern nur an Form- oder Gestaltparametern von Verteilungen. Dies sind 
allgemeine Maßzahlen, welche die Gestalt einer Verteilung charakterisieren, wie spe-
ziell die Lage, die Ausbreitung und die Schiefe. Diese Maßzahlen hängen i.d.R. mit 
den Verteilungsparametern zusammen. Auch darüber lassen sich die einzelne Ver-
treter aus den 'Familien' von Wahrscheinlichkeitsverteilungen festlegen. Sie werden 
daher oft etwas nachlässig ebenfalls als Parameter bezeichnet. Die gebräuchlichsten 
dieser Formparameter lassen sich über die Momente von Verteilungen definieren. 

Allgemein werden die Momente definiert durch: 

Das erste Moment ist der Erwartungswert: E ( Y ) = ß i . Dafür wird einfach fi ge-
schrieben. 

Der Erwartungswert ist der am meisten verwendete theoretische Lageparameter. 

Beispiel 1.16 (Erwartungswert der Poisson-Verteilung) 
Y sei Poisson-verteilt, habe also die Wahrscheinlichkeitsfunktion 

Den Erwartungswert von Y erhält man leicht unter Ausnutzen der Eigenschaft einer 
Wahrscheinlichkeitsfunktion, dass die Summe über alle Realisationsmöglichkeiten 
eins ergibt: 

transformiert werden. 

(EVifiVi) falls y diskret 
Vi ¡J,r — oo 
f yrf{y)dy falls Y stetig . 

(1.21) 

\y 
f(y) = e-x-~ (y = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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Der Erwartungswert einer Funktion g(Y) einer Zufallsvariablen ist 

' £ 9{yi)f(yi) falls Y diskret 

EfoOO) = 
Vi 

(1.22) 
F g{y)f(y)dy falls Y stetig. 

Damit sind die Momente Erwartungswerte spezieller Funktionen der Zufallsvaria-
blen. 

Für eine wichtige, im Folgenden oft verwendete Eigenschaft des Erwartungswertes 
werden mehrdimensionale Dichten bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktionen benötigt. Im 
zweidimensionalen Fall lassen sich diese noch anschaulich vorstellen. Bei der bi-
variaten Dichte /y(yi,J/2) des Zufallsvektors y = (Vi, F2)' ist das durch /y(yi, 2/2) 
begrenzte Volumen über einem Rechteck auf der (yi, 2/2)-Ebene gleich der Wahr-
scheinlichkeit, dass der Zufallsvektor einen Wert aus diesem Rechteck annimmt: 

nd 
fy{yi,y2)dyidy2. 

Die Randverteilungen sind gegeben durch 

/

oo p 00 

/y(2/i, 2/2)^2, fviiVi) = / fyijjh 2/2) dyi. 
-00 J —00 

Yi und Y2 sind unabhängig, wenn fy(yi,y2) = / ^ ( y i ) / ^ ^ ) -

Die Erweiterung auf höhere Dimensionen ist - zumindest formal - nicht schwierig. 
Allgemein werden die Zufallsvariablen Y i , . . . , Yp als Komponenten eines Zufallsvek-
tors betrachtet. Dafür wird geschrieben 

/ Y A 
: , bzw. y = ( Y i , . . . , Yp)'. 

\ Y J 

Wie üblich wird dann notationeil nicht mehr zwischen dem Zufallsvektor y = 
(Yi,...,Yp)' und dem Vektor der Realisationen y = (yi,.-.,yp)' unterschieden. 
Worum es sich jeweils handelt, muss aus dem Kontext erschlossen werden. 

Eine multivariate Dichte oder Wahrscheinlichkeitsfunktion /y(y) eines Zufallsvek-
tors ist eine p-dimensionale, reellwertige Funktion. Integrale bzw. Summen über 
geeignete Bereiche ergeben Wahrscheinlichkeiten. Die einzelnen Komponenten sind 
unabhängig, wenn die gemeinsame Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion das Pro-
dukt der univariaten Randdichten bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktionen ist: 

/y(y) = fy(Vu •••,yP) = /Vi (2/1) • • • f r M - (1.23) 
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Satz 1.17 (Erwartungswert einer Linearkombination) 
Der Erwartungswert einer Linearkombination von Zufallsvariablen ist gleich der Li-
nearkombination der Erwartungswerte: 

( k \ k 

= £ > E ( y o . (1-24) 
i=l / i=1 

Beweis: Es wird nur der Fall zweier Zufallsvariablen betrachtet. Seien also X und 
Y zwei stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte f(x, y) und den Erwar-
tungswerten E ( X ) und E(Y) . Dann gilt für Z = aX + bY: 

oo oo 

E(aX + bY) = J J (ax + by)f(x, y) dxdy 
— OO —00 

00 OO 00 oo 

= a J J x- f(x,y)dxdy + b j J y-f(x,y)dxdy 
—oo —oo —oo —oo 

oo oo oo oo 

= a J x j f(x, y) dxdy + 6 J y J f(x, y) dxdy 
—oo —oo —oo —oo 

00 00 

= a J X- fx(x)dx + b j y-fY{y)dy 
—oo —oo 

= a-E(X) + b-E{Y). 

Die Erwartungswerte E ( ( y — ß) r ) werden als r-te zentrale Momente bezeichnet. 
Dafür wird auch geschrieben: 

fi'r = E((Y-fin (1.25) 

Das zweite zentrale Moment ist die Varianz Var(Y) = E((Y—/x)2). Damit, oder noch 
besser mit der Standardabweichung ^/Var(F), wird die Streuung oder Ausbreitung 
einer Verteilung charakterisiert. In der Regel wird für die Varianz das Symbol a 2 

verwendet. 

Beispiel 1.18 (Varianz einer 1Z(0,1)-Verteilung) 
Für eine über dem Intervall (0,1) gleichverteilte Zufallvariable Y ist E ( F ) = 1/2 
und 

i 
1 1 1 

l = ' ) . • 

1 - 3 
Var(Y) = I 

2 ' 3 8 12' 
o 
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Beispiel 1.19 (Erwartungswert und Varianz der Normalverteilung) 
Die Zufallsvariable Y sei A/"(/i, er2)-verteilt. Dann ist der Parameter ¡i gleich dem 
Erwartungswert 

/

oo 

yf(y,ß,a2)dy = Li, 

•00 

und <r2 ist gleich der Varianz 

/
oo 

(y-ß)2f(y-ß,a2)dy = a2 . •oo 

Dass die Varianz eine Maßzahl für die Ausbreitung oder die "Streuung" einer Ver-
teilung ist, wird durch die Ungleichung von Tschebyscheff fundiert: 

Satz 1.20 (Tschebyscheff-Ungleichung) 
Sei Y eine Zufallsvariable mit Erwartungswert ¡i und Varianz a2. Dann gilt 

(1.26a) 

bzw. 

P ( | y - / * | < e ) > l - ^ p . (1.26b) 

Beweis: X habe die Dichte f(x). Dann erhält man die Abschätzungen 

oo 
Var(F) = J(y-»)2f(y)dy> j (y-ß)2f(y)dy 

-oo (v-M) 2>e2 

> J e2f(y)dy = e2 j f(y)dy 
(y-ß)2>e2 \y-tA>t 

= e2 • P(|V — ß\ > e)-

Damit ergibt sich die Behauptung. • 

Die Interpretation der Tschebyscheff-Ungleichung ist klar: Die untere Schranke für 
die Wahrscheinlichkeit, dass Y einen Wert annimmt, der sich von ß = E(y) um 
nicht mehr als e unterscheidet, hängt von der Varianz ab. Je größer die Varianz ist, 
desto größer muss e gewählt werden, damit die Schranke gleich bleibt. 

Die wichtigsten Eigenschaften der Varianz sind im folgenden Satz festgehalten. 

Satz 1.21 (Eigenschaften der Varianz) 
Für die Varianz einer Zufallsvariablen Y gilt: 

Var(y) = E(y2) - E(y)2 ; (1.27a) 
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Var(a + bY) = 62Var(y); (1.27b) 

Var(X + Y) = Var(X) + Var(F) + 2E((X - ßX)(Y - pY))- (l-27c) 

Bei der letzten Beziehung ist X eine weitere Zufallsvariable und ßx, ßY sind die 
zugehörigen Erwartungswerte. 

Beweis: Die erste Beziehung ergibt sich aus: 

Var(y) = E ( Y - M)2 = E ( F 2 - 2 f i Y + fj2) = E ( y 2 ) - 2n2 + y? = E ( Y 2 ) - ß2. 

Die zweite ergibt sich ebenso unmittelbar: 

Var(a + bY) = E(a + bY - (a + bß))2 = E{b2{Y2 - ß)2) = b2E(Y - n)2 = 62Var(F). 

Die letzte ist lediglich etwas aufwändiger: 

Var(X + Y) = E{X + Y - (ßX + ßY)f = E ( ( X - ßX) + {Y - ßY))2 

= E ( ( X - ßX)2 + 2(X - ßx)(Y - ßY) + (Y- HY?) 

= E ( X - ßX)2 + E(Y - ßY)2 + 2E((X - ßx)(Y - ßY)). 
• 

Die Zerlegung (1.27a) ist oft für die Bestimmung der Varianz vorteilhaft. 

Beispiel 1.22 (Varianz der Poisson-Verteilung) 
Ist Y Poisson-verteilt, so ist 

°° \y °° \y E ( V ) = 
y=o y=1 vy '' 

v - / ^ -A A» ^ _ A X y 

= + -(TW 
00 

= + * 

z=0 

= A2 + A. 

Damit folgt Var(F) = E ( F 2 ) - E ( F ) 2 = A. • 

Mit dem dritten und vierten zentralen Moment, E ( (F—ß) 3 ) und E((F—/x)4), werden 
zwei weitere Gestaltparameter der Verteilung definiert, die Schiefe und die Wölbung, 

E ( Y u n d (1.28) 
CT3 CT4 V ' 

Für symmetrische Verteilungen wie die Normalverteilung ist E(y — ß)3/a3 = 0. Bei 
einer Verteilung, deren rechte Flanke größere Wahrscheinlichkeitsmasse als die linke 
aufweist, ist die Maßzahl positiv. Solche Verteilungen heißen rechtsschief. Umgekehrt 
ist die Maßzahl der Schiefe negativ für linksschiefe Verteilungen, bei denen die linke 
Flanke größere Wahrscheinlichkeitsmasse als die rechte aufweist. 
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Beispiel 1.23 (Schiefe der Pareto-Verteilung) 
Bei der Pareto-Verteilung mit einem Parameter a> r erhält man: 

E ( y ) = F 
Jk 

oo ^ ka 
yTa^+i dy 

Für a + 1 - r > 1 folgt: 

E(F r ) = aka 

y 

- 1 1 
a — r ya~r 

a 
OL — T 

Dies ergibt speziell: 
a 

E(Y) = ~ — k t 
OL — 1 

Var(F) = E { Y 2 ) - E(F)2 a 
a—2 V a - 1 

OL 
k = 

ak2 

(a — 2)(a — l)2 

und 

E((y - ß)3) = E ( y 3 - 3 ß Y 2 + ßY - ß3) = E(F3) - 3/xE(F2) + 3ß2E{Y) - ß3, 

was zu der Schiefe führt: 

OL — 3 V OL 

Die Schiefe nimmt mit wachsendem a ab. So gilt beispielsweise: 

a 3.5 4 5 7.5 10 15 
7i (Y) 11.784 7.071 4.648 3.235 2.811 2.483 

Die Wölbung ist ein eher vages Konzept. (Dies gilt allerdings auch für die Lage und 
Streuung, vgl. Mosteller & Tukey 1977). Mit E (F — ß)4/cr4 wird eine von Lage und 
Streuung unabhängige Verteilung der Wahrscheinlichkeitsmasse von den Schultern 
der Verteilung in die Flanken und das Zentrum bzw. in die umgekehrte Richtung 
beschrieben, vgl. Balanda & MacGillivray (1988). Als Vergleichsbasis dient die Nor-
malverteilung, für die E(Y — m)4/0'4 = 3 gilt. Daher nimmt man an Stelle der 
Wölbung als Maßzahl oft den Exzess, die um den Wert 3 verringerte Wölbung. Der 
Exzess wird i.a. nur bei symmetrischen Verteilungen betrachtet. Zur Abkürzung 
werden die folgenden Bezeichnungen eingeführt: 

= = 5 2 ^ 0 ! _„. (1.29) 


