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Dieses Buch ist kein eigenstindiges Lehrbuch, sondern als ein Arbeitsbuch fiir Stu-
denten der Wirtschaftswissenschaften gedacht, die verschiedene Anwendungsberei-
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Dabei haben sie sich als schriftliche Lernunterstiitzung auflerordentlich bewé&hrt.
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flend in den 6konomischen Anwendungsbezug gebracht und durch Aufgaben (einschl.
Losungen) systematisch vertieft.

Im Anhang ist dariiber hinaus das sogenannte Praktikum zur Analysis und Linearen
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im Unterricht einsetzen und ist inhaltlich eng mit den beschriebenen Kapiteln ver-
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Dieses Arbeitsbuch ist als Lehrunterstiitzung gedacht und verzichtet weitgehend auf
eine mathematische Entwicklung der einzelnen Formeln. Es kann als Grundlage und
Leitfaden fiir die Konzeption und Durchfiihrung einer anwendungsorientierten Lehr-
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Dipl.-Math. C. Gerlinger, Dipl.-Ing. T. Heyer-Stuffer, Frau Dipl.-Math. S. Oellrich,
Dipl.-Ing. A. Roeck, Dipl.-Ing. C. Wulff, Dipl.-Ing. J. de Veer, Dipl.-Ing. A. Schmidt,
cand.-Ing. S. Steinicke, Dipl.-Inf. C. Stielow und unsere Sektretirinnen Frau R. Kum-
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Dipl.-Math. Gerd Kallischnigg Prof. Dr. Ulrich Kockelkorn
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Teil 1

Mathematik






Kapitel 1

AUSSAGENLOGIK UND
MENGENLEHRE

1.1 AUSSAGE

Wihrend die mathematische Logik iiber Jahrhunderte Domine eines kleinen Kreises
von Theoretikern war, wird sie nun einem immer breiteren Publikum zuginglich. Ins-
besondere die Informatik hat einen Entwicklungsstand erreicht, der zur Beschreibung
von Sprach- und Datenstrukturen heute auf logische Kalkiile nicht mehr verzichten
kann. Die Syntax und Semantik von Programmiersprachen und Informationssy-
stemen benétigen die Elemente der Aussagen- und Pridikatenlogik. Die formal-
logische Denkweise wird somit auch in andere wissenschaftliche Gebiete getragen,
hauptsichlich in die Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften.

Definition einer Aussage: In der Mathematik ist eine Aussage ein sinnvoller
Satz, der entweder wahr oder falsch ist.

Man nennt ,,wahr” bzw. ,falsch” den Wahrheitswert einer Aussage. Zu den sprach-
lichen Gebilden, die keine Aussagen sind, gehoéren unter anderem:

o Bitten, Aufforderungen oder Anweisungen (,,Bitte beantworten Sie das Schrei-
ben.”)

¢ individuelle MeinungsauBerungen (,,Ich finde, Mathe ist anstrengend.”)
e in sich widerspriichliche Sitze (,,Ich liige immer.”).

Beispiele fiir Aussagen (mit den dazugehérigen Wahrheitswerten):

| Aussage | Wahrheitswert |
3+5=28 w
3 ist Teiler von 7 f
Die Elbe flieit durch Hamburg. w

Durch sprachliche Verbindungen lassen sich neue Aussagen gewinnen.
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1.2 REGELN ZUR AUSSAGENLOGIK

(VERKNUPFUNGEN, VERBINDUNGEN)

1.2.1 Negation

(-~ = ,,nicht”): Die Negation ist eine einstellige Operation. Sie ordnet jeder Aussage
den entgegengesetzten Wahrheitswert zu. Wahrheitstafel:

S T
w f
f w

1.2.2 Konjunktion

(A = ,,und”; umgangssprachlich: sowohl..., als auch...): Die Konjunktion ist genau
dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind. Wahrheitstafel:

| A [ B | AAB |
w w w
w f f
f w f
f f f

1.2.3 Disjunktion

(v = ,;,oder”): Die Disjunktion ist nur dann falsch, wenn beide Teilaussagen falsch
sind. Wahrheitstafel:

[ A ] B | AVvB |
w w w
w f w
f w w
f f f

1.2.4 Implikation

(= = ,,wenn..., dann...”): A ist hinreichende Bedingung fiir B, wihrend B notwen-
dige Bedingung fiir A ist, d.h. B folgt notwendigerweise aus A. Wahrheitstafel:

l A | B | A=>B J
w w w
w f f
f w w
f f w

Um sich die bestimmt nicht sofort einleuchtende Verkniipfung Implikation klar zu
machen, betrachte man die folgenden Beispiele:
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1. Aussage A: ,,Es regnet” und Aussage B: ,,Die Strafle ist na”. Wenn es regnet,
ist die Strafle sicherlich nal. Wenn es nicht regnet, so ist sie trocken. In diesen
Fillen ist der Wahrheitswert ,,wahr” einleuchtend. Die Strafle kann auch naf§
sein, wenn es nicht regnet, z.B. durch ein Straenreinigungsfahrzeug oder bei
einem Rohrbruch, deshalb erscheint auch hier der Wahrheitswert ,,wahr”. Der
Fall, da8 es regnet und die Strafie nicht naf ist, ist dagegen unmoglich und
erhilt den Wahrheitswert ,,falsch”.

2. Aussage A: ,,Der Student ist fleiig” und Aussage B: ,,Der Student besteht
die Klausur”. Die Frage, wann das Ergebnis der Klausur gerechtfertigt ist,
erleichtert die Bestimmung der Wahrheitswerte.

3. Beispiele fiir die 3. und 4. Zeile der Wahrheitstafel: ,,Aus etwas Falschem
kann durchaus etwas Richtiges folgen”

(a) A:l1=2 (b) A:l=2 |41
bzw. 2=1 + = B:2=3
=> B:3=3

Die Aussage A heifit Voraussetzung (Primisse), die Aussage B heifit Schlufifolgerung
(Konklusion). Grundsitzlich ist darauf hinzuweisen, dafl zwischen den Aussagen A
und B kein sinnvoller Zusammenhang bestehen muf}, wie er vom Sprachgebrauch her
iblich ist. Ebenso muf} kein kausaler Zusammenhang bestehen. Man hiite sich also
davor, die ,,wenn - dann” Formulierung in jedem Fall mit einer Beziehung zwischen
Ursache und Wirkung zu sehen.

1.2.5 Aquivalenz

(¢ = ,,genau dann, wenn...”): Die Aquivalenz ist genau dann wahr, wenn entweder
A und B beide wahr oder beide falsch sind. Die Aussage ,,A&B” (gesprochen: ,,A
ist dquivalent zu B”) besteht aus zwei Teilen:

1. A=B ,,aus A folgt B” und
2. B=A aus B folgt A”

Es gilt also: (A & B) & [(A=B) A (B=>A)]. Wir betrachten diesen Sachverhalt
anhand der Wahrheitstafel:

[A[B|A®B [ A>B [ B=A | (A=B)A(B=>A)

w|w w w w w
wi|f f f w f
flw f w f f
flf w w w w

Jede der beiden Aussagen ist notwendig und hinreichend fiir die jeweils andere. Von
besonderer Bedeutung sind Aussageformen, welche bei jeder Belegung der vorkom-
menden Variablen den Wahrheitswert ,,wahr” annehmen.
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Wir definieren:

Eine aussagenlogische Aussageform heifit allgemeingiiltig (logisch wahr,
tautologisch), wenn sie bei jeder Belegung aller Wahrheitswerte stets in eine
wahre Aussage tibergeht. Jede solche Aussageform heifit ein logisches Gesetz

(bzw. eine Tautologie).

1.2.6 Gleichwertige Verkniipfungen von Aussagen

a) —(-A) & A doppelte Negation

b) AAA & A Idempotenzgesetz
AVA & A

c) AAB & BAA Kommutativgesetz
AVB < BVA

d) (AABJAC & AABACQ) Assoziativgesetz
(AVB)VC & AvBV(Q

el AvVBAC) & (AVBA(AVO) Distributivgesetz
AANBVC) & (AABWMAACQ

f)y -(AAB) & -AvV-B Regeln von de Morgan
-(A v B) & -AAB

g) (A=B) & (-B=-4)

h) (A = B) < ((A A-B)=(C A-C))

Anmerkung: Die Aquivalenzen unter g) und h) stellen die Grundlage fiir den indi-
rekten Beweis dar.

1.3 BEWEISTECHNIKEN

Mit Hilfe der Aussagenlogik haben wir mehrere mogliche Beweistechniken kennen-
gelernt:

e direkter Beweis: Man zeigt die Aussage direkt, d.h. ohne sie erst in einen
dquivalenten Ausdruck umzuformen (A=>B).

o indirekter Beweis: Man zeigt die Negation der urspriinglichen Voraussetzung
mit Hilfe der Negation der Behauptung (-B = —A), oder man nimmt an, die
zu zeigende Aussage sei falsch und fiihrt diese Annahme zu einem Widerspruch
zur gegebenen Voraussetzung (AA-B)=(CA—~C)(Widerspruchsannahme).

Als weitere Beweistechnik behandeln wir die

¢ vollstindige Induktion: Man beweist die Giiltigkeit von Aussagen fiir N.

1.3.1 Der direkte Beweis

Der direkte Beweis wird gefiihrt, indem man mit Hilfe der Voraussetzung und bereits
bewiesenen Sitzen oder Axiomen durch eine Kette richtiger Schliisse die Wahrheit



der Behauptung nachweist. Beispiel:

Satz: Das Produkt aus zwei ungeraden Zahlen a und b ist eine ungerade Zahl,
a,beN.

Voraussetzung: Die Zahlen a und b sind ungerade. Wir stellen die Zahlen a und
b zunichst geeignet dar.

e=2n+1mitne€Ng=1{0,1,2,3,...}

b=2m+ 1 mit m € Ny

Behauptung: Das Produkt von a und b ist ungerade. Wir miissen daher zeigen,
daB sich das Produkt (a - b) in der Form: a - b = 2k + 1 mit & € N, darstellen 158t.

Beweis:
a-b =2n+1)-2m+1)
=4dnm+2n+2m+1
=22nm+n+m)+1
=2k+1 mitk=2nm+n+m = keENg

Da wir fiir das Produkt a - b die Darstellung a - b = 2k + 1 nachweisen konnten, ist
der Satz damit bewiesen (weitere Beispiele siehe Praktikum).

1.3.2 Der indirekte Beweis

Die indirekte Beweisfilhrung besteht darin, da wir annehmen, die Negation der
Aussage sei wahr und diese Annahme zu einem Widerspruch fithren. Wenn aber die
Negation der Aussage zu einem Widerspruch fiihrt, dann mufl nach dem Grundsatz:
,Eine Aussage und ihre Negation kénnen nicht beide falsch sein, eine von beiden mufl
wahr sein”, die Aussage wahr sein, da es eine dritte Moglichkeit nicht gibt. Beispiele:

1. Beispiel:
Aussage: p? ist gerade = pist gerade,p€ N

Indirekter Beweis: pist ungerade == p=2n+1 n€ Ny
=>p?=4n? +4n+1 (gerade + gerade + 1 = ungerade)
= p? ist ungerade

2. Beispiel:

Aussage (Satz): v/2 ist nicht als Bruch darstellbar.

Wir machen nun die Annahme, da88 die Negation der Aussage wahr ist, sich also v/2
doch als Bruch darstellen 148t.

Annahme: V2 = g mit p,q € N.
Wir setzen dabei voraus, dafl der Bruch E in der Grundform (d.h., Zghler und Nen-

ner sind teilerfremd) vorliegt. Durch eine Kette von Schliissen wird diese Annahme
zu einem Widerspruch gefiihrt. Es wird gezeigt, da Zihler und Nenner doch einen
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gemeinsamen Teiler haben:

Aus /2 = pq folgt durch Quadrieren: 2 = %; bzw. 2¢® = p®. Da sich p? als 2¢?
schreiben 148t, mufl wegen des Faktors 2 die Zahl p? eine gerade Zahl sein. Wenn
aber p? gerade ist, dann muB auch p eine gerade Zahl sein (vgl. dazu Beispiel 1).

Wir stellen p als gerade Zahl dar (p = 2p, mit p. € N) und setzen dieses in die
obige Gleichung (2¢® = p?) ein: 2¢?> = (2p.)? bzw. 2¢*® = 4p? und dividieren durch
2: g% = 2p2.

Nun schlieen wir wieder wie vorher: ¢? ist durch den Faktor 2 eine gerade Zahl.
Wenn ¢2 eine gerade Zahl ist, dann mu$ auch q eine gerade Zahl sein und wir kénnen
schreiben: ¢ = 2¢, . :

Wegen p = 2p, und ¢ = 2¢, liegt ein Widerspruch vor zu der Annahme, dafl die
Zahlen p und ¢ keinen gemeinsamen Teiler haben (sie lassen sich mindestens einmal
durch 2 teilen, da beides gerade Zahlen sind).

Ergebnis: Da die Annahme, dafl die Negation des Satzes wahr sei, zu einem Wi-
derspruch fiihrt, mu$ der Satz selbst wahr sein. Es wurde damit bewiesen, da8 v/2
nicht als Bruch darstellbar ist und somit keine rationale Zahl sein kann.

1.3.3 Vollstandige Induktion

Die Beweisfiihrung der vollstindigen Induktion ist durch folgende Sachverhalte ge-
kennzeichnet:
Wenn eine Aussage A

e von einer natiirlichen Zahl n abhingt,
o diese Aussage fiir no (meistens 1) richtig ist und

e aus der Annahme, sie sei fiir ein festes n > ng richtig, ihre Richtigkeit auch
fiir n + 1 bewiesen werden kann,

so ist diese Aussage A fiir alle natiirlichen Zahlen n richtig.
Das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion gliedert sich in die vier Schritte:

(a) Induktionsanfang (IA)

(b) Induktionsvoraussetzung (IV)

(¢) Induktionsbehauptung (IB)

(d) Induktionsschluf (IS), eigentlicher Beweis

Beispiele:

1. Beispiel

A(n)::Zi:@ firalleneN

i=1



(a) Induktionsanfang (IA): Es wird gezeigt, daB die Aussage fiir n = 1 gilt.

1
A=) i=1= 1(1;1)

=1

(b) Induktionsvoraussetzung (IV): A(n) ist richtig fiir ein festes n € N, d.h. es gilt

Zi = @ fiir ein bestimmtes n € N
i=1

(c) Induktionsbehauptung (IB): Es wird behauptet, dafl die Aussage nicht nur fiir n
gilt, sondern auch fiir n + 1. Wird diese Behauptung im Induktionsschlufl bewiesen,
heiBt dieses, daf ausgehend vom Induktionsanfang die Aussage auch fiir n = 2 gilt.
Wenn sie fiir n = 2 gilt, muB} sie aber auch fiir n = 3 gelten, usw. Anschaulich kann
man sich dieses Vorgehen mit einer Reihe von Dominosteinen vorstellen. Wenn
man allgemein zeigen kann, daBl die Aussage auch fiir n + 1 gilt, bedeutet dies fiir
die Dominosteine, daf§ durch das Anstoflen eines Steines auch der Nichste umfillt.
Damit fallen dann auch alle anderen Dominosteine um.

"z*':‘iz (n+D((r+)+1) _ (n+1D)(n+2)

2 2

=1

(d) Induktionsschlufi: A(n) - A(n +1)

Der InduktionsschluB} stellt den Beweis der Induktionsbehauptung dar. Das Vorge-
hen bei Summen kann folgendermafien schematisiert werden:

Die Summe der Induktionsbehauptung wird in die Summe bis n und den letzten
Summanden geteilt. Dann wird fiir die Summe bis n die Induktionsvoraussetzung,
die in diesem Beispiel ja schon fiir n = 1 bewiesen wurde, eingesetzt.

n+1 n

Yi=>i +(n+1)
=1 =1
v n(n2+1) +(n+1) = n(n2+1) + 2(n2+1)
- n(n+1)42-2(n+1) _ (n+2)2(n+1) Led.

2. Beispiel:
An):=(1+z)">14+nz firz>-1,neN
(a) Induktionsanfang (IA) fiir n = 1:
Q+2)!>1+1z=1+<
(b) Induktionsvoraussetzung (IV):

(1+z)">1+nzx fireinnelN
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(c) Induktionsbehauptung (IB):

AQ+z)"™ >14(n+ 1z

(d) Induktionsschlufl (IS): Es 148t sich fiir die Induktion bei Potenzen (und Produk-
ten) ebenso ein Schema zur Ldsung angeben: Auseinanderziehen der Potenz (des
Produktes) und Einsetzen der Induktionsvoraussetzung (Schemal).

(1+z)"*'=(1+2z)"-(1+z) Auseinanderziehen

v
> (1+nz)-(1+z) Einsetzen
=14z +nr+nr’ Ausmultiplizieren

=1+ (n+1)z +nz? Ausklammern und Zusammenfassen
>14+(n+ 1)z Abschitzen, q.e.d.



11

1.4 ZUSAMMENFASSUNG

Wakhy (w), Falsch (f)

WAHRHEITSWERTE AUSSAGEN |

stehen fir

AUSSAGENVARIABLEN
A BC, ..

AUSSAGEN - VERKNUPFUNGEN
(1) Negation ~ "nicht*
{2) Konjunktion A *und"
(3) Dislunktion v *oder"

(4) Implikation = *wenn ... dann ..."
(5) Aquivalenz & *...genau dann, wenn...”

AUSSAGEFORMEN

A= (-BA O

stets falsch erfullbar stets wahr

heiBen

WAHRHEITSTAFELN LOGISCHE GESETZE (Regeln, Tautclogien)

A B A v = | Negationen mwandl n
Wl wW|wilw(lw]|w (A B) e (AA-B)v (~An B)
f w | 1 N —~(Av By —AA B (AvB & (-A=B)
p p ~(A=>B)e=>AA B (A=> By (-AvB)
flfw v ~(-A) e A (A B) & (Aa B) v (=Aa —B)
BEWEISVERFAHREN
direkter Beweis Indlirekler Bewels volistndige Incuktion
A ist als Voraussetzung wahr. A st als Voraussetzung wahy, Wenn eine Aussage A(n} von den

wegen:

B soll bewlesen werden B soll bewiesen werden, Annchme:  natidichen Zahlen abhdngt, diese

A -B Aussage fir n = 1 wahr ist und aus
=B= A (wchre implikation) der Annahme, sie sel fir eine be-
A=8 (wahie Impikation) liebige natiifiche Zahl n, wahr, ifve
B Wldersptuch well Awahrist. Dadie  Gltigkeit fir (n, + 1) bewiesen

Annahme —B zu einem Widerspruch  werden kann, so ist die Aussage A(n)
fuhrt, muB sie falsch sein. Also gift B,  fiir alle natirichen Zahlen n wah.
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1.5 MENGENLEHRE

1.5.1 Definitionen

Definition Menge:

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung gewisser, wohl
unterscheidbarer Objekte zu einem neuen, einheitlichen Ganzen.

Definition Element:

Die Objekte der Menge werden als Elemente bezeichnet.

Im allgemeinen werden Mengen mit grofen und Elemente mit kleinen Buchstaben

bezeichnet.

1.5.2 Beschreibung von Mengen

Die Beschreibung von Mengen kann durch folgende Darstellung erfolgen:

e Aufzihlende Darstellung: A = {1,2,3,4}

e Angabe der Eigenschaften (gebriuchlich), z.B.: A= {z]|1<z<4 Az €N}

e Graphische Darstellung (mit Hilfe des Venn-Diagramms). Beispiel:

1.5.3 Bezeichnungen

a€A &
a¢ A &
| &
VzeN &
JdzeN <&

a ist Element der Menge A

a ist nicht Element von A

,,mnit der Eigenschaft”

,fir alle z € N ” (Allquantor)

,,€s existiert mindestens ein z € N ” (Existenzquantor)

1.5.4 Teilmengen

ACB &
ACB &
ACB &

A ist echte Teilmenge von B (A ist vollstindig in B enthalten)
A ist Teilmenge von B (A ist vollstindig in B enthalten bzw.
gleich der Menge B)

Vre Agilt: z€¢ A = z€B
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1.5.5 Gleichheit von Mengen
Fiir die Gleichheit von Mengen gilt folgende Aquivalenz:
(A=B) & (r€AezeB) Vz

Ein weiterer Zusammenhang sieht wie folgt aus:
(A=B) & (ACB)A(BC4)

1.5.6 Anzahl der Elemente

n(A) heit Michtigkeit der Menge A und gibt die Anzahl der unterscheidbaren
Elemente der Menge A an. Eine &dquivalente Schreibweise fiir die Michtigkeit ist:
n(A) = |A].

Beispiele:
a) A=1{1,23,4} n(A
b) B=1{0,1,4,6,6,3} n(B
1.5.7 Spezielle Mengen
1.5.7.1 Die Universalmenge )

1 ist die Universalmenge, d.h. die Menge, die alle Elemente der betrachteten Pro-
blemstellung erfafit.

1.5.7.2 Die leere Menge
{} oder @ bezeichnet die leere Menge. Sie enthélt kein Element: n(@) = 0. Aber:

e {0}#0 dan({O0}h=1,
o die Menge, die die leere Menge enthélt, ist nicht die leere Menge { } # {{ }}.

1.5.7.3 Die Potenzmenge

P(A) heifit Potenzmenge der Menge A. P(A) wird durch die Menge aller Teilmengen
von A gebildet. Sowohl A als auch §) sind stets Elemente der Potenzmenge. Beispiele:

A=1{2,3} P(A)={0,A{2},{3}}
B ={2,4,6} P(B)={0,B,{2},{4},{6},{2,4},{2,6},{4,6}}

Die Anzahl der Elemente der Potenzmenge ist 2" mit n = n(A4), es gilt also:
n{P(A)) = 2".
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1.5.7.4 Spezielle Zahlenmengen

-

NogpEe
% \—v-w-r

([
cpr—-
Frow
o
N

b, b, o,

=
m <o

|
313

,m

N
No
Z
Q
R:

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen
ZAn € N} rationale Zahlen
Menge der reellen Zahlen, also der

(endlichen und unendlichen) Dezimalbriiche
- Menge der komplexen Zahlen

C
Esgilt: NCNoCZCQCRCC

1.5.7.5 Intervalle

Bei den Intervallen wird unterschieden:
[a,8] := {zla<z<bAz €R}
(a,b] oder Ja,b):= {zla<z<bAz€R}

] :
[a,b) oder [a,b[:= {zle<z<bAz€R}
(a,b) oder la,b[:= {zla<z<bAzeR}

1.5.8 Mengenoperationen

1.5.8.1 Vereinigung

AUB® (zlz€ AVz € B)

Beispiel:
A={1,2}
B = {2,3,4}

AUB=1{1,2,3,4}

1.5.8.2 (Durch-) Schnitt

def

ANB = {zlz€ ANz € B}

Beispiel:

A={2,3,4}
B = {4,5,7}
ANB= {4}

AN B = B bedeutet: A und B sind disjunkt.

geschlossenes Intervall
halboffenes Intervall
halboffenes Intervall
offenes Intervall




1.5.8.3 Komplement

AY zlzeMrz ¢ A)
= {z|z € Q\A} = Q\A

Beispiel:

1= {1,2,3)
A={1,2} A Q
A= {3}

1.5.8.4 Differenz

A\BY¥ (z|(z € A)A(z ¢ B)} = ANB

Beispiel:
A={1,2} .
B={1}

A\B = {2} Q

1.5.8.5 Das Produkt (Kreuzprodukt)

AxBY¥ {(z,y)|(z € A) A (y € B)}: Menge der geordneten (Zahlen-) Paare.

Beispiel: A= {1,2} B={3,4} AxB={(1,3),(14),(23),(2,4)}

1.5.9 Rechenregeln

a) A =A doppeltes Komplement

b) ANA =A Idempotenzgesetz
AUA = A

c) ANnB =BNA Kommutativgesetz
AUuB =BUA

d) (ANB)NC =An(BNC) Assoziativgesetz
(AUB)UC = AU (BUCQ)

el AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Distributivgesetz
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

f) (AnB) =AUB Regeln von de Morgan
(AuB) =ANB

g) n(AUB) = n(A)+n(B)-n(ANnB) Additionssatz

15
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1.5.10 Das Veitchdiagramm

Das Veitch-Diagramm dient zur Ermittlung der Méchtigkeit von Mengen. Es ermoglicht
eine disjunkte Zerlegung der Universalmenge. Jeder Mengenbereich wird in der Ta-
belle angesprochen. Beispiel fiir zwei Basismengen:

I B | B |

A || n(ANB)=n(M1) | n(ANB) = n(M2) | n(A)

n(ANB) =n(M3) | n(ANB) = n(M4) | n(4)

o)

n(B) n(B) n(Q)
Hieraus wird deutlich, dafi:

n(A) = n(M1) + n(M2), n(B)=n(M1)+n(M3),
n(AUB) =n(M1) +n(M2) +n(M3)

M4 Q
Beispiel fiir drei Basismengen:
C C _
B | B B | B
All n(ANBNC) | n(ANBNC) | n(ANBNC) | n(AnBNCT) | n(A)
=n(M1) =n(M2) =n(M3) =n(M4)
Al n(ANBNC) | n(ANBNC) [ n(ANBNC) | n(ANBNT) | n(4)
= n({M5) = n(M6) =n(MT7) =n(M8)
- . N _ n(Q1)
n(z") n(C)
I n(B) I
| n(B) |

Esgilt z.B.: n{(C) = n(M1)+n(M2)+n(M5)+n(M6), n(BNC) = n(M1)+n(M5)
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1.6 AUFGABEN ZUR AUSSAGENLOGIK UND
MENGENLEHRE

1.6.1 Aufgaben
Aufgabe 1: Beweisen Sie mit Hilfe der vollstindigen Induktion.

2

noo. 1—gn+? .
L Y ¢d=" firg#1l

=0

n

2. X qmn =
n

3. Y (2i—-1)=n?

i=1

Aufgabe 2: Beweisen Sie die Ungleichungen mit Hilfe der vollsténdigen Induktion.
1.2">n firneN
2. 2" >n? firn>5
3.2">nd fiir n > 10

4. (14+a)* > 1+n-a fira>—-1,a#0,n>2  Bernoullische Ungleichung

Aufgabe 3: Beweisen Sie direkt oder indirekt.
1. a? ist durch 3 teilbar & a ist durch 3 teilbar, Va € N.

2. /3 ist irrational.

Aufgabe 4: Priifen Sie die Aquivalenz und tautologische Implikation folgender
Aussagen mit Hilfe einer Wahrheitstafel:

1. (P=Q)A-Q)=~P
2. ~(PAQ)=PVQ
3. (PVQ)AR)& (PAR)V(QAR)
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Aufgabe 5:

1. In einer Schule mit 600 Schiilern wird eine Umfrage veranstaltet, welche Zeit-

schriften abonniert werden. Es werden gelesen: ,,Bravo” (50 Schiiler), ,,Spie-
gel” (40 Schiiler) und ,,Bild der Wissenschaft” (25 Schiiler).
Weiter wird festgestellt, dal 15 Schiiler zugleich ,,Bravo” und ,,Spiegel” abon-
niert haben, 10 Schiiler zugleich ,,Bravo” und ,,Bild der Wissenschaft” und
5 Schiiler zugleich ,,Spiegel” und ,,Bild der Wissenschaft”. Kein Schiiler hat
zugleich alle drei Zeitschriften abonniert.

Wieviel Schiiler dieser Schule haben genau eine der drei Zeitschriften abonniert
und wieviel gar keine?

2. An einer Hochschule seien 450 Studenten im 1. Semester (Menge A). An dieser
Hochschule gebe es 320 VWL-Studenten (Menge B). Es gilt also n(A)+n(B) =
770. 80 VWL-Studenten sind im 1. Semester.

Wie gro8 ist n(AU B)? Wodurch erklirt sich der Unterschied zu n(A) +n(B)?

Aufgabe 6:

1. 100 Studenten werden nach der Zusammensetzung ihres Friihstiicks befragt,
und zwar im Hinblick auf die Unterscheidung zwischen Miisli (M), Vollkornbrot
(VK) und Auszugsmehlprodukte, also Brétchen, Weifibrot etc. (AM). Ergeb-
nisse der Befragung:

Ein Friihstiick mit M und VK und AM wird von einer Person bevorzugt; zehn
essen ausschlieBlich M; neun favorisieren VK und AM sowie zwei M und VK;
M wird von zwolf Studenten, VK von 28 und AM von 70 gegessen.

Erstellen Sie ein Venn- (oder Veitch-) Diagramm und beantworten Sie folgende
Fragen:

(a) Wie viele der befragten Studenten verzehren keines der genannten Nah-
rungsmittel?

(b) Wie viele essen M und AM, aber kein VK?
2. Wie heiflen folgende Mengen?

(a) {z|lz € Avze B}
(b) {z|xr € ANz € B}
(c) {z|lzr e Anz ¢ B}
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Aufgabe 7: Ein Warenhaus befragte 200 Kunden, um festzustellen, an welche
Personen es seine Werbung richten soll. Dabei interessierte Einkommen, Alter und
Geschlecht der befragten Personen.

- 84 Personen hatten ein Einkommen unter DM 2000.

- 110 Personen waren &lter als 30 Jahre.

- Insgesamt wurden 117 Frauen befragt.

- 74 Personen unter 30 Jahren hatten ein Einkommen von mehr als DM 2000.

- 20 Frauen waren ilter als 30 Jahre und verfiigten iiber ein Einkommen von iiber
DM 2000.

- 73 Frauen hatten ein Einkommen von weniger als DM 2000.

- 55 Manner waren jiinger als 30 Jahre.

1. An wen richtet das Warenhaus die Werbung, wenn es die am stéirksten vertre-
tene Gruppe ansprechen méchte?

2. Wie viele Minner unter 30 Jahren hatten ein Einkommen von weniger als DM
20007 Hinweis: Empfehlenswert ist die Verwendung eines Veitch-Diagramms.

Aufgabe 8: In einem Urlaubsort werden 70 Touristen befragt, welches der Ver-
kehrsmittel Auto (PKW), Bahn und Omnibus sie zur Anreise benutzt hitten. Dabei
ergaben sich folgende Informationen:

20 Touristen benutzten das Auto, 30 die Bahn, 40 den Omnibus, 5 das Auto und
Omnibus, 4 Bahn und Auto, 12 reisten nur mit dem Auto an und 4 benutzten keines
der genannten Verkehrsmittel.

1. Wie viele der befragten Touristen benutzten alle drei genannten Verkehrsmit-
tel, d.h. Auto, Bahn und Omnibus?

2. Wie viele Touristen haben die Bahn und den Omnibus benutzt?

3. Wie viele Touristen benutzten die Bahn oder den Omnibus, ohne das Auto zu
benutzen?

Aufgabe 9: An einer Abstimmung in Nordrhein-Westfalen beteiligten sich 600
Abgeordnete.

300, die den Koalitionsparteien angehdrten und rheinische Abgeordnete sind, stimm-
ten dafiir.

25, die den Oppositionsparteien angehérten und westfilische Wihler vertraten, stimm-
ten dagegen.

Die Koalition hatte 96 Stimmen mehr als die Opposition.

135 Abgeordnete vertraten westfilische Wihler.

18 Mitglieder der Koalitionsparteien stimmten dagegen.

102 westfilische Abgeordnete stimmten dafiir.

Der Antrag wurde mit 310 Stimmen Vorsprung durchgebracht.

Die Abstimmung ist nach der Herkunft und Parteizugehorigkeit der Abgeordneten
zu analysieren (keine Enthaltungen).
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Aufgabe 10: Man beweise bzw. widerlege folgende Aquivalenzen:

1. (A= B)& -~(-BAA) 2. (A= B)& (~AVB)

3. (A= B)& (B=>-4) 4 (A=B)& (A& -B)

1.6.2 Losungen

zu Aufgabe 1:
Als TA wird der Induktionsanfang, IV Induktionsvoraussetzung, IB Induktionsbe-

hauptung und IS Induktionsschlufl abgekiirzt:

1.
0
. 1—¢
IA:n=0 ¢=¢"=1=
n_ 1_qn+l
Iv: Zq’zT—q— fiir ein festesn € N und ¢ #1
=0
n+1
. l_qn+2
IB: Eq’:—
i=0 1-q
n+1 n 1
; ; 1-gmt! 1-¢™! +(1-q)g™
ISZ i i n+11=V n+1=
l_qn+l+qn+1_q.qn+1 _l_qn+2 q
= = q-e.d.
1-g¢ 1-g¢
2.

1
1 1 11
A =1 gi(i+1)—l(1+l)_§_1+l

n
1 n L
N:Zi(i+1)=n+1 fiir ein festes n € N

n+1
IB: = —
gi(i+1) n+2

n+1 n
. 1 _ 1 1 v on 1
I5: ;i(i+1) _Zi(i+l) +(n+1)(n+2) h n+1+(n+1 n+2)

i=1

)
_nn+2)+1  nf4+2n+1  (n+1)(n+1)
T (n+D(n+2) m+1)n+2) (n+1)(n+2)
_n+l

=2 q.ed.




IA

IV:

IB:

IS:

1
in=1) 2-1)=(2-1-1)=1=1
=1

n
2(21' —1)=n? fiir ein festesn € N
i=1
n+l
Y @i-1)=(n+1)?*=n*+2n+1
i=1

n+1 n
Yei-n=(2-1)+Cn+1)-15n’+2n+2-1
=1 =1

=n?+2n+1=(n+1)> q.e.d.

zu Aufgabe 2:

1.

IA:n=1: 2'>1 ,da2>1
IV: 2" >n fiir ein festes n € N
IB: 2"l > n4+1

IS: 27+1 = 27 .2 = 2™ + 2" (Einsetzen von IV und 2" > 1 ergibt:)
2"4+2">n+1 = 2"tl>p41

IA:n=5: 2°>52 ,da32>25
IV: 2" > n? fiir ein festesn € Nundn > 5
IB: 2™ > (n +1)?

IS: 27! = 2" . 2 (Einsetzen von IV und 2 > (2£%)? ergibt:)
2.2"> (212 .n2=(n+1)2 = 2™1>(n+1)?

21

(Nachweis: (212 =(1+L1)22=1+2+ L <142+ <2 firn>5)

.JA:n=10: 21°>10% ,da1024 > 1000

IV: 2" > nd fiir ein festes n € N und n > 10

IB: 2"t > (n+1)3
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IS: 27*1 = 2" . 2 (Einsetzen von IV und 2 > (%) ergibt:)
20.2>nd (2P = (n4+ 1)} = 2ol s (n41)8

(Nachweis fiir n > 10):
(P =(1+5P =1+ + 5+ 5 <1+3+ 5+ ds<2)

4 TAtn=2: (1+a)?>1+2-a ,da(l1+a)?=14+2-a4+a?2>1+2-a
IV: l+a)*>14+n-a fiir ein festesn€e Nunda > —-1,a #0,n> 2
IB: (1+a)"!'>14+(n+1)-a

IS:1+a)*'=(1+a)"- (14+a)>(1+n-a)-(1+a)=1+n-a+a+n-a?
=1+(n+1)-a+n-a>>1+(n+1)-a

zu Aufgabe 3:

1. Widerspruchsbeweis
“=”  d.h. a? ist durch 3 teilbar und wir nehmen an, daB a nicht durch 3
teilbarist: a#3-n, neZ

(@) a=3n-1=2a>=0Bn-1)2=92-6n+1
— nicht durch 3 teilbar, Widerspruch.
b) a=3-n-2=a>=(3n-2)2=9n2-12n+4
— nicht durch 3 teilbar, Widerspruch.
“<”, d.h. aist durch 3 teilbar: @ = 3-n = a? = (3n)? = 9n? durch 3 teilbar.

2. Annahme der indirekten Beweisfiihrung: V3 ist rational, 148t sich also darstel-
len als: /3 = 5 unter der Voraussetzung, dafl p, ¢ teilerfremd sind.
Aus 3 = E folgt 3 = §; = p? = 3¢%. p? ist also durch 3 teilbar, demzu-
folge ist auch p durch 3 teilbar (siehe 1.) und kann geschrieben werden als
p=3n,n€Z und p* = 9n? = 9n? =3¢ = 3n? =¢°.
Somit ist g> und auch ¢ durch drei teilbar. Dieses steht aber im Widerspruch
zur Voraussetzung, da} p und q teilerfremd sind.

zu Aufgabe 4:
1. Wahrheitstafel:

[PlR]IQ[P=2Q[P=>QA-Q[-P]|(P=>Q) A-Q=>-P]

wilw f w f f w
wif w f f f w
f|lw f w f w w
f|f w w w w w

Tautologie
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2. Wabhrheitstafel:

[PIQTPAQ [ ~(PAQ [PVQ [ ~(PAQ = PVQ |

w|w w f w w
wi| f f w w w
f|lw f w w w
f|f f w f f

keine Tautologie

3. Wabhrheitstafel:

[P]QIR[PVQ[(PVQAR[PAR]|QAR|PAR)V(QAR) & |
w|w|w w w w w w w
wlwl]|f V' f f f f w
w|f|w w w w f w w
w| f|f w f f f f w
flw|lw w w f \ w w
flwy|f w f f f f w
flf|w f f f f f w
flf]f f f f f f \

Tautologie

zu Aufgabe 5:

1. ,,Bravo” wird mit ,,B”, ,,Spiegel” mit ,,S” und ,,Bild der Wissenschaft” mit
»BdW?” abgekiirzt. Die Werte, die aus dem Text entnommen wurden sind
fett gedruckt, die anderen Werte ergeben sich durch Saldenbildung. In den
Klammern sind die Schritte angegeben, in denen der jeweilige Wert, berechnet

wurde (diese Reihenfolge ist aber nicht die einzige, die zu einer richtigen Lésung
fiihrt).

BdW Bdw
s | § s | §

19!

B o 10 15 25 (6) 50

|
o

10 (3) | 20 (10) | 515 (1) | 550 (1)

5(4) | 20 (5) | 35 (8) | 540 (9)
25 575 (2) 600

l 40 ]
| 560 (7) |

25 + 10 + 20 = 55 Schiiler haben genau eine der 3 Zeitschriften abonniert.
600 - 55 - 10 -15 - 5 = 515 Schiiler haben keine der 3 Zeitschriften abonniert.



