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Teil I 

Mathematik 





Kapitel 1 

AUSSAGENLOGIK UND 
MENGENLEHRE 

1.1 AUSSAGE 
Während die mathematische Logik über Jahrhunderte Domäne eines kleinen Kreises 
von Theoretikern war, wird sie nun einem immer breiteren Publikum zugänglich. Ins-
besondere die Informatik hat einen Entwicklungsstand erreicht, der zur Beschreibung 
von Sprach- und Datenstrukturen heute auf logische Kalküle nicht mehr verzichten 
kann. Die Syntax und Semantik von Programmiersprachen und Informationssy-
stemen benötigen die Elemente der Aussagen- und Prädikatenlogik. Die formal-
logische Denkweise wird somit auch in andere wissenschaftliche Gebiete getragen, 
hauptsächlich in die Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften. 

Definition einer Aussage: In der Mathematik ist eine Aussage ein sinnvoller 
Satz, der entweder wahr oder falsch ist. 

Man nennt „wahr" bzw. „falsch" den Wahrheitswert einer Aussage. Zu den sprach-
lichen Gebilden, die keine Aussagen sind, gehören unter anderem: 

• Bitten, Aufforderungen oder Anweisungen („Bitte beantworten Sie das Schrei-
ben.") 

• individuelle Meinungsäußerungen („Ich finde, Mathe ist anstrengend.") 

• in sich widersprüchliche Sätze („Ich lüge immer."). 

Beispiele für Aussagen (mit den dazugehörigen Wahrheitswerten): 

Aussage Wahrheitswert 
3 + 5 = 8 w 
3 ist Teiler von 7 f 
Die Elbe fließt durch Hamburg. w 

Durch sprachliche Verbindungen lassen sich neue Aussagen gewinnen. 
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1.2 REGELN ZUR AUSSAGENLOGIK 
(VERKNÜPFUNGEN, VERBINDUNGEN) 

1.2.1 Negation 
{-> = „nicht"): Die Negation ist eine einstellige Operation. Sie ordnet jeder Aussage 
den entgegengesetzten Wahrheitswert zu. Wahrheitstafel: 

A - A 
w f 
f w 

1.2.2 Konjunktion 
(Λ ξ „und"; umgangssprachlich: sowohl..., als auch...): Die Konjunktion ist genau 
dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind. Wahrheitstafel: 

A Β ΑΛΒ 
w w w 
w f f 
f w f 
f f f 

1.2.3 Disjunktion 
(V = „oder"): Die Disjunktion ist nur dann falsch, wenn beide Teilaussagen falsch 
sind. Wahrheitstafel: 

A Β AVB 
w w w 
w f w 
f w w 
f f f 

1.2.4 Implikation 
= „wenn..., dann..."): Α ist hinreichende Bedingung für B, während Β notwen-

dige Bedingung für Α ist, d.h. Β folgt notwendigerweise aus A. Wahrheitstafel: 

A Β A=>B 
w w w 
w f f 
f w w 
f f w 

Um sich die bestimmt nicht sofort einleuchtende Verknüpfung Implikation klar zu 
machen, betrachte mein die folgenden Beispiele: 
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1. Aussage Α: „Es regnet" und Aussage B: „Die Straße ist naß". Wenn es regnet, 
ist die Straße sicherlich naß. Wenn es nicht regnet, so ist sie trocken. In diesen 
Fällen ist der Wahrheitswert „wahr" einleuchtend. Die Straße kann auch naß 
sein, wenn es nicht regnet, z.B. durch ein Straßenreinigungsfahrzeug oder bei 
einem Rohrbruch, deshalb erscheint auch hier der Wahrheitswert „wahr". Der 
Fall, daß es regnet und die Straße nicht naß ist, ist dagegen unmöglich und 
erhält den Wahrheitswert „falsch". 

2. Aussage A: „Der Student ist fleißig" und Aussage B: „Der Student besteht 
die Klausur". Die Frage, wann das Ergebnis der Klausur gerechtfertigt ist, 
erleichtert die Bestimmung der Wahrheitswerte. 

3. Beispiele für die 3. und 4. Zeile der Wahrheitstafel: „Aus etwas Falschem 
kann durchaus etwas Richtiges folgen" 

(a) A: 1 = 2 (b) A: 1 = 2 |+1 
bzw. 2 = 1 + =*· B: 2 = 3 

=» B: 3 = 3 

Die Aussage Α heißt Voraussetzung (Prämisse), die Aussage Β heißt Schlußfolgerung 
(Konklusion). Grundsätzlich ist daraufhinzuweisen, daß zwischen den Aussagen A 
und Β kein sinnvoller Zusammenhang bestehen muß, wie er vom Sprachgebrauch her 
üblich ist. Ebenso muß kein kausaler Zusammenhang bestehen. Man hüte sich also 
davor, die „wenn - dann" Formulierung in jedem Fall mit einer Beziehung zwischen 
Ursache und Wirkung zu sehen. 

1.2.5 Äquivalenz 
( θ = „genau dann, wenn..."): Die Äquivalenz ist genau dann wahr, wenn entweder 
Α und Β beide wahr oder beide falsch sind. Die Aussage „A^>B" (gesprochen: „A 
ist äquivalent zu B") besteht aus zwei Teilen: 

1. A=>B „aus Α folgt B" und 

2. B=»A „aus Β folgt A" 

Es gilt also: (A B) <=>• [(A=S>B) Λ (B=>A)]. Wir betrachten diesen Sachverhalt 
anhand der Wahrheitstafel: 

A Β A<^B A=>B B=>A (Α=»Β)Λ(Β=ί>Α] 
w w w w w w 
w f f f w f 
f w f w f f 
f f w w w w 

Jede der beiden Aussagen ist notwendig und hinreichend für die jeweils andere. Von 
besonderer Bedeutung sind Aussageformen, welche bei jeder Belegung der vorkom-
menden Variablen den Wahrheitswert „wahr" annehmen. 
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Wir definieren: 

Eine aussagenlogische Aussageform heißt allgemeingültig (logisch wahr, 
tautologisch), wenn sie bei jeder Belegung aller Wahrheitswerte stets in eine 
wahre Aussage übergeht. Jede solche Aussageform heißt ein logisches Gesetz 

(bzw. eine Tautologie). 

1.2.6 Gleichwertige Verknüpfungen von Aussagen 
a) Α doppelte Negation 
b) A Λ A Α Idempotenzgesetz 

A V A Α 

c) Α Λ Β Ό Β Λ Α Kommutativgesetz 
A V Β Β V Α 

d) (Α Λ Β)Λ C <ί=> Α Λ(Β Λ C) Assoziativgesetz 
(A V B)V C A V(B V C) 

e) A V(B Λ C) (A V Β)Λ(Α V C) Distributivgesetz 
Α Λ(Β V C) (Α Λ B)V(A Λ C) 

f) -ι(Α Λ Β) -.Α ν~>Β Regeln von de Morgan 
-.(A V Β) Ο - Ά Λ-.Β 

g) (Α=»Β) (-•Β -<Α) 
h) ( Α * Β) ((Α Λ-.Β)^·(0 Λ-iC)) 

Anmerkung: Die Äquivalenzen unter g) und h) stellen die Grundlage für den indi-
rekten Beweis dar. 

1.3 BEWEISTECHNIKEN 
Mit Hilfe der Aussagenlogik haben wir mehrere mögliche Beweistechniken kennen-
gelernt: 

• direkter Beweis: Man zeigt die Aussage direkt, d.h. ohne sie erst in einen 
äquivalenten Ausdruck umzuformen (A=>B). 

• indirekter Beweis: Man zeigt die Negation der ursprünglichen Voraussetzung 
mit Hilfe der Negation der Behauptung (->B ->A), oder man nimmt an, die 
zu zeigende Aussage sei falsch und führt diese Annahme zu einem Widerspruch 
zur gegebenen Voraussetzung (ΑΛ->Β) (CA-iC) (Widerspruchsannahme). 

Als weitere Beweistechnik behandeln wir die 

• vollständige Induktion: Man beweist die Gültigkeit von Aussagen für N. 

1.3.1 Der direkte Beweis 
Der direkte Beweis wird geführt, indem man mit Hilfe der Voraussetzung und bereits 
bewiesenen Sätzen oder Axiomen durch eine Kette richtiger Schlüsse die Wahrheit 
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der Behauptung nachweist. Beispiel: 

Satz: Das Produkt aus zwei ungeraden Zahlen α und b ist eine ungerade Zahl, 

Voraussetzung: Die Zahlen α und b sind ungerade. Wir stellen die Zahlen α und 
b zunächst geeignet dar. 
α = 2n + 1 mit η € N 0 = {0 ,1 ,2,3, . . .} 
b = 2m 4-1 mit m € No 

Behauptung: Das Produkt von α und b ist ungerade. Wir müssen daher zeigen, 
daß sich das Produkt (α · b) in der Form: α - b = 2k + 1 mit k G N0 darstellen läßt. 

Beweis: 
a b = (2n + 1) · (2m + 1) 

= 4 nm + 2n + 2m + 1 
-- 2(2nm + η + m) + 1 
= 2k + 1 mit k = 2nm + n + m => k £ No 

Da wir für das Produkt α · b die Darstellung α · b = 2k + 1 nachweisen konnten, ist 
der Satz damit bewiesen (weitere Beispiele siehe Praktikum). 

1.3.2 Der indirekte Beweis 

Die indirekte Beweisführung besteht darin, daß wir annehmen, die Negation der 
Aussage sei wahr und diese Anneihme zu einem Widerspruch führen. Wenn aber die 
Negation der Aussage zu einem Widerspruch führt, dann muß nach dem Grundsatz: 
„Eine Aussage und ihre Negation können nicht beide falsch sein, eine von beiden muß 
wahr sein", die Aussage wahr sein, da es eine dritte Möglichkeit nicht gibt. Beispiele: 

1. Beispiel: 
Aussage: p2 ist gerade => ρ ist gerade, ρ e Ν 

Indirekter Beweis: ρ ist ungerade = > p = 2 n + l η £ No 
=> ρ2 = 4η2 + 4η + 1 (gerade + gerade + 1 = ungerade) 

ρ2 ist ungerade 

2. Beispiel: 
Aussage (Satz): %/2 ist nicht als Bruch darstellbar. 
Wir meichen nun die Annahme, daß die Negation der Aussage wahr ist, sich also \/2 
doch als Bruch darstellen läßt. 

Annahme: y/2 = 2 m i t p, q € N. 

Wir setzen dabei voraus, daß der Bruch | in der Grundform (d.h., Zähler und Nen-
ner sind teilerfremd) vorliegt. Durch eine Kette von Schlüssen wird diese Annahme 
zu einem Widerspruch geführt. Es wird gezeigt, daß Zähler und Nenner doch einen 
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gemeinsamen Teiler haben: 

Aus \/2 = pq folgt durch Quadrieren: 2 = jp- bzw. 2q2 = p2 . Da sich p2 als 2q2 

schreiben läßt, muß wegen des Faktors 2 die Zahl p2 eine gerade Zahl sein. Wenn 
aber p2 gerade ist, dann muß auch ρ eine gerade Zahl sein (vgl. dazu Beispiel 1). 

Wir stellen ρ als gerade Zahl dar (p = 2p» mit ρ , € N) und setzen dieses in die 
obige Gleichung (2q2 = p2) ein: 2q2 = (2p.)2 bzw. 2q2 = 4p2 und dividieren durch 
2: q2 = 2 p l 

Nun schließen wir wieder wie vorher: q2 ist durch den Faktor 2 eine gerade Zahl. 
Wenn q2 eine gerade Zahl ist, dann muß auch q eine gerade Zahl sein und wir können 
schreiben: q = 2q, . 

Wegen ρ = 2p, und q = 2q, liegt ein Widerspruch vor zu der Annahme, daß die 
Zahlen ρ und q keinen gemeinsamen Teiler haben (sie lassen sich mindestens einmal 
durch 2 teilen, da beides gerade Zahlen sind). 

Ergebnis: Da die Annahme, daß die Negation des Satzes wahr sei, zu einem Wi-
derspruch führt, muß der Satz selbst wahr sein. Es wurde damit bewiesen, daß y/2 
nicht als Bruch darstellbar ist und somit keine rationale Zahl sein kann. 

1.3.3 Vollständige Induktion 
Die Beweisführung der vollständigen Induktion ist durch folgende Sachverhalte ge-
kennzeichnet: 
Wenn eine Aussage A 

• von einer natürlichen Zahl η abhängt, 

• diese Aussage für no (meistens 1) richtig ist und 

• aus der Annahme, sie sei für ein festes τι > no richtig, ihre Richtigkeit auch 
für η + 1 bewiesen werden kann, 

so ist diese Aussage Α für alle natürlichen Zahlen η richtig. 
Das Beweisverfahren der vollständigen Induktion gliedert sich in die vier Schritte: 

(a) Induktionsanfang (IA) 
(b) Induktionsvoraussetzung (IV) 
(c) Induktionsbehauptung (IB) 
(d) Induktionsschluß (IS), eigentlicher Beweis 

Beispiele: 

1. Beispiel 

A{n) : = Σ ί = n ( " + 1 ) für a l len 6 Ν 
i=i 2 
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(a) Induktionsanfang (ΙΑ): Es wird gezeigt, daß die Aussage für τι = 1 gilt. 

(b) Induktionsvoraussetzung (IV): A{n) ist richtig für ein festes η € Ν, d.h. es gilt 

(c) Induktionsbehauptung (IB): Es wird behauptet, daß die Aussage nicht nur für η 
gilt, sondern auch für n + 1. Wird diese Behauptung im Induktionsschluß bewiesen, 
heißt dieses, daß ausgehend vom Induktionsanfang die Aussage auch für η = 2 gilt. 
Wenn sie für η = 2 gilt, muß sie aber auch für η = 3 gelten, usw. Anschaulich kann 
man sich dieses Vorgehen mit einer Reihe von Dominosteinen vorstellen. Wenn 
man allgemein zeigen kann, daß die Aussage auch für τι + 1 gilt, bedeutet dies für 
die Dominosteine, daß durch das Anstoßen eines Steines auch der Nächste umfällt. 
Damit fallen dann auch alle anderen Dominosteine um. 

(d) Induktionsschluß: A(n) -¥ A(n + 1) 
Der Induktionsschluß stellt den Beweis der Induktionsbehauptung dar. Das Vorge-
hen bei Summen kann folgendermaßen schematisiert werden: 
Die Summe der Induktionsbehauptung wird in die Summe bis η und den letzten 
Summanden geteilt. Dann wird für die Summe bis η die Induktionsvoraussetzung, 
die in diesem Beispiel j a schon für η = 1 bewiesen wurde, eingesetzt. 

für ein bestimmtes η £ Ν 
i=l 

n+1 η 
ι -

i=l i=l 
η ( η + 1) 2 (η + 1) 

2 
η(τι + 1) + 2 (η + 1) _ (π + 2)(η + 1) 

q.e.d. 
2 2 

2. Beispiel: 

Α{η) : = (1 + χ)η > 1 + ηχ für χ > - 1 , η € Ν 

(a) Induktionsanfang (ΙΑ) für η = 1: 

(1 -I- χ)1 > 1 + Ii = 1 + χ 

(b) Induktionsvoraussetzung (IV): 

(1 + χ)η > 1 + ηχ für ein η G Ν 
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(c) Induktionsbehauptung (IB): 

(1 + x) n + 1 > 1 + (η + l)x 

(d) Induktionsschluß (IS): Es läßt sich für die Induktion bei Potenzen (und Produk-
ten) ebenso ein Schema zur Lösung angeben: Auseinanderziehen der Potenz (des 
Produktes) und Einsetzen der Induktionsvoraussetzung (Schema!). 

(1 + x ) n + 1 = (1 + x)n • (1 + x) Auseinanderziehen 
IV 

> (1 + nx) • (1 + x) Einsetzen 
= 1 + χ + nx + nx2 Ausmultiplizieren 
= 1 + (n + l)z + nx2 Ausklammern und Zusammenfassen 
> 1 + (n + l)x Abschätzen, q.e.d. 
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1.4 ZUSAMMENFASSUNG 
WAHRHEITSWERTE 

Wahr (w). Falsch (f) 

AUSSAGEN - VERKNÜPFUNGEN 

(1) Negation -ι "nichl* 

(2) Konjunktion Λ "und" 

(3) Disjunktion V "oder* 

(4) Implikation =» "wenn .... dann..." 
(5) Äquivalenz "...genau dann, wenn. 

AUSSAGEFORMEN 
A=> (-,ΒΛ Q 

stets falsch erfüllbar stets wahr 

festgelegt ζ ^ Μ β θ τ Γ ^ ) 

WAHRHE1TSTAFELN 

A Β Λ V => <=> 

w w w w w w 

w f f w f f 

f w f w w f 

f f f f w w 

LOGISCHE GESETZE (Regeln, Tautologien) 

Negationen Umwandlungen 

-i(A<=> B) <=> (ΑΛ -ιΒ) ν ( -ΑΛ Β) 
-Ι(ΑΛ Β) <=> - Λ ν -,Β (ΑΛ Β) Ο -I(A=» -,Β) 
-τ(Αν Β) ο -,ΑΛ -,Β (Α ν B) <=> (—iA => B) 
-τ(Α=> B) <=> Α Λ -iB (A=> B) <=> (-.Α ν B) 
—1{—iA) <=> A ( A o B ) » (ΑΛ Β) ν (-,ΑΛ -,Β) 

direkter Beweis 

BEWEISVERFAHREN 

Indirekter Beweis 

Α Ist als Voraussetzung wahr. Α Ist als Voraussetzung wahr, 
Β soll bewiesen werden 

A 
Α => Β (wahre Impikatton) 

Β 

Β soU bewiesen werden, Annahme: 
-,Β 
-,B=> -.Α (wahre Implikation) 

I A 
Widerspruch, well Α wahr 1st. Da die 
Annahme -,Β zu einem Widerspruch 
führt, muß sie falsch sein. Also gilt B, 
wegen: —.(—.B) <=> Β 

vollständige Induktion 

Wenn eine Aussage A(n) von den 
natürlichen Zahlen abhängt, diese 
Aussage für η = 1 wahr ist und aus 
der Annahme, sie sei für eine be-
liebige natürilche Zahl n„wahr, ihre 
Gültigkeit für (r\ + 1) bewiesen 
werden kam, so ist die Aussage A(n) 
für alle natürlichen Zahlen η wahr. 
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1.5 MENGENLEHRE 

1.5.1 Definitionen 

Definition Menge: 

Unter einer Menge versteht man eine Zusammenfassung gewisser, wohl 
unterscheidbarer Objekte zu einem neuen, einheitlichen Ganzen. 

Definition Element: 

Die Objekte der Menge werden als Elemente bezeichnet. 

Im allgemeinen werden Mengen mit großen und Elemente mit kleinen Buchstaben 
bezeichnet. 

1.5.2 Beschreibung von Mengen 

Die Beschreibung von Mengen kann durch folgende Darstellung erfolgen: 

• Aufzählende Darstellung: A — {1,2,3,4} 

• Angabe der Eigenschaften (gebräuchlich), z.B.: , 4 = { χ | 1 < ι < 4 Λ ι ί Ν } 

• Graphische Darstellung (mit Hilfe des Venn-Diagramms). Beispiel: 

1.5.3 Bezeichnungen 
α 6 Α α ist Element der Menge A 
α £ Α ο α ist nicht Element von A 
I <=> „mit der Eigenschaft" 
V i e N ο „für alle i e N " (Allquantor) 
3 x e Ν „es existiert mindestens ein χ € Ν " (Existenzquantor) 

1.5.4 Teilmengen 

A C Β Α ist echte Teilmenge von Β (Α ist vollständig in Β enthalten) 
AC Β Ο- Α ist Teilmenge von Β ( Α ist vollständig in Β enthalten bzw. 

gleich der Menge B) 
AC Β Vx € Α gilt: χ £ Α χ & Β 
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1.5.5 Gleichheit von Mengen 
Für die Gleichheit von Mengen gilt folgende Äquivalenz: 
(A = Β) ο ( x e A & x e B ) Vx 

Ein weiterer Zusammenhang sieht wie folgt aus: 
(A = B) Ο (A C Β) Λ (Β C A) 

1.5.6 Anzahl der Elemente 
n(A) heißt Mächtigkeit der Menge Α und gibt die Anzahl der unterscheidbaren 
Elemente der Menge A an. Eine äquivalente Schreibweise für die Mächtigkeit ist: 
n(A) = \A\. 

Beispiele: 
a) A = {1,2,3,4} n(A) = 4, 
b) B= {0,1,4,6,6,3} n(B) = 5. 

1.5.7 Spezielle Mengen 
1.5.7.1 Die Universalmenge Ω 

Ω ist die Universalmenge, d.h. die Menge, die alle Elemente der betrachteten Pro-
blemstellung erfaßt. 

1.5.7.2 Die leere Menge 

{ } oder 0 bezeichnet die leere Menge. Sie enthält kein Element: n(0) = 0. Aber: 

• {0} # 0 dan({0}) = l , 

• die Menge, die die leere Menge enthält, ist nicht die leere Menge { } φ { { }} . 

1.5.7.3 Die Potenzmenge 

P(A) heißt Potenzmenge der Menge A. P{A) wird durch die Menge aller Teilmengen 
von Α gebildet. Sowohl Α als auch 0 sind stets Elemente der Potenzmenge. Beispiele: 

-4 = {2,3} Ρ(Λ) = {Μ,{2} , {3 } } 
Β = {2,4,6} P(B) = {0, B, {2}, {4}, {6}, {2,4}, {2,6}, {4 ,6}} 

Die Anzahl der Elemente der Potenzmenge ist 2" mit τι = n(A), es gilt also: 
n(P(A)) = 2". 
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natürliche Zahlen 

1.5.7.4 Spezielle Zahlenmengen 

Ν = { 1 , 2 , 3 , . . . } 
No = { 0 , 1 , 2 , . . . } 
Ζ = {0 ,±1 ,±2 , . . . } 
Q = = € ZAn€ N} 
R : 

€ : 
Es gilt: Ν C N 0C E c Q c R c C 

ganze Zahlen 
rationale Zahlen 
Menge der reellen Zahlen, also der 
(endlichen und unendlichen) Dezimalbrüche 
Menge der komplexen Zahlen 

1.5.7.5 Intervalle 

Bei den Intervallen wird unterschieden: 

geschlossenes Intervall 
halboffenes Intervall 
halboffenes Intervall 
offenes Intervall 

1.5.8 Mengenoperationen 

1.5.8.1 Vereinigung 

[α, 6] := 
(α, 6] oder ]α, 6] := 
[α, b) oder [ο, b[ := 
(α, b) oder ]a, b[ := 

{χ|α < χ < 6 Λ χ € R} 
{xja < χ < bΛχ ζ. R} 
{xja < x < 6 A x G R } 
{xja < x < f e A x 6 R } 

A U Β = {x|x G A V i e B } 

Beispiel: 
A = {1*2} 
B = {2,3,4} 
A\JB = {1,2,3,4} 

1.5.8.2 (Durch-) Schnitt 

Α Π Β = {x|x G Α Α χ 6 Β} 

Beispiel: 
A ={2 ,3 ,4} 
Β = { 4,5,7} 
Α Π Β = {4} 

Α Π Β — 0 bedeutet: Α und Β sind disjunkt. 
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1.5.8.3 Komplement 

A d= {x|(i e Ω) Αι i A ) 
= {x\x 6 n\A} = Ω\Λ 

Beispiel: 
Ω = {1,2,3} 
4 = {1 ,2} 
A = {3} 

1.5.8.4 Differenz 

A\B d={x|(a;G^)A 

Beispiel: 
A={ 1,2} 
* = { ! } 
A\B = {2} 

iB)} = ΑΠΒ 
/ k > C BN 

^ Ω 

1.5.8.5 Das Produkt (Kreuzprodukt) 

Ax Bd= {(x,j/)|(x € Α) Λ (y € B) } : Menge der geordneten (Zahlen-) Paare. 

Beispiel: A = {1,2} B = {3,4} 

1.5.9 Rechenregeln 

AxB= {(1,3), (1,4), (2,3), (2,4)} 

a) 
b) 

c) 

e) 

A 
ΑΠΑ 
AUA 
AnB 
A\JB 

d) ( A n B ) n c 
(AUB)UC 
Au(ßnC) 
An(ßuC) 

f) (AnB) 

g) 
(AuB) 
n{A U B ) 

A 
A 
A 
ΒπΑ 
ΒΌΑ 
AC\(BC\C) 
Λ U ( £ U C) 
(A U Β) Π {A U C) 
(Λ η Β) U (Ar\C) 
ÄUB 
AnB 
η(Α) + η(Β) - n(A Π Β) Additionssatz 

doppeltes Komplement 
Idempotenzgesetz 

Kommutativgesetz 

Assoziativgesetz 

Distributivgesetz 

Regeln von de Morgan 
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1.5.10 Das Veitchdiagramm 

Das Veitch-Diagramm dient zur Ermittlung der Mächtigkeit von Mengen. Es ermöglicht 
eine disjunkte Zerlegung der Universalmenge. Jeder Mengenbereich wird in der Ta-
belle angesprochen. Beispiel für zwei Basismengen: 

Β Β 

A η(ΑΓ\Β) = n{M 1) η(ΑηΒ) = n(M2) n(A) 

Ä n(ÄnB) = n(M3) η ( ϊηβ) = η(Μ4) n(Ä) 

n(B) n(B) η(Ω) 

Hieraus wird deutlich, daß: 

n(A) = n(M 1) + n(M2), n(B) = n(M 1) + n(M3), 
n(A U B) = n(M 1) + n(M2) + n(M3) 

Beispiel für drei Basismengen: 

Β 
t 

Β 
C 

Β 
1 

Β 

Λ n{A Π Β DC) 
= n(M 1) 

n(A nßnC) 
= n(M2) 

τι(Α Π BD C) 
= n(M3) 

n(AfllnC) 
= n(M4) 

A n(Ä nßnC) 
= n(M5) 

n ( I n l n C ) 
= n(M6) 

n (5nßnü) 
= n(M7) 

n(Ä n l n C ) 
= n(M8) 

n(Ä) 

η(Ω) 
n(C) 

1 n(ß) 
n(C) 

1 

η(Ω) 

n(B) 

Es gilt z.B.: n(C) = n(Ml)+n(M2)+n(M5)+n(M6), n(SnC) = n(Ml)+n(M5) 
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1.6 AUFGABEN ZUR AUSSAGENLOGIK UND 
MENGENLEHRE 

1.6.1 Aufgaben 
Aufgabe 1: Beweisen Sie mit Hilfe der vollständigen Induktion. 

t = 0 

η 
0 V* 1 _ η 

i=l ^ ^ ~ n + 1 

3. £ ( 2 i - l ) = n2 

»=1 

Aufgabe 2: Beweisen Sie die Ungleichungen mit Hilfe der vollständigen Induktion. 

1. 2" > η für η 6 Ν 

2. 2n > η2 für η > 5 

3. 2 n > η3 für η > 10 

4. (1+α)η > 1+η·α f ü r a > - l , a ^ 0 , n > 2 Bemoullische Ungleichung 

Aufgabe 3: Beweisen Sie direkt oder indirekt. 

1. o2 ist durch 3 teilbar <=> α ist durch 3 teilbar , Va 6 N. 

2. λ/3 ist irrational. 

Aufgabe 4: Prüfen Sie die Äquivalenz und tautologische Implikation folgender 
Aussagen mit Hilfe einer Wahrheitstafel: 

1. ((P =}- Q) Α -.Q) ->P 

2. n ( P A Q ) = > P v Q 

3. ((Ρ V Q) AR) (P AR) V (Q AR) 
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Aufgabe 5: 

1. In einer Schule mit 600 Schülern wird eine Umfrage veranstaltet, welche Zeit-
schriften abonniert werden. Es werden gelesen: „Bravo" (50 Schüler), „Spie-
gel" (40 Schüler) und „Bild der Wissenschaft" (25 Schüler). 
Weiter wird festgestellt, daß 15 Schüler zugleich „Bravo" und „Spiegel" abon-
niert haben, 10 Schüler zugleich „Bravo" und „Bild der Wissenschaft" und 
5 Schüler zugleich „Spiegel" und „Bild der Wissenschaft". Kein Schüler hat 
zugleich alle drei Zeitschriften abonniert. 

Wieviel Schüler dieser Schule haben genau eine der drei Zeitschriften abonniert 
und wieviel gar keine? 

2. An einer Hochschule seien 450 Studenten im 1. Semester (Menge A). An dieser 
Hochschule gebe es 320 VWL-Studenten (Menge B). Es gilt also n(A)+n(B) = 
770. 80 VWL-Studenten sind im 1. Semester. 

Wie groß ist n(AuB)? Wodurch erklärt sich der Unterschied zu η(Α)+η(Β)Ί 

Aufgabe 6: 

1. 100 Studenten werden nach der Zusammensetzung ihres Frühstücks befragt, 
und zwar im Hinblick auf die Unterscheidung zwischen Müsli (M), Vollkornbrot 
(VK) und Auszugsmehlprodukte, also Brötchen, Weißbrot etc. (AM). Ergeb-
nisse der Befragung: 

Ein Frühstück mit Μ und VK und AM wird von einer Person bevorzugt; zehn 
essen ausschließlich M; neun favorisieren VK und AM sowie zwei Μ und VK; 
Μ wird von zwölf Studenten, VK von 28 und AM von 70 gegessen. 

Erstellen Sie ein Venn- (oder Veitch-) Diagramm und beantworten Sie folgende 
Fragen: 

(a) Wie viele der befragten Studenten verzehren keines der genannten Nah-
rungsmittel? 

(b) Wie viele essen Μ und AM, aber kein VK? 

2. Wie heißen folgende Mengen? 

(a) {x\x 6 AVxE B) 
(b) {x|x e ΑΛχ e B} 

(c) {x|x e ΑΛχ<£Β} 
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Aufgabe 7: Ein Warenhaus befragte 200 Kunden, um festzustellen, an welche 
Personen es seine Werbung richten soll. Dabei interessierte Einkommen, Alter und 
Geschlecht der befragten Personen. 
- 84 Personen hatten ein Einkommen unter DM 2000. 
-110 Personen waren älter als 30 Jahre. 
- Insgesamt wurden 117 Frauen befragt. 
- 74 Personen unter 30 Jahren hatten ein Einkommen von mehr als DM 2000. 
- 20 Frauen waxen älter als 30 Jahre und verfügten über ein Einkommen von über 
DM 2000. 
- 73 Frauen hatten ein Einkommen von weniger als DM 2000. 
- 55 Männer waren jünger als 30 Jahre. 

1. An wen richtet das Warenhaus die Werbung, wenn es die am stärksten vertre-
tene Gruppe einsprechen möchte? 

2. Wie viele Männer unter 30 Jahren hatten ein Einkommen von weniger als DM 
2000? Hinweis: Empfehlenswert ist die Verwendung eines Veitch-Diagramms. 

Aufgabe 8: In einem Urlaubsort werden 70 Touristen befragt, welches der Ver-
kehrsmittel Auto (PKW), Bahn und Omnibus sie zur Anreise benutzt hätten. Dabei 
ergaben sich folgende Informationen: 

20 Touristen benutzten das Auto, 30 die Bahn, 40 den Omnibus, 5 das Auto und 
Omnibus, 4 Bahn und Auto, 12 reisten nur mit dem Auto an und 4 benutzten keines 
der genannten Verkehrsmittel. 

1. Wie viele der befragten Touristen benutzten alle drei genannten Verkehrsmit-
tel, d.h. Auto, Bahn und Omnibus? 

2. Wie viele Touristen haben die Bahn und den Omnibus benutzt? 

3. Wie viele Touristen benutzten die Bahn oder den Omnibus, ohne das Auto zu 
benutzen? 

Aufgabe 9: An einer Abstimmung in Nordrhein-Westfalen beteiligten sich 600 
Abgeordnete. 
300, die den Koalitionsparteien angehörten und rheinische Abgeordnete sind, stimm-
ten dafür. 
25, die den Oppositionsparteien angehörten und westfälische Wähler vertraten, stimm-
ten dagegen. 
Die Koalition hatte 96 Stimmen mehr als die Opposition. 
135 Abgeordnete vertraten westfälische Wähler. 
18 Mitglieder der Koalitionsparteien stimmten dagegen. 
102 westfälische Abgeordnete stimmten dafür. 
Der Antrag wurde mit 310 Stimmen Vorsprung durchgebracht. 

Die Abstimmung ist nach der Herkunft und Parteizugehörigkeit der Abgeordneten 
zu analysieren (keine Enthaltungen). 
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Aufgabe 10: Man beweise bzw. widerlege folgende Äquivalenzen: 

1. (Α => Β) ο A A) 2. {A=> Β) {->A V Β) 

3. (Α ^ Β) Ο (Β =t> ->A) 4. {Α ^ Β) & ( -Ά - Β ) 

1.6.2 Lösungen 

zu Aufgabe 1: 
Als ΙΑ wird der Induktionsanfang, IV Induktionsvoraussetzung, IB Induktionsbe-
hauptung und IS Induktionsschluß abgekürzt: 

1. 

IA:n = 0 = = l = U 1~q 
" 1 - o n + 1 

IV: für ein festes η € Ν und q φ 1 

Ü+1 1 _ gn+2 

i=0 
n + 1 " / v i - ς η + 1

 n + 1 l - g " + 1 + ( l - 9 ) ? n + 1 
IS: = = 

»=o t=o q 

_ 1 - g n + 1 + qn+1 - q • qn+1 _ 1 - qn+2 

~ W 1 - 9 

1 - 9 

q.e.d. 

2. 

IA: = 1 V 1 = 1 = 1 = 1 

" + 1(1 + 1) 2 1 + 1 

" l η 
IV: — τ = für ein festes η 6 Ν 

^ ι ( ι + 1) η + 1 
t=l ν ' 
η+1 1 

Ι Β : Σ τ τ τ η τ = 
η + 1 

+ 1) η + 2 t=l ' 

η+1 Λ η Ί 

IS: = + - ^ + 
ι.(ι 4- 1 ϊ < ι.(ι 4 • 

i = 1
i ( i + 1) + (η + 1)(η + 2) η + 1 (η + 1)(η + 2) 

η(η + 2) + 1 η 2 + 2 η + 1 (η + 1)(η + 1) 
(η + 1)(η + 2) (η + 1)(η + 2) (η+1) (η + 2) 
η + 1 

χ q.e.d. η + 2 Η 
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3. 

ι 
ΙΑ: η = 1 - 1) = (2 · 1 - 1) = 1 = I2 

i=l 
η 

IV: - 1) = η2 für ein festes η € Ν 
t=l 

IB: - 1) = (η + I)2 = η2 + 2η + 1 
«=ι 

η+1 η 

IS: Σ ( 2 ί - = Σ ( 2 ί - + ( 2 ( η + 1) - 1 = + 2η + 2 - 1 
t=l ι=1 

= η2 + 2η + 1 = (η + I)2 q.e.d. 

zu Aufgabe 2: 

1. ΙΑ: η = 1 : 21 > 1 , da 2 > 1 

IV: 2" > η für ein festes η € Ν 

IB: 2η + 1 > η + 1 

IS: 2η + 1 = 2" · 2 = 2η + 2η (Einsetzen von IV und 2" > 1 ergibt:) 
2n + 2" > η + 1 =>• 2n + 1 > η + 1 

2. ΙΑ: η = 5 : 25 > 52 , da 32 > 25 

IV: 2" > η2 für ein festes η € Ν und η > 5 

IB: 2η + 1 > (η + I)2 

IS: 2η + 1 = 2η · 2 (Einsetzen von IV und 2 > (2±Ι)2 ergibt:) 
2 · 2η > (2±i)2 · η2 = (η + I)2 2η + 1 > (η + I)2 

(Nachweis: (*±Ι )* = (ι + 1)2 = j + 2 + £ < ι + 2 + ± < 2 für η > 5.) 

3. ΙΑ: η = 10 : 210 > ΙΟ3 , da 1024 > 1000 

IV: 2" > η3 für ein festes η € Ν und η > 10 

IB: 2η + 1 > (η + I)3 
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IS: 2" + 1 = 2" · 2 (Einsetzen von IV und 2 > (ü±±)3 ergibt:) 
2 " · 2 > η 3 · ( 2 ± ΐ ) 3 = (η + 1)3 2"+ 1 > (η + l ) 3 

(Nachweis für η > 10): 

( ^ ) 3 = (l + i ) 3
 = l + l + 4 r + J T < l + A + _3_ + _ i _ < 2 . ) 

4. ΙΑ: η = 2 : (1 + α)2 > 1 + 2 • α , da (1 + α)2 = 1 + 2 · a + a2 > 1 + 2 · α 

IV: (1 + a) n > 1 + η • α für ein festes η £ Ν und a > - l , a ^ 0 , n > 2 

IB: (1 + α) η + 1 > 1 + (η + 1) • a 

IS: (1 + α ) η + 1 = (1 + a)n • (1 + α) > (1 + η • a) • (1 + a) = 1 + η · a + a + τι • a2 

= 1 + (η + 1) · a + τι • a2 > 1 + (η + 1) · ο 

zu Aufgabe 3: 

1. Widerspruchsbeweis 
d.h. a2 ist durch 3 teilbar und wir nehmen an, daß α nicht durch 3 

teilbar ist: α φ 3 · η , η 6 Ζ 

(a) α = 3 · η - 1 => α2 = (3η - I)2 = 9η2 - 6η + 1 
—¥ nicht durch 3 teilbar, Widerspruch. 

(b) α = 3 · η - 2 => a2 = (3n - 2)2 = 9n2 - 12n + 4 
—> nicht durch 3 teilbar, Widerspruch. 

"<=", d.h. α ist durch 3 teilbar: α = 3 -n=t> a2 = (3η)2 = 9n2 durch 3 teilbar. 

2. Annahme der indirekten Beweisführung: \ /3 ist rational, läßt sich also darstel-
len als: y/3 = | unter der Voraussetzung, daß p, q teilerfremd sind. 

Aus y/3 — | folgt 3 = £5· p2 = 3g2. p2 ist also durch 3 teilbar, demzu-
folge ist auch ρ durch 3 teilbar (siehe 1.) und kann geschrieben werden als 
ρ-3τι,η£Έ und p2 = 9η2 =Φ· 9n2 = 3q2 3n2 = q2. 
Somit ist q2 und auch q durch drei teilbar. Dieses steht aber im Widerspruch 
zur Voraussetzung, daß ρ und q teilerfremd sind. 

zu Aufgabe 4: 

1. Wahrheitstafel: 

Ρ Q ->Q P^Q (P => Q) Λ -nQ ->P (P =>· Q) Λ - Q - P 
w w f w f f w 
w f w f f f w 
f w f w f w w 
f f w w w w w 

Tautologie 
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2. Wahrheitstafel: 

Ρ Q F A Q - ( F A Q ) P V Q -.(Ρ Λ Q) => Ρ V Q 
w w w f w w 
w f f w w w 
f w f w w w 
f f f w f f 

keine Tautologie 

3. Wahrheitstafel: 

Ρ Q R P V Q (Ρ V <2) Λ -R PAR Q AR (Ρ Λ Ä) V (Q Λ Λ) 
w w w w w w w w w 
w w f w f f f f w 
w f w w w w f w w 
w f f w f f f f w 
f w w w w f w w w 
f w f w f f f f w 
f f w f f f f f w 
f f f f f f f f w 

Tautologie 

zu Aufgabe 5: 

1. „Bravo" wird mit „B", „Spiegel" mit ,,S" und „Bild der Wissenschaft" mit 
„BdW" abgekürzt. Die Werte, die aus dem Text entnommen wurden sind 
fett gedruckt, die anderen Werte ergeben sich durch Saldenbildung. In den 
Klammern sind die Schritte angegeben, in denen der jeweilige Wert berechnet 
wurde (diese Reihenfolge ist aber nicht die einzige, die zu einer richtigen Lösung 
führt). 

5 
iW 

S 
Β 

S 
iW 

S 

£ 0 10 15 25 (6) 50 

ß 5 10 (3) 20 (10) 515 (11) 550 (1) 

5(4) 
« 

1 

20 (5) 
!5 

40 

35 (8) 
57v 

1 

540 (9) 
3(2) 600 

560 (7) 

25 + 10 + 20 = 55 Schüler haben genau eine der 3 Zeitschriften abonniert. 
600 - 55 - 10 -15 - 5 = 515 Schüler haben keine der 3 Zeitschriften abonniert. 


