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Vorwort

Die Methode der linearen Regression hat sich in den vergangenen Jahrzehnten als stati-
stisches Analyseverfahren durchgesetzt und hat selbst unter gelegentlichen Anwendern von
Statistik einen beachtlichen Bekanntheitsgrad erreicht. Infolgedessen sind Programme zur
Berechnung der Kleinstquadrateschitzer, deren Standardabweichungen sowie der darauf ba-
sierenden t- und F-Tests der einfachen und multiplen Regression in zahlreichen Software-
paketen implementiert. Dies gilt einerseits fiir alle Statistik-Softwarepakete, aber auch fiir
Tabellenkalkulationsprogramme wie Excel. Somit darf davon ausgegangen werden, dass jeder
Computerbeniitzer Zugang hat zu einem Programm, welches die wichtigsten Funktionen der
Regressionsrechnung bewiltigen kann.

Weniger bekannt ist die Tatsache, dass sich zahlreiche Probleme aus verschiedenen Anwen-
dungsgebieten der angewandten Statistik durch einfache Tricks und Datenmanipulationen
auf die Situation einer linearen Regression zuriickfithren lassen. Die Kenntnis dieser Kunst-
griffe erweitert somit den Spielraum erheblich, den ein einfaches Regressionprogramm in der
statistische Datenanalyse bietet. Zusétzlich zu diesem rein praktischen Vorteil kann das
Nachvollziehen bestehender Parallelen zur linearen Regression auf der Ebene der theoreti-
schen Modellbildung die Einsicht in die Bedeutung der Modellparameter in der jeweiligen
Anwendung fordern, und trigt damit zu einem besseren Verstindnis der Ergebnisse und zu
deren Interpretation bei.

Das vorliegende Buch richtet sich sowohl an angewandte Statistiker als auch an Leser aus an-
deren Fachgebieten, die mit der Anwendung von Statistik konfrontiert werden. Grundlegende
Kenntnisse statistischer Begriffe, etwa im Umfang einer ein- bis zweisemestrigen Einfithrungs-
vorlesung, werden vorausgesetzt. Auch eine gewisse Vertrautheit mit der angewandten Re-
gressionsrechnung ist von Vorteil. Ein solides Verstindnis der knappen Einfithrung, die im
Abschnitt 1.1 gegeben wird, stellt diesbeziiglich ein Minimalwissen dar. Da der Schwerpunkt
bei der Anwendung der vorgestellten Verfahren liegt, haben wir auf detaillierte Herleitungen
und Beweise verzichtet, hingegen wurde Wert gelegt auf die klare und vollstindige Wieder-
gabe der jeweils unterstellten statistischen Modelle.

Das Buch gliedert sich in drei Kapitel, die je einen Hauptthemenbereich behandeln. Im ersten
Kapitel werden die einfache sowie die multiple lineare Regression eingefiithrt und ihre Hand-
habung bei verschiedenen Problemlagen aus dem Alltag der statistischen Praxis, wie dem
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Vergleich mehrerer Regressionsgeraden oder dem Umgang mit Ausreissern, beschrieben. Im
zweiten Kapitel wenden wir uns einer Auswahl von Verfahren aus der multivariaten Statistik
zu. Nach einem Abschnitt, der wichtige Eigenschaften von Linearkombinationen einfiihrt,
werden Diskriminanzanalyse, Identifikationsanalyse, Spezifikationsanalyse sowie Hauptkom-
ponentenanalyse besprochen. Im dritten Kapitel wird die Planung und Auswertung von
Versuchen in industrieller Entwicklung, Landwirtschaft, Qualititskontrolle oder anderen An-
wendungsgebieten erliutert. Hier wird nicht nur gezeigt, wie die aus einem Versuch gewon-
nenen Daten ausgewertet werden konnen, sondern es wird besonderer Wert auf das Vorgehen
bei der Versuchsplanung gelegt, denn bei diesem Schritt wird noch vor dem eigentlichen Mess-
oder Erhebungsvorgang der Grundstein gelegt zum Erreichen einer optimalen Aussagekraft
der Resultate unter Beriicksichtigung der zur Verfiigung stehenden Ressourcen.

In jedem Abschnitt wird die Anwendung des vorgestellten Verfahrens anhand eines konkre-
ten Datenbeispiels aus der statistischen Literatur demonstriert. Die Darstellung der Auswer-
tung ist mit (fiktiven) Computeroutputs, in denen die iiblicherweise von Regressionsprogram-
men berechneten Gréssen aufgefithrt sind, und mit Abbildungen illustriert. Mit Ausnahme
der Hauptkomponentenanalyse (Abschnitt 2.5) konnen sdmtliche Berechnungen mit einem
Programm der multiplen lineraren Regression bewiltigt werden. Der Leser erhilt so die
Moglichkeit, die Resultate am Computer selber nachzuvollziehen und allfillige Alternativen
zu den gegebenen Losungsvorschligen zu finden. Am Ende des Buches sind eine Auswahl
von bewihrten Lehrbiichern in englischer und deutscher Sprache sowie die Quellennachweise
der Beispielsdatensitze gegeben.

Dieses Buch ist aus Skripten zu verschiedenen Vorlesungen und Kursen entstanden. Zahl-
reiche Kursteilnehmer und Studenten haben durch Korrekturen und Anregungen zu diesem
Werk beigetragen. Thnen sei an dieser Stelle unser bester Dank ausgesprochen.

September 2000 Mathias Ambiihl
Hans Riedwyl



Kapitel 1

Lineare Regression und Verwandtes

1.1 Regressionsgerade mit einer Einflussgrosse und einer Ziel-
grosse

1.1.1 Problemstellung

Wir betrachten eine Variable z mit festen Werten und eine zufillige Variable Y, von denen
vermutet wird, dass z einen Einfluss auf Y ausiiben kénnte. Ausgehend von der Annahme
eines linearen Zusammenhangs soll nun dieser Einfluss néher untersucht werden. z heisst
Einflussgrosse oder unabhdngige Variable, Y heisst Zielgrosse oder abhingige Variable. Die
Werte der Einflussgrosse £ werden in vielen Fallen vom Untersucher bestimmt.

1.1.2 Ein Zahlenbeispiel

Heute findet man bekanntlich in zahlreichen Zeitschriften seitenweise Kontaktinserate, wo
immer wieder bestimmte Wiinsche im Bezug auf Charakter, Bildung oder Interessen der ge-
suchten Person angefithrt werden. Haufig sind auch Angaben tiber das gewiinschte Alter des
oder der Zukiinftigen. Uns interessiert der Zusammenhang zwischen dem Alter der Person,
von der ein Inserat stammt, und dem gewiinschten Alter des Partners. Da wir davon aus-
gehen, dass das Wunschverhalten fiir Frauen und Ménner nicht iibereinstimmt, wurden nur
Inserate von Inserentinnen beriicksichtigt. Tabelle 1.1 gibt fiir 94 Inserentinnen das eigene
Alter z; und das bevorzugte Alter y; des Gesuchten an.

1.1.3 Modell und Hypothesen
Der verwendete Modellansatz lautet folgendermassen:

Zu einem gegebenen Wert x der Einflussgrosse ist die Zielgrosse Y normalverteilt mit einem
Mittelwert von py (z) = a + Sz und einer von z unabhingigen Standardabweichung von o:

Y|z ~ N(a + 8z, o)
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Iy Yi T; Yi Ty Yi Ty Yi
20.5 26 26.5 285|315 34 40.5 45
21.5 325|265 28 31.5 3751415 47
225 2751265 335|315 35 41.5 40
225 275|275 315|325 325|425 46.5
225 285275 325|325 35 42.5 42
225 245275 315|325 34 425 50
225 26 275 325|325 35 43.5 525
22.5 26 275 325|345 375|435 525
22.5 30 285 32.5| 345 40 43.5 44.5
23.5 27 28.5 28.5 355 37.5]43.5 45
23.5 265|285 30.5|36.5 41 45.5 57.5
23.5 26 28.5 32.5]36.5 45 45.5 475
23.5 30 28.5 34 36.5 40 45.5 475
23.5 275|285 34 36.5 39 46.5 50
23.5 29 29.5 325 |36.5 425|475 52.5
245 275|295 35 375 42.5|47.5 485
245 275295 325}385 &0 48.5 50
245 295|305 375|385 41.5]50.5 60
25.5 30.5130.5 37 38.5 41.5]50.5 55
25.5 33 30.5 42.5 | 38.5 40 51.5 55
25.5 275 (305 34 39.5 44 55.5 60.5
255 315|305 3251395 41 60.5 63
25.5 36 30.5 32 40.5 44 62.5 62.5
26.5 325|315 31

Tabelle 1.1: Alter z von Inserentinnen und Wunschalter y des Partners.

Dies lasst sich anders schreiben als
Yi=a+ﬁxi+Ei,(i=1,...,n), (11)

wobei die E; unabhingig und identisch verteilte Zufallsgrossen (englisch indepentently iden-
tically distributed, kurz i.i.d.) sind mit Verteilungsgesetz

E.L'NN(O,U)

und n den Stichprobenumfang beschreibt. Die E; heissen Residuen. Sie messen die Abwei-
chung der Y; von ihrem Mittelwert.

Die durch die Gleichung y = a + fz definierte Gerade heisst Regressionsgerade. Der
Parameter « gibt also an, wo die Regressionsgerade die y-Achse kreuzt und wird als Null-
punktordinate bezeichnet. (3 ist der Steigungsparameter der Regressionsgeraden. Er sagt uns,
um wieviele Einheiten der erwartete Wert der Zielgrosse zunimmt, wenn die Einflussgrosse
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um eine Einheit erhoht wird. o schliesslich ist die Standardabweichung der Residuen, d.h. sie
beurteilt, wie weit die Punkte (z;,;) um die Regressionsgerade herum verstreut sind. Die
Parameter a, 8 und o sind nicht bekannt, sollen also geschitzt werden.

Wir werden die folgenden Testsituationen untersuchen:

a) Hy: a=ap gegen Hy: a#a

b) Ho: =00 gegen Hi: B#[fo
mit bekannten Parameterwerten ag und F3. Wir betrachten also nur die Fille, wo die Al-
ternativhypothese zweiseitig ist. Besonders haufig von Interesse sind diese Hypothesen mit
ap = 0 beziehungsweise Gy = 0.
1.1.4 Losungsansatz
Parameterschitzungen

Die Modellparameter «, 8 und o werden anhand der Methode der kleinsten Quadrate geschitzt:
Wir suchen diejenigen Werte von a und b, fiir welche die resultierende Summe der quadrierten
Abweichungen,

S(a,b) = (i —a—bz:)?,
=1

minimal wird. Dieser Ansatz liefert die folgenden Parameterschiatzungen:

e fiir G
A_Szy
ﬁ—su,
e fiir a:
a=79-pz,
e fiir o:
~” SM-m
7= n—2

Dabei wurde von den Bezeichnungen

n n

2 _ 2 =2

Sz = E (z; — T) —E i - ng*
i=1 =1
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n

n
Syy = Z(yi -9’ = Zyzz — njf?
I=1

I=1
und
n n
Sey = (zi—Z)(Wi —§) = ) _ Tati — Ny
i=1 i=1
mit
1 n n
g:EZyi und Z = —Zx,
=1 i=1
sowie

SMin = Syy - (Sry)2 /Szz

Gebrauch gemacht, die auch in spiteren Kapiteln verwendet werden.

11

Hat man die Parameterschitzungen & und B einmal berechnet, so ergeben sich daraus die

aus der Einflussgrosse geschitzten Werte der Zielgrosse,
Gi=a+pBz (i=1,...,n),
und die beobachteten Werte der Residuen,
éi=yi—0 (E=1,...,n).
Somit werden die beobachteten Werte von Y gemiss

Vi=1i + &

additiv zerlegt in ein bei gegebenem z = z; zu erwartendes §; und die Abweichung é; davon.

Analyse der Residuen

Im Hinblick auf die Beurteilung der gemachten Voraussetzungen miissen wir stets priifen,
ob die Residuen anndhernd als Realisierung einer unabhéngig und identisch normalverteil-
ten Stichprobe gelten kénnen. Ein Histogramm der Residuen ist ein mogliches Hilfsmittel
zur Visualisierung dieser Annahme. Wichtig ist auch ein Punktediagramm der Wertepaare
(%, &), also der Residuen gegen die Schiitzwerte, welches oft Aufschluss dariiber bringt, ob
das zugrundeliegende lineare Modell korrekt ist. Bei erfiillten Voraussetzungen sollten sich die
Residuen im ganzen Bereich von § ohne erkennbare Struktur um 0 scharen. Nichtkonstante
Streuung der Residuen, nichtlineare Abhingigkeit und weitere Verletzungen der Modellan-

nahmen kénnen durch diese Zeichnung aufgedeckt werden.

Sind die Modellvoraussetzungen nicht erfiillt, so haben die hier vorgestellten Schitz- und
Testverfahren keine Giiltigkeit. Es muss dann nach einem geeigneteren Modellansatz gesucht

werden.
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Tests

Fiir die beiden Hypothesen a) und b) verwenden wir F-Tests, die auf einem Vergleich der
Fehlerquadratsumme im allgemeinen Modell (1.1), Spfin, mit derjenigen im durch die zu
testende Nullhypothese beschriankten Modell, SY;,,, beruhen. Die Testgrosse lautet

0 _ .

und folgt bei Giiltigkeit der erwdhnten Voraussetzungen einer F-Verteilung mit einem Frei-
heitsgrad im Zahler und n — 2 Freiheitsgraden im Nenner. Der Wert der Statistik F(H;)
muss also bel Zulassung einer Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art von a (nicht zu verwech-
seln mit dem Parameter a!) mit dem (1 — «)-Quantil aus der betreffenden F-Verteilung
verglichen werden: Hp wird verworfen, sobald F(H;) einen Wert annimmt, der grésser ist
als dieses Quantil. Grosse Werte von F(H;) weisen also auf die Richtigkeit der Alternativ-
hypothese H; hin. Falls nicht ausdriicklich anders erwdhnt, wird im Folgenden immer eine
Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art (Signifikanzniveau) von « = 5% eingerdumt.

Die Fehlerquadratsumme im vollen Modell (1.1), auch minimales Summenquadrat genannt,
lautet

SMin = Syy - (Szy)2 /Sz:u (13)

withrend die Fehlerquadratsumme S9;, im beschrinkten Modell, d.h. unter der Vorausset-
zung, dass die Nullhypothese erfiillt ist, davon abhiingt, welche Nullhypothese wir betrachten.

Hypothesen a =0 und =0

Die Fehlerquadratsummen bei Giiltigkeit der Hypothesen Hy : @ = 0 beziehungsweise Hy :
B = 0 lauten:

a) imFall Hy: a=0:

n n 2
" Ty

S =30t - Epz)”
i=1 i=1%;

b) imFall Hy: 3=0:
S?\/Iin = Syy
In beiden Fillen ist die Ungleichung
Sin = SMin

immer erfiillt, so dass die F-Statistik (1.2) nur nichtnegative Werte annimmt.
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Hypothesen o = ag und 5 =

Die Tests fiir diese Nullhypothesen lassen sich durch einen einfachen Trick auf die obigen
Spezialfiille ag = 0 resp. G = 0 in Modellen mit einer modifizierten Zielgrosse zuriickfithren:

a)

b)

Fall Hy: o= ap:
Wir subtrahieren in der Modellgleichung (1.1)

Yi=a+Bz; + FE;
auf beiden Seiten ag und erhalten
Yi-ag=(a—ap)+Pzi+ E;=d' +Bz; + E;

mit o’ = a — . Daraus wird ersichtlich, dass das Testen der Hypothese Hy: a = ag
im Modell (1.1) dquivalent ist zu einem Test der Hypothese

Hy: ¢/ =0
im modifizierten Modell
Yil = a’+ﬁl‘i+Ei (1.4)

mit der Zielgrosse Y = Y; — ap. Somit ldsst sich die Fehlerquadratsumme berechnen
als

I

59 Zn:( n2 — (Z?:lxiyg)z

0
o oy Y 7
2
S o)t - Tl ~00)
- 1 b
i=1 Z’?:l x’l.2

wo Y = y; — ap die Werte der transformierten Zielgrosse sind.

Fall Ho . ,B = ,60:

Analog zu a) subtrahieren wir im Regressionsmodell (1.1) auf beiden Seiten fgz; und
erhalten

Y - fozi = a+ (B~ Po)zi + Es = a+ f'z; + E;

mit ' = 8 — Fp. So wird ersichtlich, dass die gesuchte Testgrosse konstruiert werden
kann als Testgrosse fiir die Nullhypothese

Hy: =0
im Modell

Y/ =a+fz+E (1.5)
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wo die Zielgrosse die Werte y} = y; —Boz; besitzt und als Steigungsparameter 3’ = 8-
gesetzt wird. Die reduzierte Fehlerquadratsumme betragt somit

n

Shin = Syy = Z (vi — 17/)2

i=1
> (v — Bozi — (3 — Boz))?
i=1

n

D (i — Bozi)? — n (7 - foz)®

i=1

)

Fiir Computer-Anwender besteht also die Moglichkeit, auch mit einem Programm, das nur
Tests fiir die Nullhypothesen « = 0 und 3 = 0 liefert, die Testgrossen fiir die allgemeineren
Tests a = ag oder 8 = By durch den Computer rechnen zu lassen. Der Aufwand dafiir
beschrdnkt sich auf eine einfache Datenmanipulation, ndmlich die Einfiihrung der jeweiligen
Variablen Y'.

Bemerkung zu den obigen F-Tests: In zahlreichen Lehrbiichern und Statistik-Softwarepa-
keten figuriert anstelle des F-Tests (1.2) ein zweiseitiger t-Test mit n — 2 Freiheitsgraden,
der sich fiir die Praxis als dquivalent herausstellt. Zwischen den beiden Testgrossen gilt die
Relation

t? = F(Parameter # hypothetischer Wert)

und fiir die Quantile der beiden verwendeten Verteilungen gilt

t]_g(n—2)=F_a(l,n-2) .
Daraus folgt

[t] > tl_%(n —2) <= F(Parameter # hypothetischer Wert) > Fi_o(1,n — 2),

und da der F-Test einseitig, der t-Test jedoch zweiseitig erfolgt, resultiert aus beiden Tests
die gleiche Entscheidung.
Standardabweichungen der Parameterschitzungen

Die Parameterschitzungen & und f sind als Funktionen von verschiedenen Zufallsvariablen
selbst wieder Zufallsvariablen. Sie sind erwartungstreu, d.h. ihr Erwartungswert entspricht
dem jeweiligen wahren Parameterwert:

E(@ =a und E(ﬂ) =4 .

Ihre Standardabweichungen lassen sich aus dem Schitzwert und der F-Teststatistik fiir die
Nullhypothese

Hqy: Parameter =0
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mittels der Gleichung

|Schétzwert|
V/ F(Parameter # 0)

Standardabweichung der Schitzung = (1.6)

bestimmen. Ausdriicklich kann also die Standardabweichung der Parameter & und J geschitzt
werden als

S.A(@) = —=2b_  bow SA.(B)=—|B‘
Faz0) JFGZ0)

wobei & bzw. 3 auf der linken Seite der Gleichung als Zufallsvariable, auf der rechten jedoch
als deren Realisation aufzufassen ist.

Die Standardabweichung der bedingten Parameterschitzung des Parameters o nach der An-
nahme der Hypothese 8 = By kann einfacher als mit Formel (1.6) berechnet werden. Die
Formel fiir diesen Fall wird im folgenden Abschnitt angegeben.

Bedingte Parameterschitzung nach Annahme einer Nullhypothese

Falls aus einem Test die Annahme einer Nullhypothese Hj resultiert, so muss dieses Ergebnis
in der Schitzung der Modellgleichung mitberiicksichtigt werden, d.h. die Parameter miissen
neu geschitzt werden unter der Nebenbedingung, dass Hy gilt.

Wir nehmen hier die gleiche Fallunterscheidung vor wie im vorangehenden Abschnitt:

1. a) Fal Hy: a=0:
Das Modell (1.1) der einfachen linearen Regression ldsst sich nach Annahme der
Hypothese a = 0 vereinfachen zu

Yi=Bz;+E; ,(i=1,...,n).

Dieses Modell beschreibt eine proportionale Beziehung zwischen der Einflussgrosse
X und der Zielgrosse Y. Man spricht hier von einer Regressionsgeraden ohne Null-
punktordinate (englisch intercept), oder auch von einer Regression durch den Koor-
dinatenursprung. Der Parameter 8 wird mit der Methode der kleinsten Quadrate
geschétzt mit

b) Fall Hy: 8=0:
In diesem Fall lautet das vereinfachte Modell, in dem 8 = 0 gesetzt wird

Y,=a+E; ,(i=1,...,n).
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Die Minimum-Quadrat-Schitzung von « entspricht hier dem arithmetischen Mit-
telwert der y;:

Die Standardabweichung von & erhilt man einfacher als mit Formel (1.6) aus der
empirischen Standardabweichung s, der y; als

oS 1 = _
S.A. (&) = \/—yﬁ = n(n——l) ;(yi -9)? .

Fall Hy: a = ag:

Wie weiter oben gezeigt wurde, entspricht die Annahme der Hypothese a@ = ag
im Regressionsmodell (1.1) der Annahme der Hypothese o/ = 0 im abgeéinderten
Modell (1.4):

Y/=d' +8z;+FE mit ¥/=Y,-aq und od=a-oa .

Der Parameter 3 kann somit im Modell (1.4) wie unter 1.a) geschitzt werden, also
mit der Formel

4= 2im1 TaY; _ 2imy @iy — a0)
n n *
1 T Y T
Dies ist auch die Minimum-Quadrat-Schitzung von 3 im Modell (1.1), unter der
Bedingung, dass o = g gilt. Der Wert des Parameters & muss nicht geschitzt
werden, da der Test gezeigt hat, dass er gleich ap gesetzt werden darf.

Fall Ho H ,3 = ,3():
Diese Hypothese ist dquivalent zur Hypothese #/ = 0 im modifizierten Modell
(1.5):

Y/=a+pz;+E mit Y/ =Y;-poz; und B =6-0 .

Wir konnen also unter Beriicksichtigung von 8’ = 0 den Parameter o im Modell
{1.5) und seine Standardabweichung mit den Formeln aus 1.b) schitzen:

n

1

S.A.(&) = — Z\lmZ(yi-ﬁomi—ﬂ+ﬂof)2-

=1
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Diese Formeln gelten auch fiir die Schitzung von « im Modell (1.1) gegeben 8 = Go.

Die bedingten Schitzungen der Modellparameter kénnen somit auch mit einem Com-
puterprogramm ermittelt werden, das nur iiber eine Routine zur Berechnung der (nicht
bedingten) Regressionsgeraden verfiigt. Dazu muss der Weg iiber die modifizierten Mo-
delle (1.4) beziehungsweise (1.5) begangen werden. Fiir die Fille 1.a) und 2.a) muss die
Moglichkeit der Berechnung einer Regressionsgeraden durch den Koordinatenursprung
gegeben sein, in den beiden anderen Fillen besteht die Parameterschitzung in einer
Mittelwertberechnung.

Bestimmtheitsmass und Korrelationskoeffizient

Aus der Formel fiir das minimale Summenquadrat (1.3),
SMin = Syy - (Sxy)2 /Szz ;

erkennt man, dass das totale Summenquadrat in den y;, Sy, aufgeteilt wird in einen durch
die Regression erklirten Teil (S;y)?/S;; und einen nicht erklirten Teil, der dem minimalen
Summenquadrat Sy, entspricht. Man bezeichnet den Anteil von Sy, den die Regression zu
erkliren vermag, als Bestimmtheitsmass R?:

Syy — SMin

R? =
Syy

(1.7
Das Bestimmtheitsmass entspricht gleichzeitig dem Varianzanteil der Zielgrosse, der durch
die Einflussgrosse erklirt wird. Es liegt immer zwischen 0 und 1 und beschreibt die Giite
des linearen Zusammenhangs zwischen Einfluss- und Zielgrésse. R2 ist identisch mit dem
Quadrat des empirischen Korrelationskoeffizienten zwischen den Zufallsgréssen Y und Y:
2 __ .2
R = T'yg .
Im vorliegenden Fall einer einfachen linearen Regression entspricht das Bestimmtheitsmass
gleichzeitig dem Quadrat des Korrelationskoeffizienten zwischen den z; und den y;, d.h.
R? = rgy.
Achtung: In einem Regressionsmodell ohne Nullpunktordinate wird das Bestimmtheitsmass
nicht gemiss Formel (1.7) berechnet, sondern als

no 2
i=1Y; = SMin

R? =
n 3
i=1Y%

d.h. es gibt den durch die Einflussgrosse erklirten Anteil der quadratischen Variabilitit in den
y; ohne Korrektur beziiglich des Mittelwertes ¥ an. Damit ist das Bestimmtheitsmass eines
Modells nach Nullsetzen des Parameters a nur bedingt mit demjenigen aus einem Modell mit
Nullpunktordinate vergleichbar.
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Regression
Zielgrosse WUNSCH
Bestimmtheitsmass 0.9152

Anzahl Beobachtungen 94

Koeff. S.A.(Koeff.) F-partial p-Wert

Nullpunktordinate 5.4749 1.0682 26.2715  0.0000
Steigung (ALTER) 0.96361 0.03057 993.4689 0.0000
ANOVA

F.G. Summenquadrat F-global p-Wert
Regression 1 7661.0329 993.4689 0.0000
Residuen 92 709.4485
Insgesamt 93 8370.4814

Tabelle 1.2: Computer-Output zum Beispiel Wunschalter des Partners.

1.1.5 Losungsvorschlag zum Beispiel

In unserem Beispiel iiber Kontaktinserate wollen wir die Regressionsgerade fiir Y= Wunschalter
des Partners in Abhéngigkeit von z=Alter der Inserentin berechnen. Anschliessend soll die
Vertriglichkeit des vorliegenden Datensatzes mit den Hypothesen

1. Hy: a=0
2. Hy: =0
3. Hy: =1

getestet werden.

Das Beispiel ist im Punkteschwarm in Abbildung 1.1 illustriert und die Resultate sind in
den Tabellen 1.2 und 1.3 zusammengestellt. Die in diesen Tabellen angegebenen Resultate
bilden den Kern einer Regressionsanalyse und sind auf dhnliche Weise in den Outputs der
gebrauchlichsten Statistik-Softwarepakete zu finden.

Schiitzung der Regressionsgeraden

Mit den Formeln aus Abschnitt 1.1.4 erhilt man die geschitzte Regressionsgerade

gy (z) =547 +0.9636 = .
(1.07)  (0.0306)

In Klammern unter den Parameterschitzungen stehen ihre geschitzten Standardabweichun-
gen. Als Rundungsregel empfehlen wir, den Wert der Standardabweichungen der Parame-
terschitzungen auf drei giiltige Stellen genau anzugeben und die Schitzwerte auf ebenso viele
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70

Wunschalter des Partners

20 1 | | |
20 30 40 50 60 70
Alter der Inserentin
Abbildung 1.1: Punkteschwarm und Regressionsgerade im Beispiel iiber Wunschalter des
Partners.

Dezimalen zu runden. Die Standardabweichung der Residuen wird auf

e \/SM,-,, 3 \/709.4485 = 9

n—-2" 92
geschitzt. Das Bestimmtheitsmass betriagt
R*=0.915 ,

was den aus dem Bild ersichtlichen starken linearen Zusammenhang wiedergibt.

Tests
1. Hp: a = 0: Unter dieser Nullhypothese ist ein Modell der Form

py(z) =Bz

zuldssig, d.h. das gewiinschte Alter des Partners ldsst sich als ein konstantes Vielfaches
des Alters der Inserentin selbst beschreiben.
Der Wert der Testgrosse,

F(a # 0) = 26.271,

liegt iiber dem 95%-Quantil der F-Verteilung mit einem und n — 2 = 92 Freiheitsgraden
von Fpgs(1,92) = 3.95, d.h. Hp wird verworfen und eine Modellvereinfachung dieser

Form ist nicht geeignet.
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Regression
Zielgrosse DIFFERENZ
Bestimmtheitsmass 0.123
Anzahl Beobachtungen 94

Koeff. S.A.(Koeff.) [F-partial p-Wert
Nullpunktordinate 5.474914 1.068157 26.2715 0.0000
Steigung (ALTER) -0.036391 0.030572 1.41693 0.23697
ANOVA

F.G. Summenquadrat F-global p-Wert
Regression 1 10.926477 1.41693 0.23697
Residuen 92 709.448523
Insgesamt 93

Tabelle 1.3: Computer-Output zum Beispiel mit der Variablen DIFFERENZ (=
WUNSCH—-ALTER) als Zielgrosse.

2. Hy: f3=0: Falls diese Nullhypothese zutrifft, reduziert sich das Modell (1.1) zu
HY (I) = a,

was bedeuten wiirde, dass das Wunschalter des Partners bei den Inserentinnen aller
Altersklassen identisch wire. Wegen

F(8 #0) =993.49 > Fp95(1,92) = 3.95
wird auch diese Hypothese abgelehnt.

3. Hy: [ =1: Diese Hypothese unterstellt, dass das gewiinschte Alter des Partners um
eine feste Anzahl Jahre vom Alter der Inserentin abweicht, d.h. dass die von der Inse-
rentin gewiinschte Altersdifferenz nicht von ihrem Alter abhingt.

Die geeignete Teststatistik ist dieselbe, die zur Uberpriifung der Hypothese

Hy:8'=8-1=0
im Modell
py(z) = a+ Bz
mit der modifizierten Variablen
Y’ =Y — z = Wunschalter des Partners — Alter der Inserentin
ermittelt wiirde. Es gilt (vgl. Tabelle 1.3)
F(B#1)=F(# #0)=1.42 < Fygs(1,92) = 3.95,
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Abbildung 1.2: Residuenplot der Punkte (g;, é;) im Beispiel {iber Wunschalter des Partners.

somit besteht kein Anlass, diese Hypothese zu verwerfen.
Nun muss der Parameter « neu geschiitzt werden unter der Bedingung § = 1. Man
findet das Modell

BWunschalter des Partners = 4.260+ Alter der Inserentin ,
(0.287)

was bedeutet, dass eine 'typische’ Inserentin unabhéngig von ihrem Alter einen um gut
vier Jahre dlteren Partner sucht.

Zur Uberpriifung der Modellvoraussetzungen (fiir das Modell mit 8 = 1) ist in Abbildung
1.2 ein Punkteschwarm der Residuen é; in Abhéngigkeit der Schitzwerte §; gezeichnet. Die
Verteilung der Residuen erscheint leicht (rechts-) schief, also nicht normalverteilt. Diesem
Umstand kénnen wir Rechnung tragen, indem wir die Regressionsgerade so wihlen, dass nicht
das arithmetische Mittel der Residuen, sondern ihr Zentralwert den Wert 0 annimmt. Die Be-
stimmung der Parameter dieser Geraden geschieht folgendermassen: Der Steigungsparameter
3 wird normal mit der Methode der kleinsten Quadrate festgelegt. Um den Achsenabschnitt
a zu bestimmen, nimmt man dann nicht den Mittelwert der y; — 8z;, sondern deren Median.
Die so definierte Gerade besitzt die oben erwihnte Eigenschaft.

In unserem Beispiel wihlen wir das vereinfachte Modell mit Steigungsparameter § = 1 als
Ausgangspunkt. So finden wir als Achsenabschnitt den Wert von a = 4, was uns zu folgender
Schitzungsgleichung fiihrt:

Wunschalter des Partners = 4 + Alter der Inserentin .

Diese Gerade verlauft etwas unterhalb der klassischen Regressionsgeraden.



