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Vorwort

Es gibt bereits eine stattliche Anzahl von einfithrenden Lehrbiichern in die
Finanzmathematik im deutschsprachigen Raum. Deshalb bedarf es wohl
einer kurzen Begriindung, warum diesen hiermit ein weiteres, neues hinzu-
gefiigt werden soll. Die meisten der giangigen — oftmals in mehreren Auf-
lagen erschienenen — Lehrbiicher richten sich jedoch entweder an Okonomen
oder sind eher auf das Fachhochschulniveau ausgerichtet. Mit dem derzei-
tigen starken Aufkommen von Universitdtsstudiengdngen Diplom-Mathe-
matik mit Ausrichtung Wirtschaftsmathematik oder sogar Finanzmathematik
erwichst die Aufgabe der Konzipierung eines einfithrenden Lehrbuches, das
jenen Horerkreis anspricht. Wihrend die meisten existierenden Lehrbiicher
sich mehr oder weniger auf das Anwenden der geometrischen Reihe be-
schrinken, kénnen nun auch etwas anspruchsvollere Hilfsmittel fiir diesen
Horerkreis eingesetzt werden. Oftmals steht in den Lehrbiichern auch der
finanztechnische Rahmen im Vordergrund, doch dieser ist — wegen der sich
immer rascheren Anderung des gesetzlichen Umfeldes (neuerdings bedingt
durch die europiische Vereinigung (siehe 3.9)) — zeitlichen Anderungen
unterworfen. Ein Lehrbuch fiir Mathematiker sollte sich nicht zu sehr in
solchen Details verlieren sondern den Leser in die Lage versetzen das ma-
thematische Modell zu erstellen und dann dieses einer brauchbaren Ldsung
zuzufiihren. In diesem Zusammenhang kann man von einem angehenden
Mathematiker erwarten, dal er auch Hilfsmittel aus dem Bereich der Nu-
merik einzusetzen versteht. Das erdffnet die neue Moglichkeit in diesem
Buche, die entstehenden formelmiBigen Zusammenhédnge — hier Polynom-
gleichungen — einer ausreichend guten Ldsung zuzufiihren. Kurz gesagt, der
ganze Themenkreis der Effektivzinsberechnung, welcher anderswo nur an-
gedeutet wird, kann hier nun ausfithrlich und sehr allgemein behandelt wer-
den. Dies geschieht im zweiten Teil des Buches. Um das Buch méglichst
autark zu halten, wird nicht nur vor dem ersten Teil (§ 2 — § 5) der mathe-
matische Formelapparat bereitgestellt, sondern erst recht vor dem zweiten
Teil (§ 7 - § 9) sehr ausfiihrlich das mathematische Handwerkszeug be-
sprochen (§ 6). In den letzten Paragraphen findet sich viel Neues zur
Finanzmathemtaik in strikt mathematischer Formulierung und es eignet sich
somit auch als Grundlage fiir Seminare iiber Anwendungen von Numerischer
Mathematik. Damit kann das Buch zwei Zwecke gleichzeitig erfiillen. Ein-
mal ist es eine Einfiihrung in die Finanzmathematik fiir Universititsstu-
denten mit entsprechend klarer Formulierung. Zum anderen gibt es Beispiele
fiir die praktische Losung von Modellproblemen, wie sie in der Finanz-
mathematik auftreten.



VI Vorwort

Das Buch ging aus einem Vorldufer, dem Bindchen ,,Mathematische Zins-
berechnungen [Her95] hervor und diente zum ersten Male im
Wintersemester 1997/98 als Grundlage einer entsprechenden Vorlesung an
der Universitdt Oldenburg. Es enthélt — vor allem in seinem zweiten Teil —
eine ganze Reihe von Resultaten, die zusammen mit Studenten in den letzten
zwel Jahren erzielt wurden. Dabei mochte ich konkret in zeitlicher Folge die
Herren Dipl.-Math. G. Haase und Dipl.-Math. H. Siebenbrodt und die
Frauen Dipl.-Math. K. Bachhaus und Dipl.-Math. K. Ralle nennen (mit
entsprechenden Verweisen im Buch). Auch mochte ich die vielen Hinweise
auf Fehler durch Horer und Priifungskandidaten aus meiner Vorlesung nicht
vergessen zu erwadhnen.

Der Vollstindigkeit halber soll nun erwdhnt werden, mit welchen Hilfs-
mitteln die im Buch gebrachten Beispiele gerechnet wurden. Die meisten
Tabellen in § 2 wurden mit dem Taschenrechner CASIO fx- 50F berechnet.
Fast alle iibrigen Beispiele in dem Buch wurden mit dem in BASIC pro-
grammierbaren Pocket Computer SHARP PC-1401 gerechnet. Lediglich die
Rechnungen in § 9 und die dortigen Graphiken wurden (von G. HAASE) auf
einem PC vorgenommen, bzw. erstellt, vielfach mit Hilfe von PASCAL-
XSC [Kla]. Desgleichen wurden einige Beispiele in § 8 auf einem PC
gerechnet und schlieSlich wurde im Anhang B als Hilfsmittel der Business-
Finanz-Taschenrechner SHARP EL-735 verwendet.

Damit komme ich zu den iiblichen Danksagungen an dieser Stelle, die mir
jedoch nicht nur eine formale Verpflichtung sind. Zuerst gilt mein aufrich-
tiger Dank der Schreibkraft Frau Chr. Biilelmann, welche mit groBer Sorg-
falt und in gewohnter Routine das Schreibmaschinenmanuskript in eine
druckfertige Vorlage umsetzte. Ferner danke ich Herm Professor Dr. G.
Mayer (Rostock), der sich der Miihe unterzog das Rohmanuskript auf Un-
richtigkeiten durchzusehen und mir viele entsprechende Hinweise gab.
SchlieBlich danke ich dem Lektor des Oldenbourg Verlages, Herrn Dipl.-
Volksw. M. Weigert, fiir die spontane Bereitschaft ein so mathemtisch ge-
priagtes Buch in die Reihe der Wirtschaftswissenschaftlichen Literatur mit
aufzunehmen. Es bleibt zu hoffen, daB eine entsprechend starke Resonanz
auf das Erscheinen des Buches dies belohnt und auch die Miihe aller Betei-
ligten rechtfertigt.

J. Herzberger
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§ 1 Mathematische Grundlagen

1.1 Mathematische Preliminarien

Wir betrachten hier den Korper der reellen Zahlen R mit den vier Grund-
verkniipfungen +, -, X und /. Eine Teilmenge davon sind die natiirlichen
Zahlen Ny ={0,1, 2, 3,...}.

Manchmal ist es notwendig einer nichtnegativen reellen Zahl (oftmals eines
Dezimalbruches) eine natiirliche Zahl zuzuordnen. Dies soll mit der

Funktion [] geschehen. Sie ist definiert fiir alle nichtnegativen reellen
Zahlen x durch

[x]= max{n e Ny:n<x} (1.1)

Innerhalb der natiirlichen Zahlen ist eine wichtige Funktion die Fakultit »!.
Diese ist erkldrt durch die Zuordnung

0!:1,n!=Hk:1-2-3-...-n, firneN,n>0 (1.2)
k=1

Man kann die Fakultit fiir n> 0 rekursiv durch folgende Rechenvorschrift
(Algorithmus) berechnen:

f=5
fir k =1(nsetze f = f -k ;
nl=f;

Dabei bedeutet l(l)n kurz: von 1 beginnend in Schritten von 1 bis #.

Bsp.: 4!=24, 69!=1.7112245...-10%

Das letzte Beispiel zeigt, daB 70! bereits groBer als 10'® ist, was fiir man-

chen Taschenrechner schon zu einer Zahlbereichsiiberschreitung fiihrt.
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Eine bei Beweisen oftmals verwendete Eigenschaft der natiirlichen Zahlen
fihrt auf das Induktionsprinzip bei Beweisen. Es wird hiufig beim Beweis
von Formeln verwendet. Die diesem Beweisprinzip zugrunde liegende
Eigenschaft von N ist die folgende:

Enthdlt eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen die 0 und folgt aus
der Tatsache, dafs mit einer beliebigen natiirlichen Zahl n auch ihre
nachfolgende natiirliche Zahl n+1 zur Teilmenge gehort, dann ist
die Teilmenge bereits ganz N,.

Man verwendet dieses Prinzip vielfach beim Beweis der Richtigkeit einer
Formel F(n), die von neN, abhingt, indem man die Richtigkeit fiir n=0

(oft einfach) nachrechnet und dann zeigt, dal diese auch fiir n+1 richtig ist,
falls sie bereits fiir n richtig war.

Bei Ausdriicken in der Zinsrechnung kommt oftmals die binomische Formel
vor. Fiir beliebige reelle Zahlen ¢ und b lautet diese:

n ny _ n _ n
(a+b)" :( )a" +( )a" 'b+...+( )ab" 1+( )b" (1.3)
0 1 n—1 n

(n-1)

_ n _ _
=a"+n-a"'b+ a"?b*+.. +n-ab" '+b",neN0,

n>0

- . . . n
Die in der Summe auf der rechten Seite auftretenden Koeffizienten (k]

heiBen Binomialkoeffizienten und sind definiert durch

1) (n—k
n\_n(n=1)-.(n-k+1)  nl L keNy, k>0, k<n (1.4)

Die Binomialkoeffizienten (Z) konnen fiir moderate Werte von n Tabellen

entnommen werden. Ansonsten sollen sie mit Hilfe eines Rechners (nihe-
rungsweise) ermittelt werden. Dabei ist zu beachten, dal wegen des oben
gegebenen Beispiels fir 70! bei grofen Werten von n Dbereits Zahl-
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bereichsiiberschreitungen auftreten kénnen, wenn man die Formel (1.4) naiv

anwendet. Hilfreicher ist z. B. die rekursive Berechnungsvorschrift fiir [Zj

b=1,
fiir i =1(1)k setze b=[(n—i+1)/(k—i+1)]p;

()

Bei dieser Vorschrift tritt die Zahlbereichsiiberschreitung erst bei wesentlich

. n .
groBBeren Werten von n ein, insbesondere dann, wenn (k) selbst nicht mehr

als Rechnerzahl darstellbar ist.

Zum Beweis einer in der elementaren Zinsrechnung oftmals verwendeten
Ungleichung wollen wir den Induktionsbeweis einmal durchfithren. Es han-
delt sich dabei um die BERNOULLIsche Ungleichung:

(1+8)">l+n-i, neN; und i>-1 (1.5)
Fir n=0 ist diese Ungleichung trivialerweise richtig. Sie werde fiir n als

richtig angenommen. Dann multiplizieren wir beide Seiten der obigen For-
mel (1.5) mit dem Faktor (1+i)>0 und erhalten

(1) Sl+i+n i+i>1+(n+1)-i

was die Ungleichung fiir den Wert n+1 darstellt. Somit gilt Formel (1.5) fiir
alle neN,. Fir i#0 und n>1 steht immer > in (1.5). (Verschirfung der

BERNOULLIschen Ungleichung.)

Eine andere wichtige Funktion in der Finanzmathematik ist die Expotential-
funktion exp . Sie ist definiert durch die unendliche Reihe (siehe Abschnitt

1.1)

exp(x)=1+x+%x2+%x3+... (1.6)
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Diese Reihe ist fiir alle reellen Zahlen xe€R konvergent und damit ist
exp(x) fiir alle diese Argumente definiert. Im Abschnitt iiber kontinuierliche
Verzinsung (2.7) bendtigen wir folgende Ungleichung fiir die Funktion exp :

exp(x)zl +x, xeR (1.7)

Fir x>0 ist dies aus der Definition (1.6) des Ausdruckes fiir
exp(x) unmittelbar klar. Wir wollen diese Ungleichung hier noch fiir die

Werte x>-—3 elementar beweisen, da in der Zinsrechnung im allgemeinen

keine sehr groBen Werte von x auftreten. Es gilt fiir x=—|x| die Ab-
schitzung

2 4
exp(—||) =1-|x4+%[1_%]+.§_![1_@)+...

>1- x|§3

X

s

Damit ist die Ungleichung aber fiir alle Werte x>-3 bewiesen. Sie gilt aber

dariiber hinaus ganz allgemein fiir alle Werte von x .
Polynome und rationale Funktionen spielen in der Finanzmathematik eine

zentrale Rolle. Ein Polynom vom Grade n ist dabei definiert durch den
Funktionsausdruck

p(x)=ay+a,x+a,x*+. . +a,x", a, #0

und aus zwei Polynomen p und g (von im allgemeinen verschiedenem

Grad) erhilt man fiir alle Werte x mit g(x)#0 die rationale Funktion r
durch

r(x) = p(x)/a(x)

Aus der Analysis her ist der Begriff der Ableitung f' einer Funktion f
bekannt. Eine mogliche Definition dafiir ist (vergleiche Abschnitt 6.1)
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(1.8)

Die Bildung der Ableitung von Funktionen besitzt eine wichtige Eigen-
schaft, welche sich unmittelbar aus der Definition ergibt:

Die Bildung der Ableitung ist eine lineare Operation bei
differenzierbaren Funktionen.

Dies bedeutet ausgeschrieben, daB fiir differenzierbare Funktionen f und g
und reelle Zahlen a und b gilt

d

La g +b-ge) =a-1 ()45 82

Fiir Potenzen f(x)=x",neN gilt, wobei N =N, \ {0} ist,
-d—(x")=n-x"",neN
dx

Dies 14f3t sich einfach folgendermaBen zeigen:

lim (x+h)" —x
n—oo h
= ling(x" +n~x"_1h+n—(’}2;1~)x"_2h2+...+h" —x")/h

nin—1
= lim(n x"! +—(2—)-x”_2h+. k" ) =pn.-x""
h—0

Diese Formel gilt ganz allgemein fiir alle ganzzahligen n. Damit 148t sich
nun mit Hilfe der Linearitit des Ableitungsbegriffes relativ einfach eine ex-
plizite Formel fiir die Ableitung eines Polynoms angeben (siehe Abschnitt
6.1). Diese lautet

1

p(x)=a,+2-a, x+. . 4n-a, x"

Ebenso einfach zeigt man die Quotientenregel fiir Ableitungen
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ooy L (el - f(x)g'(x)
d.x(f( )/g( )) gz(x)

Damit erhilt man schlieBlich eine einfache Formel fiir die Ableitung einer
rationalen Funktion r .

1.2 Reihensummen

Wir betrachten zunichst Folgen von reellen Zahlen {an} (an ek, nzO).

Eine solche Folge {an} heiBt konvergent gegen den Grenzwert a® genau

dann, wenn zu beliebigem reellen £>0 eine natiirliche Zahl N(e) derart
existiert, dafl

’an —a*| < ¢ fiiralle n2 N(g)
gilt. Man schreibt dafiir kurz a* =lim a,.

Fiir reelle Zahlenfolgen {a,} gilt das CAUCHYsche Konvergenzkriterium.

Dieses lautet: Eine reelle Zahlenfolge {an} konvergiert genau dann, wenn
fiir hinreichend grofe Indizes n und alle m=>0

a, — a,,+m| < € fiir beliebig vorgegebenes € >0

gile.

Man zeigt leicht, dal jede konvergente Zahlenfolge {an} beschrinkt ist.
Dies kann etwa wie folgt geschehen:

Wegen ‘an —a*’ — 0 folgt, daB fiir hinreichend grofie Werte von n die Aus-

sage |an —a*' <c¢ mit einer positiven Konstanten ¢ gilt. Aus einer Anwen-
dung der Dreiecksungleichung folgt
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a

n

:
o'l

*
a,—a ‘ic

oder

*

a|=K

=c+

a'l

Mit der Tatsache, daB die endlich vielen iibrigen Folgengliederbetrige ein
Maximum besitzen, folgt dann insgesamt die Beschrianktheit der gesamten
Folge.

Ein wichtiger Spezialfall von konvergenten Folgen sind die Nullfolgen mit
a’ =0. Hier lautet das erste Konvergenzkriterium:

a,| < ¢ falls n>N(g)

Bsp.:
a)  a,=(=1)"/k, k>1. Man setze hier einfach N(g)=[1/¢]+1.

b) a, =q~, k>0,

g|<1. Man setze hier N(g)>[loge/logg]+1. Man

sieht leicht ein, dal die Bedingung Iql <1 auch notwendig ist.

Eine wichtige Eigenschaft der Limesbildung bei Folgen ist ihre sogenannte
Linearitit. Es gilt dabei als unmittelbare Folgerung aus der Definition einer

konvergenten Folge, daB aus lima, =a" auch lim(a-a,)=a-a" fir alle

n—yeo n—eo

aelR folgt.

Ebenso folgert man aus limanza* und limb,,=b* leicht, daB

n—soo n—yeo

lim(a, £b,)=a" £b" gelten muB. Dies ergibt sich folgendermaBen: Zu

n—oo

£>0 bildet man £'=¢/2 . Dafiir existieren N,(¢') und N,(&') mit den Ei-

genschaften ‘an —a*} <g' fir n>N,(€') und

b, ~b’| <€ fir n2N,(e).
Fiir alle n> N(¢') = max{N,(€'), N(¢')} folgt dann aber

(a, £5,)(a" +b")lda, - a’|+

b, —b*} <g+e'=¢
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Bsp.: a,=1-1/(2n),b,=2-1/n,n>1.
Es gilt dann lim(a, +b,)= lim(1+2-3/(2n))=3

=lim(1-1/(2n))+ lim(2~1/n).

n—yeo
Eine (unendliche) Reihe {s,} von reellen Teilsummen s, €R,n>0 liegt

n

vor, wenn s, = Zak mit einer reellen Folge {a, } definiert ist. Eine solche
k=0

Reihe {sn} heiit konvergent und s ihr Grenzwert, wenn

s=lims, = [Zakj ist. Der Grenzwert der Folge {s,} wurde bereits oben
n—>eo x=0
erklart.

Eine Folgerung aus der eben gegebenen Definition einer konvergenten Reihe
{s,} ist, daB notwendig die dazugehdrige Folge {a,} eine Nullfolge sein
muBl. Dies ergibt sich aus dem CAUCHYschen Konvergenzkriterium bei

m =1 unter Beriicksichtigung, daf§ ist.

a

n+l

Sy~ Sn+m| =

Die Bedingung a, — 0 ist dagegen nicht hinreichend fiir die Konvergenz
der Reihe s, . Dies zeigt das folgende Beispiel.

Bsp.:  Sei 5, >0mit a, =1/n, n>1 definiert. Dann 148t sich die Folge der

Teilsummen s, nach unten abschétzen durch

s, =1+ 1/2+1/3+1/4+1/5+1/6+1/7+1/8+...
>1/2+1/2+1/4+1/4+1/8+1/8+1/8+1/8+...
=1+1/2+1/2+1/2+...

Die abgeschitzte untere Schranke strebt aber gegen +<o . Somit ist die Reihe
{s,} nicht konvergent.

Manchmal spielen Reihen eine Rolle, die gewisse Funktionen definieren
sollen. Hierzu gehéren Reihen der Form
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f(x)=a, tax+a,x’ fax+...,
die man Potenzreihen nennt

Die einzelnen Reihenglieder enthalten also neben dem Koeffizientena,

auch noch die Potenz x* einer Variablen. Fiir x=1 entsteht daraus eine
Reihe der Form, wie sie bisher behandelt wurde. Dabei konnen zwei extreme
Falle auftreten.

Bsp.:
a) Die Potenzreihe

T+x+22x2+3%°+. .

ist nur fiir x=0 konvergent. Es gilt ndmlich, daf |k ~xl — +oo fiir
alle x#0 fiir k—>+e  strebt. Deshalb gilt auch
[k x| =|k* - x*| > +eo fiir k — +oo, also divergiert die Reihe fiir

alle Werte x#0.

b) Die Reihe

1 1
1 +x+§x2 +§x3+... (= exp(x))

konvergiert dagegen fiir alle Werte von x € R, da bekanntlich fol-
gendermaflen abgeschitzt werden kann:

| |n+l

n+m
s [

1
+
(n+m)!

n _Sn+m[§m

N SVt PO IS

(n+1)! n+2  (n+2)-(n+m-1)
m~1

—17|x|"“|:1+ﬂ+...+|x|—}

=(n+1 n n™!
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4
_ 1 |x|n+l i n

C(n+1)! EI
n

Fiir hinreichend groBe Werte von n strebt bekanntlich |x|"*' /(n+1)! gegen 0
und es ist |x|/n <1, so daB der letzte Faktor durch 1/(1-|x|/n) beschrénkt

bleibt. Damit ist aber das CAUCHYsche Kriterium erfiillt. Der Fall |x| =1 148t
sich eben einfach abschitzen.

Abgesehen von diesen beiden Extremfillen gibt es zu jeder Potenzreihe eine
eindeutige Zahl reR, rzO derart, daf fir

|x|<r die Potenzreihe konvergiert und damit einen festen Wert
f (x) bestimmt und fiir

|x| > r die Potenzreihe divergiert.

Fiir |x‘: r laBt sich allgemein nichts aussagen. r heilit der Konvergenz-
radius. Fiir alle Werte von x mit |x|<r bestimmt die Potenzreihe eine

Funktion f(x). Dafiir gilt, daB f fiir alle Werte x mit |x|<r differenzier-
bar ist und daf§ die Ableitung f' durch formales, gliedweises Differenzieren
der Potenzreihe berechnet werden kann. Es gilt also

f(x)=a, +2a,x +3ax*+...

wobei die Ableitung wiederum den gleichen Konvergenzradius r besitzt.
Niheres zu den entsprechenden Beweisen findet man etwa in [Kno].
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1.3 Arithmetische Reihen

Als Grundlage fiir die arithmetische Reihe kann die Reihe mit a, =k und
damit mit den Teilsummen

s, =Zk=1+2+3+...+n, ’20
k=0

dienen. Fiir die Teilsummen der (divergenten) Reihe erhalt man auf folgende
einfache Weise eine explizite Summenformel

25, =ik+ik=ik+i(n—k)=n-il=n(n+l)
k=0 k=0 k=0 k=0 =

k=0

Somit folgt die einfache Summenformel

sn=ik=n'(n+l)/2 (1.9)
k=0

Mit Hilfe dieser Summenformel 148t sich dann die allgemeine Form der
arithmetischen Reihe mit a, =a+ & -d behandeln. Wegen

s, =zn:(a+k-d)=a-§n:1+d~ik=(n+1)a+[(n+1)n/2]‘d

ergibt sich daraus die Summenformel

n

o= Y. (a+k-d)=a-(n+1)+(d/2) (n+1n (1.10)

k=0
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1.4 Geometrische Reihen

Ausgangspunkt fiir viele Verallgemeinerungen der geometrischen Reihe ist
die Reihe mit @, = ¢* und den Teilsummen

5, = Zq" =1+q" +¢*+..+¢", n>0
k=0

Fiir die Teilsummen dieser geometrischen Reihe ergibt sich auf folgende
Weise eine explizite Summenformel:

n+l

(l—q)-sn =(1—q)~2qk :zqk _zqk =]_qn+]
k=0 k=0

k=1

Hieraus folgt die Summenformel

Sn:iqk=(1—q"”)/(1—q), g#1,n>0 (1.11)
k=0

In der Zinsrechnung spielen manchmal Verallgemeinerungen der obigen
geometrischen Reihe eine Rolle. Dies wird etwa bei der formelmiBigen Be-
handlung von Renten und Annuitédten mit verdnderlichen Raten der Fall sein.
Wir wollen hier ein einfaches Beispiel bringen und zeigen, wie dabei die
Summenformel (1.11) hilfreich Verwendung finden kann. Die tatsdchlich
benotigten verallgemeinerten geometrischen Reihen werden wir dann spiter
bei thren Anwendungen in analoger Weise mathematisch behandeln. Wir
benutzen dabei die Tatsache, dafl die Differentiation ein linearer Operator
1st.

Gegeben sei die Reihe mit g, =a,a,=a - k- q", k >1, also die Reihe mit den
Teilsummen

s,=a+a-q+a-2-g°+.+a-n-q", n>l
Wir betrachten dazu die Teilsummen ¢, =(s, —a)/q#0 mit

t,=b +b, +by+. 4b, n>1 mit by =a-k-q¢*7, k>1
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. d . o
wobei dann b, = d—(a -qk) ist. Dann kdnnen wir wie folgt umformen:

ot S | e (a0

k=

:a-(n-q"” —(n+1)-q"+1)/(1—q)2,q¢0,l

Daraus errechnet sich durch einfache Umformung schlieBlich die gesuchte
Summenformel

s, :a+zn:a-k-qk :a+a~q'(n-q"+l—(n+1)-q"+1)/(1—q)2 (1.12)
k=1

Eine elementare, aber auch nicht viel einfachere Art, eine solche Summen-
formel ohne Verwendung der Ableitung herzuleiten ist die folgende:

s,=a+a-qg+a-2-q*+.+a-n-q"

n

:a+a~2i q* =a+ai‘qi+1 L—ll
i=0 q-

i=0 k=i+]
=a+L_{2qn+l_zqi+l}

g-1 i3 i=0

a qn+l_1
=a-+——{(n+1)q"+l -q- }

g-—1 g—1
:a+a-q-(n-q"+'—(n+1)-q"+1)/(1—q)2

In den Anwendungen, insbesondere bei unendlichen Laufzeiten von Renten,
ist oftmals der Fall n — e von Bedeutung. Dies bedeutet, dal} wir nach der
Konvergenz der geometrischen Reihe und ihrer Verallgemeinerungen fragen

n
miissen. Bei der geometrischen Reihe selbst, nimlich bei s, = qu , ergibt

k=0

sich dabei

s, =(1-¢"")/(1-q)=1/(1-a)-q"" /(1-q)
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Nach dem ersten Beispiel b) in Abschnitt 1.2 folgt daraus aber bei n — oo
schlieBlich, falls lql <1 ist,

s=lims, =1/(1-g), |g/<1 (1.13)

n—roo

Bei einer konvergenten geometrischen Reihe ergibt sich auch eine einfache
Formel fiir den Reihenrest, falls man die Summierung der Reihe mit der
Teilsumme s, abbricht. Hierfiir erhalten wir

k=0 n=n+l1

— 5,, +qn+l (1 __q)
Wir erhalten somit die einfache Formel

s=s,+q"™" [(1-q) (1.14)

1.5 Abschitzung von Reihensummen
durch bestimmte Integrale

Bei manchen Reihen {s,} 1Bt sich die Teilsumme s, = Zak durch keine
k=0
einfache Summenformel ausdriicken. Nach Abschnitt 1.2 gilt fiir eine

konvergente Reihe {sn} notwendig, daB8 a, — 0 ist. Gilt zusitzlich, daf§
0<...<4,,<a;,1<q, firalle k>0

ist, dann kénnen wir die Folgenelemente a, als Funktionswerte f(k)=a,
einer monoton gegen O abfallenden Funktion f auffassen. Die Funktion ist

auf der positiven reellen Achse definiert und nimmt fiir die natiirlichen
Zahlen k die Werte der Folgenelemente a, an. Bekanntlich sind fiir solche

monotonen Funktionen f die RIEMANNschen Ober- bzw. Untersummen
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obere bzw. untere Schranken fiir das bestimmte Integral von f iiber ein
entsprechendes Intervall.

Wir bilden nun fiir das Intervall [O, n] bzw. [O, n+ 1] die Zerlegung in die

Teilintervalle [k, k+1], 0§k§n—1 (bzw. n). Dann schitzen wir das be-

stimmte Integral j f (x)a’x ab durch die Untersummen
0

n—l n
sa—ap= D ((k+1)=k)f(k+1)= Y a,<
0

k=1

Sf(x)dx

O e

.

n+l
und ebenso das bestimmte Integral J f(x)dx durch die Obersummen
0

n n+l

5, =Y ((k+1)=k)f(k)= iak > [ fx)dx

k=0

Insgesamt erhalten wir also die folgenden Schranken fiir s, :

n+l n
| (x)axzs,<[ £(x)dx+aq (1.15)
0 0

Als konkrete Anwendung der obigen Abschitzung betrachten wir das fol-
gende Beispiel.

Bsp.: Wir betrachten die Reihensummen s, mit a, =1/(1+k-i), i>0
Oikin , also die Summen

s, =141/ (1+0)+1/(1+2i)+.. +1/(1+n-i),i>0

Formel (1.5) ergibt die folgenden Schranken fiir s
f(x)=1/(1+ x-i) gesetzt wird,

wenn

n?



