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Vorwort

Dieses Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich in den letzten Jahren vor Studenten der
Volks- und Betriebswirtschaftslehre an der Universitit Potsdam gehalten habe.

Mathematische Studienliteratur fiir Wirtschaftswissenschaftler ist in reichem Mafle vorhan-
den, von einfilhrenden Texten zum Studieneinstieg, Kompendien und Formelsammlungen bis
zu mathematisch anspruchsvollen Werken. Der vorliegende Text stellt eine Erginzung dieser
Literatur dar; im Vordergrund stehen dabei

e die ausfithrliche Erklarung derjenigen Methoden, welche zum Standard des mathe-
matischen Grundstudiums fiir Wirtschaftswissenschaftler gehéren, und

¢ deren Demonstration an Abbildungen, Beispielen und Aufgaben vorwiegend aus dem
6konomischen Bereich.

Ich habe einerseits die Erfahrung gemacht, dafi einem Anwender der Mathematik der Zu-
gang zu einer mathematischen Methode oftmals erheblich erleichtert wird, wenn - neben
den unverzichtbaren grafischen Darstellungen und Beispielen ~ ein Beweis oder zumindest
die wesentliche Idee eines Beweises vermittelt werden kann. Andererseits kann eine Darstel-
lung, die véllig ohne Herleitungen auskommen méchte bzw. muf, dem Hérer und Leser einen
einheitlich hohen Schwierigkeitsgrad mathematischer Aussagen suggerieren und so zu einer
unnétigen Scheu vor der Anwendung mathematischer Methoden fishren.

Gerade bei den hier behandelten Themen kénnen die grundlegenden mathematischen Aus-
sagen aus denkbar einfachen Bausteinen zusammengesetzt werden:

e So beruhen die meisten Sitze der Kombinatorik und viele Aussagen der linearen Algebra auf
dem Induktionsprinzip, also allein auf der Tatsache, da§ die natiirlichen Zahlen aus der Zahl 1
durch fortgesetzte Bildung des Nachfolgers hervorgehen.

e Die Sitze der linearen Algebra und der linearen Optimierung sind im wesentlichen Aussagen
iiber lineare Gleichungssysteme. Solche Systeme kénnen durch elementare Rechenschritte — die
Addition von Vielfachen einzelner Gleichungen zu anderen Gleichungen - in eine Form tiberfiihrt
werden, an der die Losungsstruktur bequem abgelesen werden kann.

e Lineare Funktionen — also Funktionen von einfachster Bauart — spielen eine wesentliche Rolle
bei der Untersuchung des lokalen Verhaltens nichtlinearer Funktionen.

Aus diesem Grund habe ich fiir die meisten Aussagen Beweise oder Beweisskizzen, oft auch
im Kleindruck, angegeben. Lediglich dort, wo ein Beweis den Rahmen dieses Lehrbuches
sprengen wiirde, wird auf aktuelle Literatur verwiesen.



VI Vorwort

Ein Wort zur Darstellung: Begriffe, Aussagen, Methoden und wesentliche Erklirungen ste-
hen in kursiver Schrift, sind dreistellig numeriert und jeweils mit einem Schlagwort versehen.
Formeln, Beispiele und Abbildungen sind zweistellig numeriert, und zum leichteren Auffin-
den der referierten Beispiele und Abbildungen sind Verzeichnisse angefiigt. Textstellen im
Kleindruck, meist fiir Uberleitungen und Details verwendet, sind fiir das Verstindnis des
nachfolgenden Stoffes nicht zwingend erforderlich.

Jedem Kapitel ist eine Sammlung von Aufgaben unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades bei-
gefiigt. Die Aufgaben iiberdecken den Text im wesentlichen und ergéinzen ihn teilweise; sie
sind zur leichteren Einordnung mit Stichworten versehen. Die am Schlu8 skizzierten Lésungen
fiir die meisten Aufgaben sind als Kontrollméglichkeit gedacht, — fiir die genauere Herleitung
bleibt dem Leser noch geniigend Freiraum.

Literaturhinweise im Text beziehen sich auf die angegebenen mathematischen Standardbiicher
bzw. die ergdnzenden Lehrbiicher zur Wirtschaftsmathematik. Die zitierte Literatur fiir das
Grundstudium geht teilweise im Umfang der behandelten mathematischen Themen, der 6ko-
nomischen Anwendungsbeispiele oder auch des propddeutischen Teils weiter als der vorlie-
gende Text. Hier sollte der Leser nach seinen Bediirfnissen auswéihlen.

Es ist mir ein Bediirfnis, meinem verehrten Kollegen Prof. Giinter Zeidler fiir die Anregung
zu diesem Lehrbuch zu danken.

Der Wirtschafts- und Sozialwissenschaftlichen Fakultat der Universitidt Potsdam danke ich fiir
die kontinuierliche Unterstiitzung meiner Arbeit und das Interesse am Entstehen dieses Bu-
ches, vor allem Herrn Prof. Hans-Gerhard Strohe und Herrn Prof. Klaus Scholer, ebenso dem
Institut fiir Mathematik der Universitdt Potsdam. Ein spezieller Dank gilt Frau Alexandra
Franke, die das gesamte Manuskript einschlielich der Aufgaben und deren Losungen kritisch
gelesen hat, sowie Herrn Dr. Wolfgang Rother und Herrn Dipl.-Volkswirt Helge Sanner, die
mir bei vielerlei Problemen mit dem Schriftsatzsystem IXTEX eine unentbehrliche Hilfe waren.
Fiir eine letzte Durchsicht des Manuskripts bin ich meinem Sohn Philipp sehr dankbar. Nicht
zuletzt danke ich Herrn Mathias Brehe fiir seine langjahrige Mitwirkung bei meinen Lehr-
veranstaltungen, fiir die kritische Durchsicht des Textes und mehrerer fritherer Skripten, auf
denen dieser aufbaut, und fiir viele wertvolle Diskussionen und Anregungen, sowie den Hérern
meiner Lehrveranstaltungen fiir zahlreiche Hinweise, die in den Text eingegangen sind.

Dem Verlag R. Oldenbourg gilt mein Dank fiir die freundliche Aufnahme dieses Buches in
sein Lehrbuchprogramm.

Einen herzlichen Dank sage ich schliefillich meinen Kindern und vor allem meiner Frau, die
mich in der Arbeit an diesem Buch mit sehr viel Verstindnis unterstiitzt haben.

Eichwalde und Potsdam, im Juli 1999
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Awussagen und Aussagenverbindungen

o ,Wenn das Unternehmen X mit seinen Produkten den Umsatz gegeniiber dem Vorjahr steigern
will, dann muf es die Preise anheben oder fiir die Steigerung des Absatzes sorgen.“

o ,Wenn die Preise nicht steigen und der Absatz nicht wdchst, dann kann das Unternehmen

X mit seinen Produkten den Gewinn gegeniiber dem Vorjahr nicht steigern.“

Obwohl man {iber den Sinn dieser Sitze unterschiedlicher Meinung sein kann — eine Gewinnsteigerung
ist auch allein durch Kostensenkung denkbar —, so bedeuten sie doch beide logisch dasselbe: der
zweite Satz folgt aus dem ersten und der erste aus dem zweiten, oder, was dasselbe bedeutet, die
Sitze sind entweder beide wahr oder beide falsch. Das gilt unabhiingig davon, ob nun irgendeines der
drei Ereignisse Gewinnzuwachs, Preissteigerung oder Absatzsteigerung tatsiichlich eintritt oder nicht.

In der Aussagenlogik wird die logische Struktur der Verkniipfung von Sitzen mit verbindenden Wortern
(Konnektoren) wie ,und”, ,oder” und ,,wenn . .. dann“ sowie deren Verneinung untersucht, unabhangig
vom konkreten Inhalt der verkniipften Sitze. Die dabei geltenden Regeln bilden die Grundlage des
logischen Denkens.

Beispiel 1.1 Die folgenden Sdtze aus der Alltagssprache sollen auf ihren Wahrheits-
gehalt iiberpriift werden:

(1) Karl V. war deutscher Kaiser bis zu seinem Tod im Jahre 1557.
(2) Hoffentlich hat Karl V. gut regiert!

(3) Napoleon Bonaparte hat einmal gesagt, nur ein Faulpelz schliefe linger als finf
Stunden am Tag.

(4) Der Aktienkurs der UNSINN AG dndert sich am 1. 1. 2000, oder er dndert sich
nicht.

(5) Fiir jede gentigend kleine nicht negative reelle Zahlz gilt V1 +z =1+ 3.
(6) Die natirliche Zahl n ist durch 3 teilbar.

(7) Lohnt es sich, mathematische Fachbiicher zu lesen, wenn man quaniitative
Zusammenhdnge in den Wirtschaftswissenschaften studieren will?
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(8) Zwischen der Héhe der Kreditzinsen und dem Niveau der Aktienkurse besteht kein
absolut gesicherter Zusammenhang.

(9) Fallende Kreditzinsen bewirken stets einen Anstieg der Aktienkurse.

(10) Am Neujahrstag des Jahres 1443 hat es in Miinchen geschneit.

Die Satze (3) und (8) geben einen wahren Sachverhalt wieder, und der Satz (4) ist ebenfalls wahr
(unabhingig vom Borsengeschehen im Jahr 2000).

Die Aussage des ersten Satzes ist falsch (Karl V. hatte vorzeitig zugunsten seines Bruders Ferdinand
abgedankt).

Im 2. Satz wird ein Wunsch geduflert, im 6. Satz ist die Zahl n nicht konkret angegeben (n ist eine
Variable), und der 7. Satz stellt eine Frage dar, - in diesen drei Fillen stellt sich die Frage nach dem
Wahrheitsgehalt nicht.

Beim 5. Satz 148t sich iiber die Wahrheit erst dann entscheiden, wenn die vagen Begriffe ~ und
wgeniigend klein® prizisiert sind.! Der 9. Satz ist (zumindest in dieser generellen Form) falsch, -
dennoch wird es fiir einen Anleger im allgemeinen vorteilhafter sein, sich hiernach zu richten, als nach
der Binsenwahrheit des 8. Satzes.

Ob der letzte Satz wahr oder falsch ist, ist 2war schwer oder gar nicht zu entscheiden, ~ jedoch ist es
sicher, dafl er entweder wahr oder falsch ist.

1.1.1 (Aussagen, Wahrheitswerte) Fin Satz, der einen wahren oder einen
falschen Sachverhalt wiedergibt, heifit Aussage. Einer wahren Aussage wird der
Wahrheitswert ,wahr“ (W) zugeordnet, einer falschen Aussage der Wahrheitswert
JJalsch“ (F).

Unter den Sitzen des Beispiels 1.1 sind demnach die Sitze (2), (6) und (7) keine Aussagen, die Sitze
(3), (4) und (8) sind wahre Aussagen (Wahrheitswert W), (1) ist eine falsche Aussage (Wahrheitswert
F), (5) wird erst nach einer Prizisierung, z. B. der hier angegebenen, eine Aussage, und (10) ist eine
Aussage mit einem (dem Verfasser) unbekannten Wahrheitswert.

Daf8 Aussagen genau einen der beiden Wahrheitswerte besitzen, wird zusammengefat in dem

1.1.2 (Gesetz der zweiwertigen Logik)
FEine Aussage ist entweder wahr oder falsch. Das bedeutet:

e FEine Aussage kann nicht weder wahr noch falsch sein.
(,Eine dritte Alternative gibt es nicht - ,, Tertium non datur®)

o Eine Aussage kann nicht wahr und falsch zugleich sein.
(,,Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch)

In der Aussagenlogik wird der Wahrheitswert gewisser abgeleiteter Aussagen und
Verbindungen von Aussagen allein aus dem Wahrheitswert der beteiligten Aussagen

1Djes ist aber moglich: So gilt fiir die Abweichung zwischen dem Wert der Wurzelfunktion und
dem Niherungswert 1+ £ die Ungleichung VItz-(1+%)< %2 fiir alle z > 0, wie man mit Hilfe
der Taylorschen Formel (7.34) der Differentialrechnung nachweisen kann. Fiir 0 < z < 0,01 hat diese
Abweichung dann héchstens den Wert 0,0000125.
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bestimmt, - deren konkreter Inhalt hat hierfiir keine Bedeutung. Die Sitze der Aussa-
genlogik stellen daher nichts anderes dar als ein System von Regeln fiir den Umgang
mit den Symbolen W und F.

Im folgenden werden als wichtigste abgeleitete Aussagen und Aussagenverbindungen die Negation
{ Verneinung), Konjunktion (logisches ,und“), Disjunktion (logisches ,oder“), Implikation (logische
Folgerung) und A quivalenz (logische Gleichwertigkeit) durch Angabe ihrer Wahrheitswerte eingefiihrt.

1.1.3 (Negation, Konjunktion, Disjunktion, Implikation, Aquivalenz)

o Die Negation —~A (nicht A) einer Aussage A ist wahr, wenn A falsch ist, und
falsch, wenn A wahr ist.

¢ Die Konjunktion AAB (A und B) zweier Aussagen A und B ist wahr, wenn
A und B beide wahr sind, in allen anderen Fillen falsch.

o Die Disjunktion (Alternative) AVB (A oder B) zweier Aussagen A und
B ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A und B wahr ist, in dem
verbletbenden Fall falsch.

o Die Implikation A= B (wenn A, dann B; aus A folgt B) zweier Aussagen
A und B ist falsch, wenn A wahr und B falsch ist, in allen anderen Fillen
wahr.

o Die Aquivalenz A< B (A genau dann, wenn B; A dann und nur dann,
wenn B) zweier Aussagen A und B ist wahr, wenn A und B den gleichen
Wahrheitswert besitzen, andernfalls falsch.

Die Wirkungsweise der Negation und der eingefiihrten Aussagenverbindungen kann in
einer Tabelle dargestellt werden:

| A|B[-A|ANB[AVB|A=>B|A&B]|

WIWIF|] W [ W W W

W|F|F| F W F F (1.1)
F W|W| F w W F

F|{F|W| F F w W

1.1.4 (Einschliefiendes ,,oder* und ausschliefiendes ,entweder oder*)

e Die Aussagenverbindung ,A oder B ist auch in dem Fall wahr, daff A und B
beide wahr sind, ~ ,oder“ wird generell einschlieflend gebraucht.

o Die Aussagenverbindung ,entweder A oder B* hingegen ist wahr, wenn A
wahr und B falsch oder wenn A falsch und B wahr ist, ~ sie ist gleichbedeutend
mit der Aussagenverbindung —~(A < B) oder auch mit (AA—B)V (A A B).
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Um die Wirkungsweise der Aussagenverbindung ,entweder oder® - und beliebig komplizierter Ver-
bindungen — zu ermitteln, wird zweckmiBig eine Tabelle verwendet; hierin wird der Wahrheitswert
einer Aussagenverbindung fiir jede Kombination von Wahrheitswerten der beteiligten Einzelaussagen
schrittweise berechnet:

lA|B|-A][-B]|AAN-B|[-AAB[(AA-B)V(-AAB) |
WIW[F|F F F F

W{F|F |W| W F W (1.2)
FIW|W]|F F A L

FIF|W|W| F F F

1.1.5 (Hinreichende Bedingung, notwendige Bedingung)

o Die Aussagenverbindung A = B heifit auch Schlufl von A auf B, A heifit die
Prdmisse und B die Konklusion.
Daff A = B falsch ist, wenn A wahr und B falsch ist, bedeutet, daf der Schiuf
von einer wahren auf eine falsche Aussage falsch ist, — aus einer wahren Aussage
kann immer nur eine wahre Aussage geschlossen werden.

o Ist der Schlufi A = B wahr, so folgt aus der Wahrheit von A die Wahrheit von B;
A ist dann eine hinreichende Bedingung fiir B (genauer: A ist hinreichend
fiir die Wahrheit von B).

Andererseits kann bei einem wahren Schluff A = B die Aussage A nur in dem
Foll wahr sein, wenn B wahr ist; B ist dann eine notwendige Bedingung
Sfiir A (genauer: B ist notwendig fir die Wahrheit von A).

Sind A = B und B = A beide wahr (dies bedeutet gerade die Wahrheit von
A < B), so ist A eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir B
(und zugleich B eine notwendige und hinreichende Bedingung fir A).

Beispiel 1.2 (Notwendige und hinreichende Bedingung) Fiir einen Beschuldig-
ten X in einem Strafverfahren ist die Aussagenverbindung ,X hat fir die Tatzeit ein
Alibi“ (Aussage A) = ,X ist unschuldig” (Aussage B) generell wahr. Das Alibi ist
somit eine hinreichende Bedingung fiir die Unschuld von X, und die Unschuld ist eine
notwendige Bedingung fiir ein Alibi. Andererseits ist ein Alibi fiir den Nachweis der
Unschuld zwar hilfreich, aber nicht notwendig. Hingegen ist B notwendig und hin-
reichend fiir die Aussage ,Die betreffende Tat wurde von anderen Personen begangen.“

Fiir Aussagenverbindungen, in denen nur eines der Symbole A, V oder  auftritt, hangt der Wahr-
heitswert nicht von der Reihenfolge der Einzelaussagen oder von der Art des Setzens von Klammern
ab. Klammern kénnen daher zur Vereinfachung auch ganz weggelassen werden, — dies gilt jedoch nicht,
wenn unterschiedliche Symbole in einer Verbindung gemeinsam auftreten.

Die entsprechenden Regeln kénnen anhand von Tabellen der Wahrheitswerte nach dem Muster (1.2)

iiberpriift werden.



1.2. Aussageformen 5

1.1.6 (Reihenfolge und Klammern in Aussagenverbindungen)
Fiir beliebige Aussagen A, B und C gelten die folgenden logischen Aquivalenzen:

AAB =3 BAA ANBAC) & (AABYAC

AVB & BV A AV(BVC) & (AVB)vC

A& B & B A A BeC) & (AeB)ysC (1.3)
ANBVC) & (AAB)V(AACQ) (AAB)VC & (AVO)A(BVC)
AV(BAC) & (AVB)A(AVO) (AVB)AC & (AAC)V(BAC)

Beispiel 1.3 (Klammern in Aussagenverbindungen) Eine Person ist klug und
(jung oder schén), wenn sie zunichst erst einmal klug ist und dann zusétzlich noch
jung oder schén (wobei auch Jugend und Schonheit zugleich maglich ist), also kurz,
wenn sie (klug und jung) oder (klug und schén) ist, — siehe die vorletzte der Regeln
auf der linken Seite von (1.3).

Um aber (klug und jung) oder schon zu sein, reicht allein die Schénheit aus, auch wenn
man alt und weniger klug ist.

Durch eine Akzentverschiebung, hier durch eine Anderung der Klammersetzung ver-
wirklicht, wird der logische Inhalt verdndert:

{klug A(jungVschin)} und {(klug Ajung)Vschin} sind logisch nicht gleichwertig.

1.2 Aussageformen

Satze, in denen nicht ndher spezifizierte Objekte (eine natiirliche Zahl n, ein Steuerzahler NN, ein
Artikel a des Warensortiments einer Firma, usw.) auftreten, kommen im alltéglichen Sprachgebrauch
héaufig vor.

1.2.1 (Aussageform ) Enthdlt ein Satz A(z) eine Variable z (diese steht fiir Objekte
einer gegebenen Gesamtheit, z. B. fir Zahlen), so daff durch Finsetzen eines ent-
sprechenden konkreten Objekts zo der Gesamtheit fir die Variable z eine (wahre oder
falsche) Aussage A(xq) entsteht, so heift dieser Satz eine Aussageform mit der Aus-
sagevariablen z.

Aussageformen konnen auch mehrere Aussagevariable enthalten.

Eine Aussageform selbst ist keine Aussage, — erst durch Belegung aller darin auftre-
tenden Aussagevariablen mit konkreten Objekten entsteht eine (wahre oder falsche)
Aussage.

Beispiel 1.4 Die Aussageform ,z ist ohne Rest durch y teilbar” enthdlt die beiden
Aussagevariablen z und y, die jeweils fiir eine ganze Zahl stehen. Durch Belegung von
z mit der konkreten Zahl 8 und von y mit 2 oder 3 entsteht die wahre Aussage ,8 ist
durch 2 teilbar® bzw. die falsche Aussage , 8 ist durch 3 teilbar”.

Neben der Belegung von Aussagevariablen mit konkreten Objekten gibt es zwei weitere Moglichkeiten,
aus einer Aussageform eine Aussage abzuleiten.
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1.2.2 (Existenz- und All-Aussage)
Fiir eine Aussageform A(z) werden die beiden folgenden Aussagen betrachtet:

o Existenz-Aussage 3x A(x): ,Es gibt ein z (aus einer Gesamtheit), so daff
A(z) wahr ist.“

o All-Aussage Vx A(x): ,Fir alle z (aus einer Gesamtheit) ist A(z) wahr. “

Beispiel 1.5 Die Aussagevariable z stehe fiir eine Aktie des Aktienindex DAX,
und A(z) sei die Aussageform , Wenn der DAX-Wert steigt, steigt der Kurs von z“
Die Anwendung der Operationen V¥ und 3 auf die Aussageform A(z) ergibt:

Vz A(z): »Wenn der DAX-Wert steigt, steigt der Kurs aller Aktien des DAX.“
Iz A(z) : »Wenn der DAX-Wert steigt, steigt der Kurs (mindestens) einer
der Aktien des DAX.“

Die Verneinung von Existenz- und All-Aussagen im tédglichen Sprachgebrauch fiihrt
haufig zu Mehrdeutigkeiten. So wird vielfach an Stelle der Verneinung ,nicht fir alle
z gilt A(z)“ die falsche Formulierung fir kein z gilt A(z)“ verwendet. Die korrekte
Verneinung wird zunédchst an einem Beispiel erliutert:

Beispiel 1.6 Die Variable z stehe fiir eine Firma des Unternehmens WIRTSCHAF'T,
und A(z) sei die Aussageform ,Die Firma x erzielt im Bilanzjahr einen Gewinn*.

Vz A(z) : LAlle Firmen erzielen im Bilanzjahr einen Gewinn.“
Iz Az :) »(Mindestens) eine Firma x erzielt im Bilanzjehr einen Gewinn.“
-Vz A(z): »(Mindestens) eine Firma z erzielt im Bilanzjohr keinen Gewinn. “

< ,Es gibt eine Firma z, so daff die Negation von A(z) zutrifft.“

-3z A(z) : Keine der Firmen erzielt im Bilanzjehr Gewinn.

“«

& L Fir alle Firmen z trifft die Negation von A(z) zu.

Die Verneinung von ,alle Firmen erzielen Gewinn“ ist also nicht ,alle Firmen erzielen keinen
Gewinn®, - dies ist vielmehr die Verneinung von ,(mindestens) eine der Firmen erzielt Gewinn®.
Zur Vermeidung derartiger miverstindlicher Formulierungen konnen die folgenden offensichtlichen
Verneinungsregeln angewandt werden.

1.2.3 (Negation von Existenz- und All-Aussagen)
Die Negation einer mit den Symbolen 3 und V gebildeten Aussage kann logisch gleich-
wertig durch formales Vertauschen der Symbole 3 und V gebildet werden:

-3z A(z)) & Vz -A(z)

- (Vz A(z)) & 3z -A(x) (14)
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1.3 Logisches Schlieflen

Es werden nun formale Aussagenverbindungen untersucht, die mit Hilfe der eingefiihr-

ten logischen Operationen erzeugt wurden; hierbei bedeuten A, B, C,... Symbole fiir
Aussagen.

Beispiel 1.7 Werden in die formale Aussagenverbindung A = (B V —B) irgendwelche
konkrete Aussagen A und B eingesetzt, so ergibt sich stets eine wahre Aussage, un-
abhiingig von den Wahrheitswerten von A und B.?2 Denn die Konklusion B vV —B
des Schlusses A = (B V —B) ist stets wahr, und folglich ist der gesamte Schluf wahr.
Formal ergibt sich dies auch mit Hilfe einer Tabelle der Wahrheitswerte:

{ A|B|-B|Bv-B|A= (BV-B)]
W

Wil F A w
WI|F || W w W
FIWI| F A "
FIF | W W i

1.3.1 (Tautologie) Eine formale Aussagenverbindung heifft Tautologie®, wenn sie
- unabhdngig vom Wahrheitswert der verbundenen Einzelaussagen - den Wahrheits-
wert W besitzt.

Bei einer Tautologie kann demnach generell auf die inhaltliche Priifung der beteilig-
ten einzelnen Aussagen verzichtet werden. Tautologien sind daher zuldssige logische
Schluflweisen.

Neben der wenig sinnvollen Tautologie des Beispiels 1.7 stellen die folgenden die ele-
mentaren Bausteine des logischen Schlieflens dar.*

Abtrennungsregel®: AN(A= B) = B
Kettenschlufl: A=B)A(B=C) = A=>C
Kontraposition: A= B & —-B= A
Indirekter Beweis: AN (~B = 0A) = B (1.5)
De Morgansche Gesetze: —(A A B) & AV -B

~(AV B) & ~AA-B

Anwendung der Tautologien:

1.3.2 (Direkte Beweisfiithrung fiir A => B) Ist die Aussage A wahr und ist der
Schiup von A auf die Aussage B korrekt, so ist auch B eine wahre Aussage.

2Ein volkstiimliches Beispiel hierfiir ist die Aussage ,, Wenn der Hahn kriht auf dem Mist, dndert
sich das Wetter, oder es bleibt wie es tst*.

3auch Syllogismus oder Pleonasmus

4Zur Herleitung vgl. Aufgabe 1.2

Sauch ,,modus ponens“
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Beweis: Sind A und A = B wahre Aussagen, so ist C = AA(A = B) und damit die
linke Seite der Abtrennungsregel eine wahre Aussage. Da aber die Implikation C = B
als Tautologie insgesamt wahr ist, kann bei wahrer Pramisse C' die Konklusion B nicht
falsch sein. ]

Beispiel 1.8 Zu einer gegebenen natiirlichen Zahl n werden die Aussagen A = 6 st
ein Teiler von n“und B = 6 ist ein Teiler von 2n“ betrachtet. Dann ist der Schluf}
A = B eine wahre Aussage. Ist dann n tatséchlich durch 6 teilbar (A ist wahr), so ist
2n durch 6 teilbar (B ist wahr).

Der direkte Beweis ist die Grundlage des — direkten — logischen Schlieflens. Zusammen
mit dem Kettenschluf§ 148t sich hieraus eine beliebig lange Schlufkette aufbauen:

ALA (AL = A A (Ap = A AL A (Ao = An) = Ay (1.6)

Eine solche SchluBlkette ist eine Aufeinanderfolge wahrer Aussagen, wobei jedes Glied
der Folge die Wahrheit seines Vorgédngers verwendet: aus einer wahren Anfangsaussage
A; wird mittels korrekter Schliisse Schritt fiir Schritt die Wahrheit einer Endaussage
A,, konstruiert. In diesem Sinne ist ein direkter Beweis konstruktiv.

Hierbei ist darauf zu achten, da die Anfangsaussage der Kette eine wahre
Aussage ist!

Ein hiufig anzutreffender Fehler beim Nachweis der Wahrheit einer Aussage A, besteht
darin, daB8 A; erst einmal als wahr angenommen und aus dieser Annahme iiber eine
Kette (1.6) korrekter Schliisse eine wahre Aussage A, abgeleitet wird. Hieraus [t sich
nicht allgemein auf die Wahrheit von A; schlieflen.

Beispiel 1.9

1 1 1 1
= =0“ = =% A, = —_ =]«
Al ”1 0 » A2 » (2 2) ) 3 » (4 4)

Aus der Annahme, dafl A; wahr ist, ergibt sich iiber die korrekten Schliisse A; = A;
(Subtraktion von 1/2 auf beiden Seiten einer Gleichung) und A; = Az (Quadrieren
beider Seiten einer Gleichung) die wahre Aussage As;.

Um die Wahrheit von A; nachzuweisen, muf} vielmehr von der wahren Aussage A3 ausgegangen und
durch die Umbkehrschliisse (A3 = A42) und (A4, = A;) auf die Wahrheit von A; geschlossen werden.
Dies ist aber hier nicht méglich, da der Schluf von Az auf A; nicht korrekt ist.

1.3.3 (Kontraposition) Der Schluf A = B und seine Kontraposition =B = —A
haben den gleichen Wahrheitswert.

Oftmals gelingt der Nachweis, daB =B = ~A wahr bzw. falsch ist, einfacher als fiir
den urspriinglichen Schluf8 A = B, — dies ist aber logisch dquivalent. Das ist vor allem
bei indirekten Formulierungen zu beachten.

61st n nicht durch 6 teilbar, dann ist A = B automatisch wahr, da die Pramisse A falsch ist.
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Beispiel 1.10 Statt der Aussage , Veranstaltungen im Freien finden nur bei giinstigem
Wetter statt“ (A = B) kann auch die logisch gleichwertige Formulierung ,Bei ungiin-
stigem Wetter finden die Veranstaltungen nicht im Freien statt“ (~B = —A) verwendet

werden, nicht aber ,Bei ginstigem Wetter finden die Veranstaltungen im Freien statt”
{(B=A).

1.3.4 (Indirekter Beweis fiir die Wahrheit einer Aussage B)
A sei eine wahre Aussage. Lafst sich dann aus der Annahme, die Aussage B sei falsch
(also =B wahr ), nachweisen, daf ~A wahr ist, so ist B eine wahre Aussage.

Beweis: Sind A und der Schlul -B = -A wahr, so ist die linke Seite
C = A A (—B = —A) der Tautologie ,indirekter Beweis“ wahr. Da C' = B als Tauto-
logie insgesamt wahr ist, kann B nicht falsch sein. a

Beispiel 1.11 Von einem Buch sei bekannt, dafl es Druckfehler enthélt (Aussage A).
Es ist nachzuweisen, dafl das erste Kapitel fehlerhaft ist (Aussage B). Nimmt man das
erste Kapitel als fehlerfrei an (—B ist wahr) und findet dann im Rest des Buches keine
Fehler, so miiite — im Widerspruch zu A - das gesamte Buch fehlerfrei sein (—A).
Also ist das erste Kapitel fehlerhaft.

Indirekte Beweise lassen sich oft durch einen direkten Beweis ersetzen. So stellt sich die Wahrheit der
Aussage B im Beispiel 1.11 unmittelbar durch das Auffinden eines Fehlers im ersten Kapitel heraus.
Ein klassisches Beispiel fiir die Notwendigkeit eines indirekten Beweises ist der im folgenden gefiihrte
Nachweis dafiir, daf die Quadratwurzel aus der Zah! 2 keine rationale Zahl ist.

Beispiel 1.12 (Nachweis von B = ,,+/2 ist keine rationale Zahl*)

Hierfiir wird die Tatsache verwendet, daf sich jeder Bruch aus zwei ganzen Zahlen so
lange kiirzen 148t, bis Zahler und Nenner teilerfremd sind, also bis auf 1 und —1 keine
gemeinsamen Teiler haben.

Annahme, B sei falsch & /2 ist eine rationale Zahl p/q.“

Kiirzen von p/q = A = ,Die Zahlen p und ¢ sind teilerfremd.“ 7
Quadrieren von 2 = p/q = A, =,2¢® =p>.“

A, = Ay =2 ist ein Teiler von p?.“

Ay = Ay =,2 ist ein Teiler von p.“®

Az = A, = ,p=2s fiir eine geeignete ganze Zahl s.“
A; und A4, = As = ,2¢° = 45%.¢

Kiirzen von As = Ag=,0° =2s2"

As = A7 = ,2 ist ein Teiler von ¢.“

Az und A, = A ist falsch, denn 2 ist ein Teiler von p und q.

Die SchluBikette =B = A = A}, = Ay = Az = Ay = A5 = Ag = A7 = A fiihrt auf
den Widerspruch, dafi A wahr und falsch zugleich ist, und damit ist B wahr. O

TFiir diese Aussage 4 wird der Widerspruch A A —A konstruiert.
8Vgl. Aufgabe 1.4
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1.4 Mengen und Elemente

Fiir die Anwendung mathematischer Methoden ist ein geregelter Umgang mit Mengen
von groflem Vorteil. Eigenschaften von Objekten, Beziehungen zwischen Strukturen
und komplexe Zusammenhinge lassen sich in der Sprache der Mengen wesentlich ratio-
neller darstellen als es in der Umgangssprache méglich ist.

In der Mengenlehre werden der Mengenbegriff und die Beziehung zwischen Mengen und
Elementen ohne eine weitere Erklirung als gegeben vorausgesetzt.

1.4.1 (Mengen und Elemente) Eine Menge M ist die Zusammenfassung von
bestimmten (realen oder begrifflichen) ,Objekten® zu einem Ganzen; die Objekte m
der Menge M heiflen deren Elemente (Symbol: m € M).°

Ist M eine Menge und m ein Element (irgendeiner) Menge, so ist (m € M) eine Aus-
sage und damit entweder wahr oder falsch.
Ist diese Aussage falsch, so ist m kein Element von M (Symbol: m ¢ M).

Die Zweiwertigkeit der Logik bedeutet, angewandt auf die Aussage (m € M):
Ist M eine Menge und m ein Element irgendeiner Menge, so ist entweder m ein Ele-
ment von M oder kein Element von M.

Mengen konnen auf unterschiedliche Weise, etwa durch die Charakterisierung ihrer
Elemente mittels Tezt oder Formeln oder manchmal auch durch konkrete Angabe ihrer
Elemente in einer Aufzdhlung beschrieben werden; hierbei kommt es auf die Reihenfolge
nicht an.

Beispiel 1.13

M = Menge der Einwohner der Stadt NN
M = Menge der ersten 10 natiirlichen Zahlen
= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}={10,9,8,7,6,3,4,5,1,2} ={10,8,5,7,1,2,4,6,9,3}
N = Menge der natiirlichen Zahlen ={1,2,3,...}
(Eine Aufzidhlung ist nur unvollstindig moglich, da N unendlich viele Elemente enthilt.)
P = Menge der rationalen Zahlen (endliche oder periodische Dezimalbriiche)
R = Menge der reellen Zahlen (alle Dezimalbriiche)

1.4.2 (Teilmenge) FEine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes
Element von A zugleich auch Flement von B ist (Symbol: A C B).
A C B bedeutet: Fiir alle a € A ist ((a €EA)=(a€ B)) eine wahre Aussage.

Eine Teilmenge A von B heifit echte Teilmenge von B, wenn B Elemente enthilt,
die nicht zugleich Elemente von A sind (Symbol: A G B).

9Hierdurch werden die Begriffe Menge und Element nicht erklirt, sondern lediglich mit den -
ebenfalls nicht erklirten — Begriffen ,,Gesamtheit®“ und ,,Objekt" umschrieben.
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Eine Teilmenge einer Menge M kann dadurch gebildet werden, daff alle Elemente von M mit einer
gewissen Eigenschaft zusammengefafit werden.

1.4.3 (Bildung von Teilmengen durch eine charakterisierende Eigenschaft)
FEine Eigenschaft A fir die Elemente m einer Menge M ist durch eine Aussage-
form A(m) mit m € M gegeben:

Hierbei hat ein konkretes Element my von M die Eigenschaft A, wenn die konkrete
Aussage A(myg) wahr ist.

o Die Menge aller Elemente m von M, fir die A(m) wahr ist, bildet dann die
Teilmenge M, aller Elemente von M mit der Figenschaft A
(Symbol: My ={me M : A(m)}).

Beispiel 1.14 Die Aussageform A(m) = ,m ist Quadratzahl® charakterisiert in der
Menge M = {m € N : m < 16} die Teilmenge M4 = {m € M : A(m) ist wahr } =
{1,4,9,16}.

Abb. 1.1: ,Quadratzahl® als
charakterisierende  Eigenschaft
einer Teilmenge

12 13 14 15

Die folgende naheliegende Erklarung der Gleichheit zweier Mengen zeigt zugleich eine praktische
Mboglichkeit auf, wie zwei Mengen konkret auf Gleichheit iiberpriift werden kénnen.

1.4.4 (Gleichheit von Mengen) Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn sie
die gleichen Elemente enthalten (Symbol: A = B).
A = B ist gleichbedeutend damit, daff A C B und B C A zugleich gelten.

Niitzlich sind auch solche Mengen, die keine Elemente enthalten. So ist zum Beispiel durch die Aus-
sageform A(n) = ,n = n + 1“ diejenige Teilmenge der Menge aller natiirlichen Zahlen n erklirt, fiir
welche A(n) wahr ist. Diese Menge enthilt aber keine einzige natiirliche Zahl.

Merkwiirdig ist nun, daf} alle Mengen ohne Elemente untereinander gleich sind, wie sich allein mit
Hilfe der logischen Regeln zeigen 148t. Daher ist es verniinftig, von der leeren Menge zu sprechen.

1.4.5 (Leere Menge) Alle Mengen, die keine Elemente enthalten, bilden ein und
dieselbe Menge, die sogenannte leere Menge (Symbol 0).
Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge M.

Beweis: Nach 1.4.4 ist zu zeigen, da8 fiir je zwei Mengen X und Y, die beide keine
Elemente enthalten, sowohl X C Y als auch Y C X gilt.

Die Beziehung X C Y bedeutet, da (z € X) = (z € Y) fiir jedes z € X wahr ist. Nun
ist aber x € X fiir kein Element z wahr, damit ist die Pramisse des Schlusses falsch,
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und folglich ist der gesamte Schluff wahr. Durch Vertauschung der Bedeutung von X
und Y folgt entsprechend ¥ C X. Die Mengen X und Y sind daher untereinander
gleich, und es kann fiir beide ein und dasselbe Symbol @ verwendet werden.

Mit dem gleichen Argument kann nun auch § C M fiir eine beliebige Menge M gezeigt
werden:

Der Schlul (z € 0) = (z € M) ist generell wahr, da die Pramisse fir jedes Element
falsch ist. 0O

1.4.6 (Spezielle Mengen reeller Zahlen) (fir reelle Zahlen a und b mit a < b):

[a, ] = {zeR:a<z<b} (abgeschlossenes Intervall)

(a,b) = {reR:a<z<b} (offenes Intervall)

(a,b] = {zeR:a<z<b} (nach links halboffenes Intervall)
(a,b) = {z€R:a<z<b} (nach rechts halboffenes Intervall)
(—o00,a] = {zeR:z<a} (nach links halboffener Strahl)

[a, 00) = {zeR:z>a} (nach rechts halboffener Strahl)
(—o0,0) = R (Menge aller reellen Zahlen)

usw.

1.5 Operationen mit Mengen

Die Operationen mit Mengen konnen auf die vier Grundoperationen Durchschnitt,
Vereinigung, Differenz und Produkt zuriickgefiihrt werden.

1.5.1 (Durchschnitt A N B) Der Durchschnitt zweier Mengen A und B
besteht aus denjenigen Elementen, die sowohl A als auch B angehdren.

ANB={x:(x € A)A(xz € B)}

1.5.2 (Vereinigung A U B) Die Vereinigung zweier Mengen A und B besteht
aus denjenigen Elementen, die A oder B angehiren.

AUB={z:(x € A)V (z € B)}

1.5.3 (Differenz A \ B) Die Differenz zweier Mengen A und B besteht aus den-
jenigen Elementen, die A, aber nicht B angehdren.

A\B={z:(x€ A)A(z € B)}

1.5.4 (Symmetrische Differenz)
Die Menge {z: ((x € A)A(z & B))V ((z € A) A (z € B))} aller derjenigen Elemente,
die entweder A oder B angehdren, hat die Darstellung

(A\B)U(B\ A).
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AUB

Abb. 1.2: Mengenoperationen mit zwei Kreisscheiben A und B

1.5.5 (Komplementirmenge a~ beziiglich einer festen Grundmenge X)
Ist X eine festgelegte Menge und A eine Teilmenge von X, so ist die Komplementdr-
menge von A beziiglich X die Menge aller derjenigen Elemente von X, die der
Teilmenge A nicht angehéren.'”

A =dA=Xx\4

In der Abbildung 1.3 ist die Grundmenge X ein Quadrat mit Berandung und A ein darin liegender
Kreis ohne Berandung. Die Komplementirmenge A besteht aus dem Rand des Kreises und allen
Punkten des Quadrats aulerhalb des Kreises.

X

Abb. 1.3: Komplementirmenge einer
Kreisscheibe beziiglich eines Quadrats

Beispiel 1.15 (Komplementirmenge beziiglich der Menge X = R)

[a,b] = (—00,a) U (b,0), (a,b) = (—o0,a] U[b,co) (a,breelle Zahlen mit a < b)

A und B seien beliebige Mengen. Die nachfolgend aufgefiihrten Gesetze folgen unmittelbar aus den
logischen Regeln (1.3).

1.5.6 (Assoziative Gesetze)
AN(BNC)=(AnB)NC AU(BUC)=(AuB)UC (1.7

Auf Grund der assoziativen Gesetze konnen Durchschnitte und Vereinigungen von be-
liebig vielen Mengen gebildet und dabei Klammern nach Belieben gesetzt und damit
zur Vereinfachung auch weggelassen werden, ohne daf sich dabei das Ergebnis dndert.
So kann beispielsweise fiir (AN B)N(CND) = AN ((B ne)N D) auch ANBNCND

geschrieben werden.

10Steht die Grundmenge X von vornherein fest, kann in A" das Zeichen X weggelassen werden.
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1.5.7 (Kommutative Gesetze)
ANB=BnNA AUB=BUA (1.8)
1.5.8 (Distributive Gesetze)

(ANnB)UC = (AUC)N(BUCQC)
ANn(BuC) = (ANB)U(ANC)
(1.9)
(AuUB)NC = (AnC)u(BNO)
Au(BNC) = (AUB)N(AUC)
Hierin gehen die Formeln der zweiten Gruppe aus denen der ersten Gruppe durch Vertauschen der
Operationen N und U hervor.

1.5.9 (Gesetze fiir Teilmengen) A und B seien Teilmengen einer festgelegten
Grundmenge X. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

AuX = X AUA = X
ANX = A ANA = 9 (1.10
AUupd = A A = A 10)
ANO =0 A\B = ANB

ANB=AUB AUB=ANB (De Morgan) (1.11)

Die Formeln von De Morgan gehen unmittelbar aus den gleichnamigen logischen
Tautologien (1.5) hervor:

z€ANB & ~((z€ A)A(z € B))

(z¢A)V(z¢B) & z€(AUB)
z€ AUB & -((z€ A)V(z € B)) ANB

(zg ANz ¢B) & ze( )

Bisher spielte die Reihenfolge der Elemente in einer Menge keine Rolle, — alle Elemente
sind hierin gleichberechtigt. Eine Reihenfolge zwischen den Elementen wird erst durch
die Einfiithrung geordneter Paare (a,b) von Elementen moglich: hierin ist a das erste
und b das zweite Element.

o4
&

1.5.10 (Produkt A X B) Fir zwei Mengen A und B heifit die Menge aller
geordneten Paare (a,b) von Elementen, wobei a ein Element der Menge A und
b ein Element der Menge B ist, (kartesisches) Produkt AxB von A und B.

Ax B={(a,b):(ac A) A (be B)}

Fiir A x A wird auch das Symbol A? verwendet.!!

1 Fiir drei Faktoren wird statt (A x B) x C kurz A x B x C und fiir das Element ((a, b),c) kurz
(a, b, c) geschrieben. Entsprechend bezeichnet das Symbol A3 die Produktmenge A x 4 x A.
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Die Produktmenge A x B kann symbolisch in einem kartesischen Koordinatensystem
dargestellt werden:

Wird der erste Faktor A auf der horizontalen Achse und der zweite Faktor B auf der
vertikalen Achse ,abgetragen”, so werden die Elemente (g, b) des Produkts A x B durch
diejenigen Punkte der Ebene symbolisiert, deren , horizontale Koordinate“ der Menge
A und deren ,vertikale Koordinate* der Menge B angehoren.

Beispiel 1.16 Das Produkt R? = R x R kann als Menge aller Zahlenpaare (Punkte)
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem aufgefafit werden.

In der Abbildung 1.4 sind die Produkte A x B zweier abgeschlossener Intervalle sowie
einer endlichen Menge mit einem offenen Intervall dargestellt. Im ersten Fall ist das
Produkt ein Rechteck (einschliefllich Berandung) und im zweiten Fall eine aus drei
vertikalen offenen Strecken bestehende Menge.

AxB Ax B
2 2
B=0,3 B =(1,2) I I I
1 1
A=[L4 A={2,3,4)
1 2 3 4 2 3 4

Abb. 1.4: Produkt zweier Mengen

Beispiel 1.17 A = {a;,02,...,0,} und B = {b;,bs,..., by} seien zwei Mengen von
m bzw. n Elementen.

Das Produkt A x B besteht dann aus den m x n Paaren (a;,b;) fir i = 1,...,m
und j = 1,...,n. Diese konnen in einer zweidimensionalen Liste (Tabelle, Matrix)
angeordnet werden:

(a1, 1) (a1,b2) ... (a1,bn)

(az,b1) (a2,82) ... (a2,bs)

mby) (@msbs) .. (amsbn)
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1.6 Induktiver Aufbau der Menge der natiirlichen
Zahlen

Beim Umgang mit natiirlichen Zahlen treten hiufig ,Abschnitte“ der Menge N der
natiirlichen Zahlen von folgender Form auf:

e_______e_______e..........e.-._-.-
1 2 3 k-1 k k+1 k+2 k+3

Ny={neN:n>k}={kk+1,k+2...}

Ein solcher Abschnitt besitzt folgende Eigenschaften:
(1) k ist die kleinste Zahl der Menge N.

(2) Ist n irgendeine Zahl von N, so enthilt N; auch die Nachfolgerzahl n + 1:
(TI. € Nk) = (n+1 € Nk)

Es gilt aber auch das Umgekehrte: Eine Menge natiirlicher Zahlen mit den beiden
Eigenschaften (1) und (2) ist gerade der Abschnitt N aller Nachfolgerzahlen von k,
einschlieilich k.

1.6.1 (Induktionsgesetz fiir die Menge der natiirlichen Zahlen)

Enthilt eine Menge M wvon natiirlichen Zahlen eine kleinste Zahl k und mit
jeder Zahl n auch deren Nachfolger n + 1, so stimmt die Menge M mit der
Menge Ny, aller natirlichen Zahlen iberein, die grifier oder gleich k sind.

Das Induktionsgesetz findet vielfaltige Anwendungen dort, wo Begriffe oder Aussagen
mit einer natiirlichen Zahl als Parameter auftreten.

1.6.2 (Induktive Definition) Fir die Erklirung aller Glieder einer unendlichen
Folge (ak, @k+1, Qk+2, - - ) von Elementen einer Menge — zum Beispiel von Zahlen oder
Aussagen - geniigt es, das erste Element a; anzugeben sowie eine Vorschrift,
wie aus einem beliebigen bereits bekannten Element a, der Folge das nachfolgende
Element a, 1 bestimmt werden kann.

Beweis: AufGrund des Induktionsgesetzes stimmt die Menge derjenigen natiirlichen
Zahlen 1, fiir welche das Element a; erklart ist, mit der Menge {k,k + 1,...} iiberein.
Damit ist die gesamte Folge erklart. |

Beispiel 1.18 (Fakultdt) Die induktive Definition fir das Produkt 1 -2 ... n
der ersten n natiirlichen Zahlen (Symbol n!, gelesen ,n Fakultdt“) lautet:
e 1! = 1 (Erklirung fiir das erste Element)

e (n+ 1)! = n!(n + 1) (Induktive Erklirung fiir das (n + 1)-te Element)!?

120ft ist es zweckmifBig, die Zahl 0 zu den natiirlichen Zahlen hinzuzunehmen. Dann wird 0! = 1
gesetzt. Dies ist auch die einzig sinnvolle Festsetzung, denn soll (n + 1)! = n!(n + 1) auch fiir n = 0
gelten, so mufl 0! wegen 1! = (0 + 1)! = 0! - 1! den Wert 1 haben.
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Beispiel 1.19 (Summensymbol) Fiir eine Zahlenfolge (ax, ak+1, ak+2, - - -) lautet die
induktive Definition der Summe

k+n
Sn=ak+ak+1+ak+2+...+ak+n=2a,— (n=0,1,2,...):
i=k

S0 = @r; Sn41 = Sn + Gkins1

Beispiel 1.20 (Zinseszinsformel) Ein Anfangskapital K werde jahrlich mit einem
Zinssatz p verzinst. Die dabei anfallenden Zinsen sollen jeweils nach der Verzinsung dem
Kapital hinzugefiigt werden. Die induktive Definition fiir das nach n-maliger Verzinsung
aufgelaufene Kapital K, lautet:

K0=K; anKn_1(1+p) fiir n=1,2,...

Die Aussage A, = (n! > 2") ist fiir die Anfangszahl n = 4 und fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4 wahr.
Fiir den Nachweis der Giiltigkeit von A, und weiterer derartiger Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen
n oberhalb einer gewissen Anfangszahl kann das Induktionsgesetz verwendet werden.

1.6.3 (Induktiver Beweis) Es sei A, eine von einer natirlichen Zahl n abhingende
Aussageform, zum Beispiel eine Gleichung oder Ungleichung, welche n als Parameter
enthdlt. Dabei seien die folgenden beiden Bedingungen erfillt:

(1) Fir eine Anfangszahl k ist die Aussage Ay wahr. (Induktionsanfang)

(2) Fir jede natirliche Zahl n > k folgt aus der Annahme, A, sei wahr, daf auch
A,y wahr ist. (Schluf von n auf n + 1)

Dann sind alle Aussagen A, fir n > k wahr.

Beweis: Aufgrund des Induktionsgesetzes enthilt die Menge M derjenigen
natiirlichen Zahlen n, fiir die A, wahr ist, die Zahl £ und mit jeder Zahl n auch deren
Nachfolger. Folglich enthilt die Menge M alle natiirlichen Zahlen n > k. O

Beispiel 1.21 Ein Kapital, das jahrlich um 10% des Startwertes Ky zunimmt, bildet
eine linear wachsende Folge L, mit L, = Ko (1+ &), n = 0,1,2,... Wird dagegen
das Kapital jahrlich um 5% des aktuellen Wertes erhoht, so entsteht die exponentiell
wachsende Kapitalfolge K, = Ko (1+ 135)", n=0,1,2,...
Firl < n < 26 ist L, > K,. Es wird nun induktiv gezeigt, dal ab n = 27 die
Ungleichung K, > L, gilt.!?
Induktionsanfang: Fiir die Anfangszahl k = 27 ist Ly = 3,7 < K = 3,73.
Schluf von n auf n + 1: Die Ungleichung Ko (1 + 1g—o)n > Ko(1+ §) sei fiir irgendeine
Zahl n > 27 erfiillt. Dann gilt:

) 5 5 n

5 )n+1=(1+—)"(1+—-)>(1+£)(1+i)=(1+ﬁ)+—(1+ﬁ)

1+ 155 100 100 1'% * 100 10’ T 100

13Der Wert von Kj > 0 ist hierfiir unerheblich, so dal Ko = 1 angenommen werden darf.
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1

16> also insbesondere

Hierin ist der letzte Summand 25(1 + 2) fiir n > 10 gréer als
fiir alle n > 27. Daher gilt:

5 n 1 n+1
)¢ = (1 Y _3\n+l >1 s — =1 P
ni1 = (14 100) T Tt T e
Damit ist der Schlufl von n auf n + 1 korrekt. ]
Ln,Kn n
TKo ,,. Kn=K0<1+15m)
5Ko - = K, (1 + 1%)

3K,

Ko 4

n

Abb. 1.5: Groflenvergleich zwischen linearem und
exponentiellem Wachstum durch induktiven Beweis

Beispiel 1.22 Ist der Schluff von n auf n + 1 korrekt, so folgt aus der Wahrheit von
A,, die Wahrheit von A, ,,. Gibt es aber keine erste Zahl k, fiir welche A, wahr ist,
so hat der zweite Teil des induktiven Beweises keinen Sinn. Dies liegt daran, dafl das
zugrundeliegende Induktionsgesetz 1.6.1 eine solche kleinste Zahl zwingend erfordert.
So kann z. B. fiir die falsche Aussage A, = ,n = n + 1“ der Schluffi von n auf n + 1
problemlos durchgefiihrt werden, wihrend es keine Anfangszahl k gibt, fiir welche Ay
eine wahre Aussage ist.

1.7 Abbildungen

Durch einen funktionalen Zusammenhang f zwischen zwei Mengen A und B werden
gewissen Elementen a der Menge A gewisse Elemente b der Menge B zugeordnet.

Beispiel 1.23

(1) A= S = Menge der Studenten der Universitdit NN (wihrend eines bestimmten
Semesters)

(a} B; = Buchbestand der Bibliotheken der Universitit NN
Zuordnung fi: Vom Studenten a € A (innerhalb des Semesters) ausgeliehene
Biicher
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(b) B, = N = Menge der natiirlichen Zahlen
Zuordnung f,: Korpergrofie des Studenten ¢ € 4 (in cm)
(C) B3 =N
Zuordnung f;: Immatrikulationsnummer des Studenten a € A

(2) A=R, B=[0,00)
Zuordnung f: Der reellen Zah! z wird ihr absoluter Betrag |z| zugeordnet

(3) A=(-%,00), B=R
Zuordnung f: Der Zahl z wird die Zahl In(3z + 4) zugeordnet

Eine derartige Zuordnung f kann durch Angabe aller Paare (a,b), fiir die das Element
b € B dem Element a € A zugeordnet ist, realisiert werden, und sie ist demnach eine
Teilmenge des Produkts A x B.

Diese Teilmenge kann zum Beispiel beschrieben werden

e durch Angabe einer Liste aller Paare (a,b) zusammengehériger Elemente,

e mit Hilfe von Pfeilen, welche die Zuordnung elementweise angeben
(Symbol: f:am—b),

e durch eine Formel (Rechenvorschrift, Beispiele (2) und (3)).

1.7.1 (Abbildung als Teilmenge von A X B) FEine Abbildung f aus einer
Menge A in eine Menge B ist eine Teilmenge des Produkts A x B. Diese Men-
ge heifit auch Graph von f. Eine Abbildung f kann als eine Zuordnung zwischen
(gewissen) Elementen von A und (gewissen) Elementen von B interpretiert werden.!*

In der Abbildung 1.6 sind die Lieferbeziehungen zwischen einer Menge Z = {21, 23, 23, 24} von Zuliefe-
rern und einer Menge P = {p1,p2,ps,ps,ps} von Produzenten als Abbildung dargestellt, links durch
elementweise Zuordnung und rechts durch den Graphen als Teilmenge des Produkts Z x P.

. 25 O ....... A ....... . ....... .
24 D4 P4 O O e e
23 rP3 P3 H o ©o o o
Z2 ~ P2 P2 e O O ©
k2 n P14 e 0 © o

T T T T

Zy 22 23 24

Abb. 1.6: Darstellung einer Abbildung durch elementweise
Zuordnung und durch den Graphen

14 f heifit auch Funktion, wenn A und B Mengen reeller Zahlen sind.
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1.7.2 (Bezeichnungen fiir eine Abbildung f aus A in B)

o Ist (a,b) € f, so heift a (ein) Urbild von b, und b heifit (ein) Bild von a
(bzgl. der Abbildung f).

e Die Menge aller Elemente von A, die ein Bild besitzen, heifit Definitions-
bereich oder Urbildbereich der Abbildung f (Symbol: db(f)), und die Menge
aller Elemente von B, die ein Urbild besitzen, heifit Wertebereich oder Bild-
bereich von f (Symbol: wb(f)).

o Ist der Definitionsbereich die gesamte Menge A, so heifit f eine Abbildung von A
in B, und ist der Wertebereich die gesamte Menge B, so heifit f eine Abbildung
aus A auf B.

o Ist f auf der gesamten Menge A definiert und besteht das Bild jedes Elements von
A nur aus einem einzigen Element b, so heifit f eine eindeutige Abbildung
von A in B.

(Symbole: b = f(a) fir die elementweise Zuordnung und f : A — B fiir die
gesamte Abbildung)

1.7.3 (Umkehrbar eindeutige Abbildung, Umkehrabbildung)

Eine eindeutige Abbildung f : A - B von A auf die gesamte Menge B heifit umkehr-
bar eindeutig, wenn jedes Element von B Bild eines eindeutig bestimmten Elements
von A ist. Dies bedeutet, defS fiir jedes Element b € B die Beziehung b = f(a)
eindeutig nach a ,aufgeldost” werden kann.

Wird fiir eine solche Abbildung zu gegebenem b € B das eindeutig

bestimmte Urbild mit f~1(b) bezeichnet, so ist hierdurch eine ein- f
deutige Abbildung f~! : B — A von B auf A erklirt, die =
Umkehrabbildung oder auch inverse Abbildung.

Fiir jedes Element a € A fiihrt die Anwendung von f~! auf das Bild f(a) zum Aus-
gangselement a zurick, und entsprechend fihrt fir jedes Element b € B die Anwendung
von f auf f~1(b) zum Ausgangselement b zuriick, also:

F Y (f(a) =a und f(f7Y(b))=1b firalea€c A, bE B (1.12)

Zu den Beispielen 1.23:

(1a) db(f) C A = Menge aller Studenten, die wihrend des Semesters ein Buch ausleihen;
wb(f) C B = Menge aller Biicher, die wihrend des Semesters an Studenten ausgeliehen
werden.

Die Abbildung f wird im allgemeinen weder eindeutig noch umkehrbar eindeutig sein.

(1b) f ist eine eindeutige Abbildung von A auf die echte Teilmenge wb(f) der Menge der-
jenigen natiirlichen Zahlen, die aus allen hierbei auftretenden Korpergrofien besteht.
f : A — wb(f) ist umkehrbar eindeutig, wenn keine Groéfie mehrfach auftritt.
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(1c) f ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung von A auf die Menge wb(f) der tatsiichlich
auftretenden Immatrikulationsnummern. Die Umkehrabbildung f~! : wb(f)} — A ord-
net jeder Immatrikulationsnummer den zugehérigen Studenten zu.

(2) f ist eine eindeutige Abbildung mit dem Definitionsbereich R und dem Wertebereich
[0,00). Wegen f(z) = f(—z) ist f nicht umkehrbar eindeutig.
Wird der Definitionsbereich jedoch auf (—o0,0] bzw. [0, 00) eingeschrinkt, so entste-
hen zwei umkehrbar eindeutige Abbildungen auf [0,00): z — fi(z) = —z firz < 0
sowie T — fo(z) =z fiir z > 0.
Deren Umkehrfunktionen sind durch f{l(y) = —y baw. fy!(y) = y fiir y € [0, 00)
erklart.

(3) f ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung von (—%, oo) auf R, da sich die Funktions-
e¥—4

gleichung y = f(z) fiir jede reelle Zahl y durch z = f~!(y) = eindeutig nach z

auflésen 148t. Die Umkehrabbildung (Umkehrfunktion) f~! : R — (—%, 0o) ist in der
Abbildung 1.7 rechts dargestellt.

Abb. 1.7: Eindeutigkeit und umkehrbare Eindeutigkeit von Abbildungen
Y
Ak N

Nicht eindeutige Abbildung: Nicht umkehrbar eindeutige Umkehrbar eindeutige Funktion:

(T, y)efeoz+ty’=4 Funktion: y = f(z) = |z| y=flz) = ln(3€ + i)
eV —

z=f"Yy) =

3

Beispiel 1.24 (Umkehrfunktion und gespiegelte Umkehrfunktion)

Die Gesamtkosten k [€] fiir die Herstellung von z [t] eines Produkts seien durch eine
lineare Funktion k = f(z) = az + b gegeben.

Der Parameter a bedeutet hierbei den Preis in € pro t, und mit dem Parameter b sind
die von z unabhingigen Fixkosten bezeichnet. In der Abbildung 1.8 ist die Kosten-
funktion k = f(z) (innere Achsenbezeichnungen) fiir & = 2.000 [€ /t} und & = 1.500
[€] dargestellt.

Werden die vertikal aufgetragenen Kosten als unabhingige Verdnderliche betrachtet,
so kann der gleiche Graph fiir das Ablesen der Umkehrfunktion z = f~!(k) verwendet
werden. Um k in der iiblichen Weise auf der horizontalen Achse ablesen zu konnen, wer-
den die Koordinatenachsen vertauscht (dulere Achsenbezeichnungen). Dem entspricht
geometrisch eine Spiegelung des Koordinatensystems an der (punktierten) Winkel-
halbierenden. Der Punkt P’ = (k, z) ist dabei der Spiegelpunkt von P = (z, k). Hierbei
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geht der Graph der Funktion ¥ = f(z) in den Graphen der (gespiegelten) Umkehrfunk-
tion z = f~1(k) iiber.

Der eingetragene Punkt P und sein Spiegelpunkt P’ stellen den Fall z = 3 [t] und k = 7.500 [ €] dar:
£(3) = 7.500 und f~1(7.500) = 3

4
A b
22T = k) =
a= g =K
p 5 % e
R T T T k
9.000 12.000

Abb. 1.8: Lineare Kostenfunktion und gespiegelte Umkehrfunktion

1.8 Aufgaben zum Kapitel 1
Aufgabe 1.1 (Kontraposition)
Untersuchen Sie den logischen Zusammenhang zwischen den folgenden vier Aussagen:
(a) ,Gute Arbeit wird gut bezahlt.“
(b) ,Schlechte Arbeit wird schlecht bezahlt.“
(c) ,Wer gut bezahlt wird, hat gute Arbeit geleistet.
(d) ,Wer schlecht bezahlt wird, hat schlechte Arbeit geleistet.“

Aufgabe 1.2 (Tautologien)
Zeigen Sie anhand von Tabellen der Wahrheitswerte, daf die Schluiregeln (1.5) Tautologien sind.

Aufgabe 1.3 (Verneinung)
Was bedeuten die Verneinungen der folgenden Aussagen?

(a) ,Alle Produkte der Marke XY sind von guter Qualitit oder sind bei minderer Qualitit im Preis
reduziert. “

(b) ,Alle Zimmer des Hotels NN haben Balkon und Blick zum Meer.“
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Aufgabe 1.4 (Indirekter Beweis)

Beweisen Sie folgende Aussage:

Fiir je zwei natirliche Zahlen n und p ist die Potenz nP dann und nur dann eine gerade Zahl, wenn
n eine gerade Zahl ist.

Aufgabe 1.5 (Mengenoperationen)
Gegeben seien die Grundmenge X = (0,3] C R und deren Teilmengen A = (0,1), B = (%,2),
C=(%,3)und D=1,2].

Beschreiben Sie die Mengen
AN(BUC), AU(BNC), (D\C)NA, (D\C)UA, (C\D)nB, (C\D)uB

sowie deren Komplementirmengen (bzgl. der Grundmenge X) mit Hilfe von Ungleichungen bzw.
Gleichungen; stellen Sie die Mengen als Vereinigungsmengen von Intervallen bzw. Punkten dar.

Aufgabe 1.6 (Mengenoperationen)
Uberpriifen Sie, welche der folgenden Mengenbeziehungen fiir beliebige Mengen gilt; fiihren Sie
gegebenenfalls ein Gegenbeispiel an.

(a) (A\B)UC = (AUC)\B (A\B)UC = A\ (BUC)
(b) (A\B)NC=(ANC)\B (A\B)NC = A\(BNC)
(©) (AxB)U(C xD)=(AUC)x(BUD) (AxB)n(CxD)=(ANC)x(BND)

Aufgabe 1.7 (Mengenoperationen, Formeln von de Morgan)

Es sollen z Einheiten einer Ware P zum Preis p = 2 € pro Einheit und y Einheiten einer Ware Q
zum Preis ¢ = 3 € pro Einheit verkauft werden; dabei sind ¢ und y reelle Zahlen mit 0 < z < 8 und
0 < y < 8. Die Menge aller Verkaufssituationen (z,y) stellt eine Teilmenge M von R x R = R? dar.
Durch drei weitere Bedingungen sind Teilmengen A4;, A; und A; von M definiert:

A; : Der Verkaufserlds betrigt mindestens 12 € .
Az: 2z2+y<16
Az: 2y<8+z

Bestimmen Sie ~ durch Ungleichungen und grafisch - folgende Teilmengen von M (die Bildung der
Komplementirmenge ist hierbei beziiglich der Grundmenge M zu verstehen):
(a) Es gelten alle drei Bedingungen.
(b) Die dritte Bedingung ist erfiillt, aber mindestens eine der ersten beiden Bedingungen ist verletzt.
(c) Die ersten beiden Bedingungen sind verletzt.
(d) A1n(A2\ As)
Aufgabe 1.8 (Induktionsprinzip)

(a) Beweisen Sie induktiv die Formeln (6.7) und (6.10) fiir die Summe einer arithmetischen bzw.
geometrischen Folge.

(b) Logarithmisches Wachstum ist schwdcher als lineares Wachstum, lineares Wachstum ist schwd-
cher als exponentielles Wachstum, aber n! wdchst stirker als ezponentiell.
So sind fiir alle hinreichend grofen Zahlen n die Ungleichungen 5Inn < n, 50n < 2" und
10" < n! erfillt.

Untersuchen Sie, fiir welche natiirlichen Zahlen diese Ungleichungen gelten.
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Aufgabe 1.9 (Abbildungen)
Bestimmen Sie die Anzahl aller eindeutigen Abbildungen der Menge {£,$,€} in die Menge
{B,O,O,®} und geben Sie unter diesen die umkehrbar eindeutigen konkret an.

Aufgabe 1.10 (Umkehrabbildung)
Durch die Zuordnung
(w,v) = f(z,y) = (1+ 2z + 3y,2+ 3z - 2y)
ist eine Abbildung f : R2 — R? erklirt, die dem Paar (z,y) ein Paar (u,v) zuordnet.
Zeigen Sie, daB f eine umkehrbar eindeutige Abbildung von R? auf R? ist und geben Sie eine Formel

fiir die Umkehrabbildung (z,y) = f~!(u,v) an. Bestimmen Sie hiermit diejenige Menge, die durch die
Abbildung f auf die Gerade v = u abgebildet wird.

Aufgabe 1.11 (Monotonie und Umkehrfunktion)

Begriinden Sie, daB eine streng monoton steigende bzw. streng monoton fallende Funktion (vgl. (7.10))
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Definitionsbereichs auf den Wertebereich ist.

Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 1.12 (Umkehrfunktion)

Geben Sie den maximal mdglichen Definitionsbereich und den zugehérigen Wertebereich der nach-
folgenden Funktionen an und skizzieren Sie deren Kurvenverlauf.

Untersuchen Sie die Funktionen auf umkehrbare Eindeutigkeit, geben Sie die Umkehrfunktion
z = f7'(y) in denjenigen Intervallen an, in denen die Funktion umkehrbar eindeutig ist, und skizzieren
Sie den Graphen der gespiegelten Umkehrfunktion y = f~1(z).

_2z+1
T3z-1

1) y=f@) @ y=f@)=2As—1+1 (3) y=f(z) =105 — 4

4 y=flz)=vV1-V3z-2 (5) y=f(z) =2lnz+gz (6) y=f(z)=In (2— %)
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Grundaufgaben der Kombinatorik

2.1 Permutationen (Vertauschungen)

Eine Menge M aus n Elementen kann in einer Reihe angeordnet werden, indem ein Element die
Nummer 1, ein weiteres die Nummer 2, ein weiteres die Nummer 3 erhilt, usw. Eine solche Anordnung
sei jetzt fest ausgewihlt: a; = erstes Element, a; = zweites Element, ...

Eine umkehrbar eindeutige Abbildung von M auf sich fiihrt dann zu einer neuen Anordnung: das neue
erste Element ist das Bild von a;, das neue zweite Element ist das Bild von a3, usw. Aber auch das
Umgekehrte ist richtig: je zwei Anordnungen von M gehen durch eine umkehrbar eindeutige Abbildung
von M auseinander hervor; eine solche Abbildung ordnet je zwei Elemente mit der gleichen Nummer
einander zu. Anordnungen einer Menge konnen daher auch als umkehrbar eindeutige Abbildungen der
Menge auf sich interpretiert werden.

2.1.1 (Permutation) Eine Anordnung einer aus endlich vielen Elementen bestehen-
den Menge M in irgendeiner Reihenfolge (bzw. eine umkehrbar eindeutége Abbildung

der@ifen@@M aufflich)liift P@imwtation (Mlertodschulll)vbd M.
o Anizahl der'F - utatt'l_ﬁ.Zu eam E!eesteheenge
(s goncled—)

verschiedene Permutationen.

nl=1:2...m (2.1)

Abb. 2.1: Permutationen einer Menge von drei Elementen
als umkehrbar eindeutige Abbildungen und als Anordnungen

B e w e i s (mit Hilfe des Induktionsprinzips):
1. Fiir die Anfangszahl k = 1 ist die Aussage des Satzes wahr: Ein einziges Element
kann nur auf eine Weise angeordnet werden.



