


Bucher von Herrn Univ.-Prof. Dr. Gunter Altrogge
im Oldenbourg Verlag:

Altrogge, Investition, 4. Auflage
Altrogge, Netzplantechnik, 3. Auflage
Altrogge, Finanzmathematik



Finanzmathematik

Von
Universitatsprofessor

Dr. Gilinter Altrogge

R.Oldenbourg Verlag Miinchen Wien



Fiir Kumpelchen

Die Deutsche Bibliothek - CIP-Einheitsaufnahme

Altrogge, Giinter:
Finanzmathematik / von Giinter Altrogge. — Miinchen ; Wien :
Oldenbourg, 1999

ISBN 3-486-24465-5

© 1999 R. Oldenbourg Verlag
Rosenheimer Strae 145, D-81671 Miinchen
Telefon: (089) 45051-0, Internet: http://www.oldenbourg.de

Das Werk einschlieBlich aller Abbildungen ist urheberrechtlich geschiitzt. Jede Verwertung
auflerhalb der Grenzen des Urheberrechtsgesetzes ist ohne Zustimmung des Verlages un-
zulassig und strafbar. Das gilt insbesondere fiir Vervielfiltigungen, Ubersetzungen, Mikro-
verfilmungen und die Einspeicherung und Bearbeitung in elektronischen Systemen.

Gedruckt auf sdure- und chlorfreiem Papier
Gesamtherstellung: R. Oldenbourg Graphische Betriebe GmbH, Miinchen

ISBN 3-486-24465-5



Inhaltsverzeichnis

1. ZINSreChNUNG ... 1
1.1. Zinsen und Bezugszeitraum............................ocoii o 1
1.2. Einfache Zinsen................cooiiiiii e 4
1.3. Zinseszinsen bei jahrlicher Zinszuschreitbung ............................. 20
1.4. Unterjahrige Verzinsung und konforme Zinssatze ....................... 28
1.5. Gemischte Zinsrechnung ... 42
1.6. Aquivalenz in Zahlungen........................c..ccoooiiieie 56

2. Rentenrechnung ... 73
21 RN ..o 73
2.2. Nachschiissige gleichbleibende Jahresrente ................................... 75
2.3. Vorschiissige gleichbleibende Jahresrente ..................................... 89
2.4. Unterjdhrige gleichbleibende Rentenzahlungen ............................ 96
2.5. Geometrisch veranderliche Rente ... 112
2.6. Arithmetisch veranderliche Rente.................................... 124

3. Tilgungsrechnung ... 139
3.1. Schuld und Tilgung ... 139
3.2 Ratentilgung. ... 143
3.3 Annuitdtentil@Uung. ... 154
3.4, Kontofiihrungsmodelle der Tilgungs- und Zinsverrechnung.......... 166

4. Renditerechnung ... 177
4.1. Kurse und Renditen bei Finanzprodukten bzw. Finanzanlagen...... 177
4.2. Bewertung von gesamtfalligen Anleihen .................................. 194



4.3 Bewertung von Ratenanleihen ... 204

4.4 Bewertung von Annuitdtenschulden ......................................... 210
Symbolverzeichnis...............o...i 216
Literaturverzeichnis ... 218



1. Zinsrechnung

1.1. Zinsen und Bezugszeitraum

Zinsen stellen das Entgelt dar fiir die zeitweilige Uberlassung von Kapital.
Der Glaubiger ist Kapitalgeber, der Schuldner ist Kapitalnehmer. Das Ge-
schift der Banken ist hier beidseitig, sie sind Intermediare zwischen Kapi-
talanlegern und Kreditnehmern. Banken vergiiten ihren Einlagekunden Ha-
benzinsen auf deren Einlagen etwa auf einem Sparbuch und bisweilen auch
auf Girokonten. Sie berechnen ihren Kreditkunden Sollzinsen fur ausge-
reichte Kredite etwa als Konsumentenkredite oder als Dispositionskredite
bei sogenannter geduldeter Kontoiiberziehung.

Die Hohe der Zinsen Z berechnet sich aus dem uiberlassenen Kapital K, dem
Zinssatz i und der Laufzeit n. Genau sei die folgende Symbolik festgelegt:

V4 Zinsen

Ky Anfangskapital
K, Endkapital

i Zinssatz

n Laufzeit

Zinsen, Anfangs- und Endkapital werden in einer einheitlichen Wihrung
dargestellt, also etwa in US-Dollar, Kanada-Dollar, Deutscher Mark DM
oder Euro.

Der Zinssatz wird tiblicherweise in % angegeben und auf das Jahr bezogen
wie etwa 4% oder genauer 4% p. a. Die PAngV geht sogar so weit, daf3 sie
die Bezeichnung "effektiver Jahreszins" fiir die Preisangabe vorschreibt.
Die Finanzmathematik arbeitet aber auch mit Zinssitzen fiir andere Bezugs-
zeitrdume wie Monat, Tag oder gar den Moment. Hierbei spricht man von
unterjihrigen oder unterjihrlichen Zinsen. Dies geschieht aber mehr
intern bei Ausweis des Jahreszinssatzes nach auflen. Der Bezug auf das Jahr
erfolgt nicht zuletzt aus Griinden der Vergleichbarkeit.

Es ist in der Finanzmathematik offenbar unumganglich, auf einen Zusam-
menhang zwischen einem Prozentzinssatz p und dem Zinssatz i hinzuwei-
sen, dies sogar teilweise durch das gesamte Formelwerk hindurchzuziehen.
Dem Prozentzinssatz p = 4 entspricht der Zinssatz i = 4%. Dies soll folgen-
de Formel darstellen, sie ist fast Gberall zu finden:
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Die Laufzeit etwa bei Anleihen oder Krediten bis zur Tilgung wird iibli-
cherweise in Jahren gemessen. Es kommen aber auch andere Zeitbeziige vor
wie Halbjahre (= Semester), Quartale, Monate oder gar Tage. Monate haben
unterschiedliche Dauern zwischen 28 Tagen und 31 Tagen; dhnlich ist es
mit Quartalen, Halbjahren und gar Jahren mit Schaltjahren. Hier werden
Standards vereinbart wie etwa als deutsche Methode der Monat generell
zu 30 Tagen und folglich das Quartal zu 90 Tagen, das Halbjahr zu 180
Tagen und das Jahr zu 360 Tagen.

Ebenso in Jahren, Halbjahren, Monaten und Tagen werden Zinsperioden
definiert meistens bei strukturierten Zahlungen wie monatlichen Ratenzah-
lungen bei Konsumentenkrediten oder halbjéhrlichen Zinszahlungen bei An-
leihen. Zinsperioden sind diejenigen Zeitrdume, flir die Zinsen oder
Zinszahlen berechnet werden. Sie sind so definiert, daf3 innerhalb dieser
Zeitraume weder Zahlungen erfolgen noch Zinsberechnungen. Die fiir die
Zinsperiode berechneten Zinsen werden entweder direkt auf dem Konto
verrechnet oder auf Nebenkonten quasi auf Lager gelegt. So bestimmt etwa
§ 608 BGB im wesentlichen, dafl Zinsen erst "nach dem Ablaufe je eines
Jahres" zu entrichten sind.

Zinsperioden spielen eine herausragende Rolle bei sogenannten Kontofiih-
rungsmodellen fur strukturierte Zahlungen, wie etwa bei den berithmten
Hypothekenurteilen des BGH vom 24. November 1988 bzw. der damals
erforderlichen Neuberechnung der Kontenstinde. Solche Kontofithrungs-
modelle werden im Bankenbereich auch als Staffelrechnungen bezeichnet.
Sie spielten eine bedeutende Rolle bei den Diskussionen um den Ersatz der
Uniformmethode fiur Ratenkredite durch die Methode nach PAngV, welche
ihrerseits pikanterweise nach der EU-Vereinheitlichung woh!l nicht mehr
zulassig ist, in Deutschland aber weiterhin offenbar die Regel ist.

Es genuigt bei den Zinsrechnungen nun nicht, einfach von Jahren zu spre-
chen oder von Zinsperioden anderer Linge. Sehr deutlich ist zu unterschei-
den zwischen Kalenderjahren einerseits und relativen Jahren oder Zeit-
raumen andererseits, welche irgendwann an eigentlich jedem Zeitpunkt be-
ginnen konnen entweder als freie Vereinbarung der Vertragspartner oder als
Vorgabe beispielsweise des Emittenten einer Anleihe.

Typische Beispiele fiir kalenderzeitbezogene Kontofiihrungen sind das
Sparbuch oder der Hypothekarkredit. Bei solchen wird in Zinsberechnungen
konsequent auf das Kalenderjahr abgestellt oder auf Zinsperioden, die ka-
lenderbezogen definiert sind. Die Zahlungsreihe wird quasi mit Gewalt in
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das Kalenderjahr hineingeprefit. Offensichtlich ergeben sich dann norma-
lerweise sogenannte gebrochene Zinsperioden sowohl vor wie auch nach
den ganzen Kalenderjahren. Deren finanzmathematische Behandlung ist
schwierig und insbesondere umstritten.

Beispiele fur relative Zeitrechnung sind etwa ein Ratenkredit oder eine An-
leihe. Ein Bankkunde nimmt einen solchen Kundenkredit zu einem ihm ge-
nehmen Zeitpunkt auf, ebenso begibt etwa die Bundesrepublik Deutschland
eine Bundesanleihe zu einem von ihr bestimmten Zeitpunkt, im ubrigen
auch zu einem fein abgestimmten Emissionskurs. Zinszahlungen auf An-
leihen erfolgen regelmiaBig zu bestimmten Kalenderdaten, etwa bei halbjah-
rigen Zahlungen zum 7. April und zum 7. Oktober. Dabei erfolgt die - hier
als endfallig unterstellte - Tilgung regelmaBig zu einem solchen Zinstermin,
bei der Emission sind durchaus Abweichungen von solchen Daten zu beob-
achten.

Wie immer sind solche Zeitbeziige auch vermischt anzutreffen, und das
durchaus hiufig. Es geht um relative Jahre und entsprechende Zinsperioden,
denen absolute in Kalenderjahren oder ihren Teilen gegenuberstehen. Ka-
lenderbezogen werden in diesem Zusammenhang immer wieder Steuerzah-
lungen genannt. Zweifelsohne erfolgen Steuerfestsetzungen regelmafig mit
Bezug auf das Kalenderjahr. Die Zahlungen (darauf kommt es bei finanzma-
thematischen Beurteilungen an), Vorauszahlungen und Nachzahlungen er-
folgen zu sehr differenzierten Zeitpunkten.

Beispiel 1.1: Die Verzinsungssystematik des Sparbuches ist auf das
Kalenderjahr ausgerichtet, an dessen Ende werden Zinsen zugeschrie-
ben. Auf welchen Betrag ist eine zu Anfang des Kalenderjahres geta-
tigte Einlage von 10.000 DM bis zum Ende des Kalenderjahres ange-
wachsen, wenn durchgehend 4% Zinsen gezahlt werden? Auf welchen
Betrag ist diese jetzt zur Mitte des Kalenderjahres getitigte Einlage
nach Jahresfrist angewachsen? Wie kann man den Zinseszinseffekt
auch bei Einlage zu Kalenderjahresbeginn realisieren? Wie ergébe
sich so ein Maximum an Endkapital nach Ende des Kalenderjahres?

Bankiibliche Besonderheiten in Wertstellungen oder Nichtverzinsung
von Pfennigbetrigen sollen keine Rolle spielen. Ebenso sollen keine
Kosten fiir Kontofithrung, Kontoeroffnung etc. anfallen. (Die Theorie
zu den komplizierteren Fragen folgt spiter.)
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Losung:

Die Einlage von 10.000 DM zu Beginn des Kalenderjahres erbringt im
Laufe dieses Kalenderjahres bei 4% genau 400 DM an Zinsen, zu Jah-
resende sind damit 10.400 DM verfiigbar.

Werden 10.000 DM zur Mitte des Kalenderjahres auf das Sparbuch
eingezahlt, ergeben sich fiir das restliche Kalenderjahr die Halfte von
400 DM an Zinsen, welche zugeschrieben werden zum Jahresendbe-
trag von 10.200 DM. Im zweiten Halbjahr der Anlage werden an Zin-
sen die Halfte von 4% darauf vergiitet, das sind 204 DM. Insgesamt
sind zur Mitte des zweiten Kalenderjahres 10.204 DM bei Abschluf3
des Sparbuches verfiigbar. Die Mitte des Kalenderjahres ist im iibri-
gen der optimale Anlagezeitpunkt, will man iber genau ein relatives
Jahr das Maximum an Endergebnis erzielen.

Den skizzierten Zinseszinseffekt mit dem Endbetrag von 10.404 DM
kann man offenbar auch bei Anlage in genau einem Kalenderjahr da-
durch erzielen, dafl man das Sparbuch genau in der Mitte des Jahres
ablost und den erzielten Betrag sofort auch ein neu errichtetes Spar-
buch einzahlt. Dieser Verzinsung von Zinsen tiber quasi kinstlich her-
gestellte Gutschriften steht natiirlich die Bankenpraxis entgegen, die
solche Transaktionen eben doch nicht kostenlos macht.

Dieser kiinstliche Zinseszinseffekt des Sparbuches 1iaf3t sich - falls
eben keine Kosten anfallen - noch verbessern etwa durch monatliches
"erneuern" des Sparbuches mit jeweiliger Zinszuschreibung. Der End-
betrag zu Jahresende betragt dann 10.407 42 DM. Bei tagtiglicher
"Erneuerung" iiber 365 Tage im Jahr werden es zum Schluf3 10.408,08
DM. Im theoretischen Extrem der permanenten "Erneuerung" sind es
letztendlich 10.408,11 DM.

1.2. Einfache Zinsen

Einfache Zinsen werden etwa von Gerichten in Zivilstreitigkeiten oder von
Finanzamtern festgesetzt, konnen auch von Kaufleuten untereinander gefor-
dert werden. Im folgenden sind einige gesetzliche Vorschriften tber einfa-
che Zinsen und Hohe eines Zinssatzes wiedergegeben, zudem der vielzi-
tierte § 608 BGB zur Zinszuschreibung. Interessant ist die Steigerung eines
vorgegebenen Zinssatzes von 4% im BGB iiber 5% nach HGB bis zu 6%
nach AO. Zumindest im BGB und im HGB sind Zinsen von Zinsen aus-
driicklich untersagt.
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§ 246 BGB Gesetzlicher Zinssatz

Ist eine Schuld nach Gesetz oder Rechtsgeschift zu verzinsen, so sind vier
vom Hundert fiir das Jahr zu entrichten, sofern nicht ein anderes bestimmt
ist.

§ 248 BGB Zinseszinsen

(1) Eine im voraus getroffene Vereinbarung, dal fallige Zinsen wieder Zin-
sen tragen sollen, ist nichtig.

2) ..
§ 608 BGB Falligkeit der Zinsen

Sind fur ein Darlehen Zinsen bedungen, so sind sie, sofern nicht ein anderes
bestimmt ist, nach dem Ablaufe je eines Jahres und, wenn das Darlehen vor
dem Ablauf eines Jahres zuriickzuerstatten ist, bei der Riickerstattung zu
entrichten.

§ 352 HGB Gesetzlicher Zinssatz

(1) Die Hohe der gesetzlichen Zinsen mit EinschluBl der Verzugszinsen, ist
bei beiderseitigen Handelsgeschiften fiinf vom Hundert fiir das Jahr. Das
gleiche gilt, wenn fur eine Schuld aus einem solchen Handelsgeschifte Zin-
sen ohne Bestimmung des Zinsfulles versprochen sind.

(2) Ist in diesem Gesetzesbuche die Verpflichtung zur Zahlung von Zinsen
ohne Bestimmung der Hohe angesprochen, so sind darunter Zinsen zu fiinf
vom Hundert fiir das Jahr zu verstehen.

§ 353 HGB Filligkeitszinsen

Kaufleute untereinander sind berechtigt, fiir ihre Forderungen aus beidersei-
tigen Handelsgeschiften vom Tage der Filligkeit an Zinsen zu fordern. Zin-
sen von Zinsen konnen auf Grund dieser Vorschrift nicht gefordert werden.

§ 233a AO Verzinsung von Steuernachforderungen und Steuererstattungen

(1) Fuhrt die Festsetzung der Einkommen-, Korperschaft-, Vermogen-, Um-
satz- oder Gewerbesteuer zu einer Steuernachforderung oder Steuererstat-
tung, ist diese nach Maf3gabe der folgenden Absitze zu verzinsen. Dies gilt
nicht fur die Festsetzung von Vorauszahlungen und Steuerabzugsbetriagen.

(2) Der Zinslauf beginnt 15 Monate nach Ablauf des Kalenderjahrs, in dem
die Steuer entstanden ist. Er beginnt fiir die Einkommen- und Korper-
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schaftsteuer 21 Monate nach diesem Zeitpunkt, wenn die Einkiinfte aus
Land- und Forstwirtschaft bei der erstmaligen Steuerfestsetzung die anderen
Einkiinfte Giberwiegen. Er endet mit Ablauf des Tages, an dem die Steuer-
festsetzung wirksam wird, spatestens vier Jahre nach seinem Beginn.

(3) ...
§ 234 AO  Stundungszinsen

(1) Fur die Dauer einer gewahrten Stundung von Anspriichen aus dem Steu-
erschuldverhaltnis werden Zinsen erhoben. ...

§ 235 A0 Verzinsung von hinterzogenen Steuern
(1) Hinterzogene Steuern sind zu verzinsen. ...
§ 238 AO  Hohe und Berechnung der Zinsen

(1) Die Zinsen betragen fur jeden Monat einhalb vom Hundert. Sie sind von
dem Tag an, an dem der Zinslauf beginnt, nur fiir volle Monate zu
zahlen; angefangene Monate bleiben auBer Ansatz.

(2) Fur die Berechnung der Zinsen wird der zu verzinsende Betrag jeder
Steuerart auf volle hundert Deutsche Mark nach unten abgerundet.

Die Zinsen Z sind proportional der Hohe des iiberlassenen Kapitals K und
der Laufzeit n. Mit dem Zinssatz i ergeben sich die Zinsen nach

Z=K-in (1.2)

Das Endkapital ergibt sich als Summe aus Anfangskapital und Zinsen.
Verdeutlicht man das Anfangskapital durch seinen Index, so ergibt sich das
Endkapital nach der folgenden Beziehung;

K, =K,(1+i-n) (1.3)

Beispiel 1.2: A leiht B 1.000 DM fur 5 Jahre bei Vereinbarung von
einfachen Zinsen in Hohe von 8% und Zahlung der Zinsen nach den 5
Jahren. Wie hoch sind die jahrlichen Zinsen, wie hoch sind die insge-
samten zu zahlenden Zinsen, welchen Betrag bekommt A nach den 5
Jahren zurick?
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Losung:

Die jdhrlichen Zinsen mit 8% von 1.000 DM betragen 80 DM, das
sind zusammen (ber 5 Jahre 400 DM. Nach 5 Jahren wird A 1.400
DM zuriickbekommen. Entsprechend (1.3) folgt dieses Ergebnis aus

K, =1.000DM(1+8%-5)=1.000DM - 1,4 = 1. 400DM

Beispiel 1.3: V leiht L 2.000 DM fur 3 Jahre und 5 Monate bei Ver-
einbarung von einfachen Zinsen in Hohe von 9% und Zahlung der
Zinsen nach den 3 Jahren und 5 Monaten. Wie hoch sind die jahrli-
chen Zinsen, wie hoch sind die insgesamten zu zahlenden Zinsen,
welchen Betrag bekommt A nach den 3 Jahren und S Monaten zu-
rick?

Losung:

Die jéahrlichen Zinsen mit 9% von 1.000 DM betragen 90 DM, das
sind zusammen tber 3 Jahre und 5 Monate = 3,4167 Jahre 307,50
DM. Nach diesen 3 5/12 Jahren wird A 1.307,50 DM zuriickbekom-
men. GemiB (1.3) folgt dieses Ergebnis aus

K, = l‘OOODM(l +9%-3,4167): 1.000DM-1,3075=1.307,50DM

An der Gleichung (1.3) werden die "vier Fragestellungen der Zinsrech-
nung''! deutlich, wie sie prinzipiell fiir die gesamte Zinsrechnung gelten. Es
wird wohl der haufigere Fall sein, daf3 bei Kapitalhingabe die zu zahlenden
Zinsen interessieren und damit auch der final zu zahlende Gesamtbetrag, so
ist (1.3) konditioniert. Gleichung (1.3) hat 4 Parameter, auch nach den ande-
ren wird gefragt. So kann die Frage lauten nach dem Kapitaleinsatz jetzt zur
Erzielung eines bestimmten Endbetrages nach n Jahren, so kann nach einem
(kritischen) Zinssatz i gefragt werden bei vorgegebenen Kapitalbetragen
anfangs und final bei vorgegebener Laufzeit, so kann nach einer notwendi-
gen Laufzeit bei ansonsten vorgegebenen Konditionen gefragt sein. Die ent-
sprechenden Formeln ergeben sich einfach aus (1.3) zu

K, = K (1.4)

1

Kruschwitz, Finanzmathematik, 1996, S. 4
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i=(K,/K,~1)/n (1.5)

n=(K, /K,~1)/i (1.6)

Beispiel 1.4: Welcher Zinssatz ist erforderlich, damit ein Anfangska-
pital von 10.000 DM bei einfachen Zinsen uber 4 Jahre auf das End-
kapital von 11.500 DM anwichst?

Losung:
Nach (1.5) ergibt sich der geforderte Zinssatz zu

i =(11.500DM/10.000DM-1)/4 =(1,15-1)/4=0,15/4=375%

Beispiel 1.5: Ein Wechsel iiber 60.000 DM wird in 2 1/2 Jahren fillig.
Er soll jetzt ubertragen werden nach (bei Banken unutblicher, soge-

nannter amtlichen) Diskontierung gemaf3 (1.6) mit dem Zinssatz von
8%. Welchen Wert hat der Wechsel heute?

Losung:
Unter Anwendung von (1.4) berechnet sich der Wert zu

K, = 60.000DM(1 +8%-2,5)= 60.000DM /1,2 = 50.000DM

Exkurs; Vorschissiger Jahreszinssatz

"Als Bezugsgrofie des Zinssatzes verwendet man das dem Geschift zugrun-
de liegende Kapital."? Dieses ist praktisch fast immer das Anfangskapital,
aber theoretisch - und bisweilen praktisch etwa bei der Diskontierung von
Wechseln - kann man den Zinssatz auch auf das Endkapital beziehen,
die Summe aus Anfangskapital und Zinsen. Mit einem solchen vorschussi-
ger Zinssatz Vo' ergeben sich fir die Zinsen und das Anfangskapital die
Relationen zum Endkapital:

2 Kruschwitz, Finanzmathematik, 1996, S. 3
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Z=K i n (1.7
K,=(1-i" -n)K, (1.8)
Die Zinsen in Bezug zum Anfangskapital werden:

(1.9)

Aus (1.8) und (1.4) ergibt sich die Relation von i¥' zu dem tiblichen (nach-
schiissigen) Zinssatz 1 zu:
) i
= (1.10)
1+in

Der vorschiissige Zinssatz Vo' ist offensichtlich kleiner als der ubliche
(nachschiissige) Zinssatz i, theoretisch unter der wohl immer erfiiliten Be-
dingung positiver Werte fiir Zinssatz i und Laufzeit n. Der Wert von 1voT
wird in Relation zu 1 umso kleiner, je groBer die Laufzeit n ist. Dies umge-
kehrt bedeutet, da} der ubliche (nachschussige) Zinssatz 1 vergleichsweise
immer grofler wird, je gro3er der Wert von n ist.

Beispiel 1.6: A leiht B 1.000 DM fur ein Jahr bei Vereinbarung von
einfachen vorschiissigen Zinsen in Hohe von 11%. Wie hoch sind die
zu zahlenden Zinsen, welchen Betrag bekommt A nach dem Jahre zu-
riick? Wie hoch ist der entsprechende nachschiissige Zinssatz?

Losung:

Mit n = 1 ergeben sich die zu zahlenden Zinsen gemaB (1.9) zu

Z =1.000DM -8% /(1 —8%) = 86,96 DM

Insgesamt bekommt A nach dem Jahr den Betrag von 1.086,96 DM

zuriick. Das entspricht flr diesen Fall offensichtlich einem nachschiis-
sigen Zinssatz von 8,696%.

Beispiel 1.7: R erhilt eine Rechnung tiber 5.010 DM mit der Skonto-
formel: zahlbar in 30 Tagen netto oder mit 2% Skonto innerhalb von
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10 Tagen. Wie hoch ist der nach 10 Tagen zu zahlende Betrag? Wie
hoch ist der vorschissige Jahreszinssatz, wie hoch ist der nachschis-
sige Jahreszinssatz?

Losung:

Der nach der Skontoformel spatestens nach 10 Tagen zu zahlende Be-
trag macht 98% von 5.010 DM aus, also 4.909,80 DM.

Der vorschiissige Zinssatz auf 20 Tage betragt
(5.010DM —4.909,80DM)/5.010DM = 100,20DM /5.010DM = 2%

Das ist der vorgegebene %-Satz.
Der nachschuissige Zinssatz auf 20 Tage betragt

(5.010DM - 4.909,80DM )/ 4.909,80DM
=100,20DM / 4.909,80DM = 2,0408%

Daraus 1aBt sich der nachschiissige Jahreszinssatz einfach berechnen
durch Multiplikation mit 360/20 = 18 zu i = 36,7347%.

Dann ergibt sich nach (1.10) wieder der vorschiissige Jahreszinssatz
von

i =i/(1+i/18)=36%

Das sind genau die vorgegebenen 2% auf 20 Tage.

Anmerkungen zu solchen Rechnungen und diesen erfreulichen Zinsséatzen
des Geldsparens sind unerlaBlich, obschon die Rechnungen zweifelsohne
fehlerfrei sind. In der Praxis ist der unterstellte Zeitraum von 20 Tagen we-
nig relevant. Es ist durchaus blich und wird akzeptiert, das das Skonto
auch noch bei Zahlungen nach 15 oder 20 Tagen abgezogen wird. Bei Be-
horden ist es durchaus tblich und gar Vorschrift, generell ein von Behorden
vorgegebenes Skonto abzuziehen auch ohne Skontoformel auf der Rech-
nung und auch bei mancher Langsamkeit von Behorden. Was soll der Liefe-
rant machen bei einer solchen Skonto-Verrechnung, die er in keiner Weise
eingeraumt hat? Zum zweiten ist die Begleichung der Rechnung netto Kasse
nach 30 Tagen in keiner Weise sicher. Was soll denn der Lieferant nun ma-
chen, wenn er den Rechnungsbetrag etwa erst nach 6 Monaten erhilt, in
Hoffnung fiir ihn dann nicht mehr mit Skontoabzug. Klagen mogen in allen
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Fillen erfolgversprechend sein, AnschluBauftrage sind wahrscheinlich in
den Kamin zu schreiben.

Beispiel 1.8: Ein Wechsel uber 60.000 DM wird in 2 1/2 Jahren fillig.
Eine Bank kauft ihn jetzt im Rahmen ihrer Kreditgeschiafte mit einem
Diskontierungssatz von 8% bei iiblicher Verrechnung vorschussiger
Zinsen. Welchen Betrag schreibt die Bank dem Einreicher gut? Ir-
gendwelche Gebithren und Steuern sollen hier unberiicksichtigt blei-
ben.

Losung:

Die Zinsen errechnen sich einfach gemal (1.9) mit 8% uUber 2,5 Jahre
auf den Betrag von 60.000 DM, das macht 12.000 DM an Zinsen.
Dem Bankkunden werden folglich 48.000 gutgeschrieben. Das sind
2.000 DM weniger gegeniiber dem vergleichbaren Fall des Beispiels
1.5 mit 8% nachschussigen Zinsen.

Gerade bei einfachen Zinsen ist es unproblematisch, die Laufzeit auch in
Monaten M oder Tagen T auszudriicken. Dies wird erforderlich, wenn die
Laufzeit nicht in ganzzahligen Jahren ausgedriickt werden kann. Dabei kann
ein Runden auf volle Monate gefordert werden, wie es etwa § 238 (1) AO
fiir Zinsen auf Steuerforderungen vorschreibt. § 238 (2) AO nennt zudem
das Runden des Anfangsbetrages. Die Beziehung (1.2) fir Zinsen und (1.3)
fiir das Endkapital lassen sich folgendermafBBen auf den Monat als Bezug
umschreiben:

Z=K, i-M/12 (1.11)

K, =K,(1+i-M/12) (1.12)

Beispiel 1.9: Fir den einkommensteuerpflichtigen A ergeht am 22.
Juni 1988 ein - geanderter - Steuerbescheid 1983 iiber 4.224,00 DM
ESt und am 1. Juli 1988 ein solcher fir 1984 tber 1.600,00 DM ESt.
Auf einen Einspruch gegen beide und Antrag auf Aussetzung der
Vollziehung vom 20. Juli 1988 hin werden die Betriage ausgesetzt "bis
zum Ablauf eines Monats nach Bekanntgabe der Entscheidung uber
den Einspruch". Mit Schreiben vom 28. April 1995 wird der Ein-
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spruch vom Finanzamt zuriickgewiesen, Klage wird dann von A nicht
mehr erhoben. Unter dem 23. November 1995 ergeht ein "Bescheid
uber Aussetzungszinsen (§ 237 AQ)" fur beide Jahre. In welcher Hohe
werden diese Zinsen festgesetzt?

Losung:

Beziiglich der ESt 1983 betrdgt der abgerundete zu verzinsende Be-
trag 4.200 DM, der Zinslauf beginnt am 25. Juli 1988 und endet am 1.
Juni 1995, der Zinszeitraum in vollen Monaten betragt 82 Monate, der
Zinssatz mit 0,5% fiir jeden Monat ergibt sich zu 41,0%, daraus er-
rechnet sich ein Zinsbetrag von 1.722,00 DM.

Fiir die ESt 1984 betragt der theoretisch abzurundende und zu verzin-
sende Betrag weiterhin 1.600 DM, der Zinslauf beginnt am 4. August
1988 und endet am 1. Juni 1995, der Zinszeitraum in vollen Monaten
betragt 81 Monate, der Zinssatz mit 0,5% fiir jeden Monat ergibt sich
zu 40,5%, daraus errechnet sich ein Zinsbetrag von 648,00 DM.

Insgesamt sind fur die Jahre 1983 und 1984 Aussetzungszinsen in Ho-
he von 2.370,- DM zu zahlen.

Anmerkung: Dieses Beispiel ist pfenniggenau und insbesondere da-
tumsgenau der Realitit entnommen. Endgiltige Klarungen von Steu-
ertatbestinden nach einem Dutzend von Jahren sind offenbar nicht
auszuschlieBen, moglicherweise durchaus an der Tagesordnung. Die
Klarung eines Einspruchs dauerte in diesem Fall kanpp 7 Jahre. Pi-
kanterweise hat das betroffene Finanzamt die beiden Betrage von
1.722 DM und 648 DM in der Summe und im Bescheid auch noch auf
2.523 DM festgesetzt. Dieser Irrtum lieB3 sich allerdings durch einen
einfachen Anruf klaren und korrigieren, man muf} es aber bemerken.

Ahnlich (1.11) und (1.12) ergeben sich die auf Tage bezogenen Beziehun-
gen fiir Zins und Endkapital, wenn nach der sogenannten deutschen Me-

thode das Jahr zu 360 Tagen und die Monate gleichlang zu 30 Tagen ge-
rechnet werden. Dies ist bei kurzen Zeitraumen weniger Tage einfach, bei
langeren Zeitraumen sind die Monate mit 30 Tagen und die Jahre mit 360

Tagen anzusetzen. So wird analog:

Z=K,-i-T/360 (1.13)

K, =K,(1+i-T/360) (1.14)
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Beispiel 1.10: Vom 29. Februar 2004 bis zum 28. Dezember 2006 ver-
zinst sich der Betrag von 23.000 Euro zu 13% mit einfachen Zinsen.
Wie hoch sind die erzielten Zinsen, welcher Betrag wird dann am Tag
(Fest) der unschuldigen Kinder ausgezahlt?

Losung:

Die Laufzeit ergibt sich aus 2 Jahren = 720 Tagen bis Ende Februar
2006, aus weiteren 9 Monaten = 270 Tagen bis Ende November 2006
und aus weiteren 28 Tagen im Dezember 2006, insgesamt zu 1.018
Tagen. Nach (1.13) errechnen sich die Zinsen zu

Z =23.000Euro-13%-1,018/360 =8.45506Euro

Am 28 Dezember 2006 werden insgesamt 31.455,06 Euro ausgezahlt.

Exkurs: Zinszahlen und Kontofiihrung

Insbesondere bei Banken sind vielfiltig verzinsliche Konten zu fithren mit
héaufig veranderlichen Kontenstinden und auch verinderlichen Zinssatzen.
In der Kontofithrung ist es ublich, zur Berechnung von (einfachen) Zinsen
wihrend der Zeit gleichbleibender Zinssitze und in einem Kalenderjahr
"nur" sogenannte Zinszahlen anzusammeln und erst bei Zinssatzanderung
oder am Ende des Kalenderjahres die Zinszahlungen zu berechnen durch
Anwendung des sogenannten Zinsdivisors (oder Zinsteilers). (1.13) wird
umgeschrieben mit Zinszahl ZZ und Zinsdivisor ZD zu

Z=2Z1ZD (1.15)

Die jeweils auf einen bestimmten Betrag und einen bestimmten Zeitraum
berechneten Zinszahlen werden definiert mit

77 =K,-T/100 (1.16)

Fur den Zinsdivisor, der offensichtlich unabhéngig vom zu verzinsenden
Betrag ist und ebenso von der Zeit des Zinslaufes, ergibt sich einfach

ZD =3,6/i (1.17)
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Diese Beziehung ist wohl nicht schon anzusehen. Jedenfalls findet man re-
gelmaBig die Verschonerung der Optik durch Einbeziehung von (1.1) zu

ZD =360/ p (1.18)

Beispiel 1.11: Das Konto des Herrn XYZ weist zu Anfang des Kalen-
derjahres den Stand von 30.200 DM aus. Am 15. Januar werden 1.000
DM eingezahlt, am 31. Januar erfolgt eine Auszahlung von 3.500 DM.
Am 29. Februar kommt eine Einzahlung von 500 DM, am folgenden
Tag des 1. Mirz eine gleiche von 500 DM. Auszahlungen von je
9.000 DM erfolgen am 5. April, am 20. Oktober und am 30. Novem-
ber. Daneben werden am 20. August und am 20. Dezember je 700 DM
eingezahlt. Die Daten sollen Daten der Wertstellung sein. Der Zins-
satz betragt bis einschlieflich August 4%, dann steigt er auf 5%. Wie
werden die Zinsen des Jahres berechnet tber Staffeln von Zinszahlen
und die Zinsdivisoren?

Losung:

Die Zinszahlen werden gemil} (1.16) berechnet aus den Kapitalstand
der vorhergehenden Buchung und den Zeitabstand dazu, der gemessen
wird in Tagen mit der Normierung des Monats auf 30 Tage. Die Staf-
feln von Zinszahlen sind getrennt zu fithren einmal bis Ende August
fiir den Zinssatz von 4% und dann ab Anfang September fir den Zins-
satz 5%. Mit den beiden Zinsdivisoren nach (1.17) ergeben sich ge-
maf (1.15) die entsprechenden Zinsbetrage. In der folgenden Tabelle
sind die Rechnungen wiedergegeben.
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Wert- Laufzeit in  Konten- Konto-  Zinszahlen Zinszahlen
stellung Tagen  bewegung stand 4% 5%
31.12. 30.200

15.1. 15 +1.000 31.200 4530

31.1. 15 -3.500 27.700 4.680

292 29 + 500 28.200 8.033

1.3 1 + 500 28.700 282
5.4 34 - 9.000 19.700 9.758

20.8. 135 700 20.400 26.595

318 10 0 20.400 2.040
20.10. 50 - 9.000 11.400 10.200
30.11. 40 - 9.000 2.400 4,560
20.12. 20 + 700 3.100 480
31.12. 10 0 3.100 310

Summen 359 55918 15.550
Zinsdivisor 90 72
Zinsen 621,31 215,97

In den ersten 8 Monaten werden 621,31 DM an Zinsen erzielt, in den
letzten 4 Monaten 215,97 DM, fur das ganze Jahr insgesamt 837,28
DM. Durch die Buchung im Februar wird die Kurze dieses Monats re-
levant, im gesamten Jahr werden nur 359 Tage gerechnet.

Beispiel 1.12: Frau ABC fithrt das gleiche Konto wie Herr XYZ unter
gleichen Bedingungen mit dem einen Unterschied, dal3 sie die 500
DM des 29. Februars einen Tag linger behilt und die Einzahlung aus
Faulheit oder Berechnung oder Cleverness erst einen Tag spiter am 1.
Mirz tatigt mit dann insgesamt 1.000 DM Einzahlung an dem Tage.
Wieviel Zinsen erzielt Frau ABC in dem Jahr?

Losung:

Die vorhergehende Staffelrechnung der Zinszahlen andert sich offen-
bar in den beiden Positionen Ende Februar / Anfang Marz, dies ist im
folgenden wiedergegeben.
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Wert- Laufzeitin  Konten- Konto-  Zinszahlen Zinszahlen
stellung Tagen bewegung stand 4% 5%
31.12. 30.200
15.1. 15 +1.000 31.200 4530
31.1. 15 -3.500 27.700 4.680
13 31 +1.000 28.700 8.587
54 34 -6.000 19.700 9.758
20.8 135 +700 20.400 26.595
31.8 10 0 20.400 2.040
20.10. 50 - 9.000 11.400 10.200
31.10. 40 -9.000 2.400 4.560
20.12. 20 +700 3.100 480
31.12. 10 0 3.100 310
Summen 360 56.190 15.550
Zinsdivisor 90 72
Zinsen 624,33 215,97

Frau ABC realisiert alle unterstellten 360 Zinstage. Obschon sie die
genannten 500 DM einen Tag linger verfiigbar hatte und damit einen
Vorteil gegentiber Herrn XYZ aus Beispiel 1.11, erzielt sie insgesamt
840,30 DM an Zinsen und hat damit 3,02 DM mehr erzielt als Herr
XYZ.

Beispiel 1.13: Der Jungunternehmer QRS fiihrt das Konto ahnlich wie
Frau ABC mit dem ersten Unterschied, daf3 er an den drei genannten
Tagen nicht je 9.000 DM an Auszahlung veranlaB3t, sondern jeweils
16.000 DM fiir sein gutlaufendes Geschift. Damit nimmt QRS den fur
ihn giinstigen Uberziehungskredit in Anspruch, der bis einschlieBlich
August 9% kostet und ab September 12% kosten soll. Durch ge-
schaftstichtige Verhandlungen erreicht QRS allerdings, dall ihm ganz-
jahrig Habenzinsen von nur 4% und dafur ganzjihrig Sollzinsen von

9% verrechnet werden. Welche Zinsbetrige ergeben sich zu Jahresen-
de?
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Losung:

Nun sind Staffeln der Zinszahlen fiir Soll- und Habenstinde zu unter-
scheiden. Die Rechnungen sind in der folgenden Tabelle wiedergege-

ben.
Wert- Laufzeitin  Konten- Konto-  Zinszahlen Zinszahlen
stellung Tagen bewegung stand  Haben4%  Soll 9%
31.12. 30.200
15.1. 15 +1.000 31.200 4.530
31.1. 15 -3.500 27.700 4.680
13. 31 +1.000 28.700 8.587
5.4, 34 - 16.000 12.700 9.758
20.8. 135 + 700 13.400 17.145
20.10. 50 - 16.000 2.600 6.700
30.11. 40 - 16.000 18.600 1.040
20.12. 20 + 700 17.900 3.720
31.12. 10 0 17.900 1.790
Summen 360 51.400 6.550
Zinsdivisor 90 40
Zinsen 511,11 163,65

Dem Jungunternehmer QRS werden zu Jahresende 511,11 DM an Ha-
benzinsen gutgeschrieben und 163,65 DM an Sollzinsen belastet.

Exkurs: Berechnung von Zeitdifferenzen (ibernommen von Locarek-
Junge)

"Die kleinste Zeitspanne, fur die in der Praxis normalerweise Zinsen berech-
net werden, ist ein Tag. Die Verzinsung eines einbezahlten Betrages mit Ha-
benzinsen oder eines ausbezahlten Betrages mit Sollzinsen beginnt aber
nicht unbedingt ab dem Tag, an dem die Zahlung erfolgt. Der Verzinsungs-
beginn, die Wertstellung des Betrages, wird von den Banken und Sparkas-
sen unterschiedlich gehandhabt. GroBe Differenzen ergeben sich z.B. im
taglichen Zahlungsverkehr (auf Girokoenten) zwischen der Wertstellung fur
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Ein- und Auszahlungen. Bei Sparkonten unterscheidet man im wesentlichen
zwel Ansitze:

e Die meisten Sparkassen verzinsen Einzahlungen ab dem Einzahlungstag
(Wert heute) und bei Auszahlungen endet die Verzinsung des ausbe-
zahlten (Teil-)Betrages am Tag vor der Auszahlung (Wert gestern).

o Alle anderen Kreditinstitute verzinsen Einzahlungen ab dem der Einzah-
lung folgenden Tag (Wert morgen) und bei Auszahlungen endet die
Verzinsung des ausbezahlten Betrages am Tag der Auszahlung (Wert
heute).

Auch zwischen den Zahlungen wird fiir die Bestimmung des Zinsbetrages Z
mafgebliche Zeit oft nicht nach dem exakten Kalenderdatum berechnet, da
diese Berechnung bei Differenzen von mehreren Monaten schnell umstind-
lich wird. Man unterscheidet deshalb drei Methoden zur Berechnung der
Zinstage.

a) Englische Methode (365/365) bzw. (act/act)

Die Methode der exakten Berechnung sowohl der Kalendertage als auch der
Liange des Kalenderjahres (nach dem bei uns gultigen gregorianischen Ka-
lender) hei3t auch englische Methode. Abgekiirzt wird die Bezeichnung
auch als "365/365", wobei die erste Zahl "365" die im Jahr berechneten Ta-
ge und die zweite "365" die angenommene Linge des Kalenderjahres in
Tagen angibt. Dies ist nicht ganz exakt, da bei dieser Methode die Schalt-
jahre mit 366 Tagen gerechnet werden, und in Schaltjahren der 29. Februar
beriicksichtigt wird. Die zweite Abkiirzung "act/act" (act steht fur actual,
also "tatsachlich") trift den Sachverhalt deshalb besser. Diese Methode ist
nicht nur in England gebrauchlich, sondern auch fiir die Abrechnung von
Sparkonten in Kanada und dem restlichen Commonwealth, USA, sowie z.B.
Portugal und Griechenland. Aus historischen Griinden werden auch die mei-
sten Wertpapiere, die vom US-Schatzamt (US-Treasury) ausgegeben wer-
den, nach dieser Methode abgerechnet. ...

b) Franzosische Methode (365/360)

Nach der franzosischen Methode rechnet man die Zinstage exakt, das Ka-
lenderjahr aber stets mit 360 Tagen ab. Auf diese Weise erhilt ein Anleger,
der sein Geld in mehreren Abschnitten, aber insgesamt ein Jahr lang anlegt,
mehr als den nominellen Jahreszinssatz. Nach dieser Methode werden die
Zinsen in Frankreich, den Benelux-Staaten, sowie z.B. Spanien und Italien
errechnet. Auch bei der Abrechnung von Lombard-Darlehen durch die deut-
sche Bundesbank und oft bei Tagesgeld und Festgeldanlagen auf dem Euro-
Markt wird diese Methode benutzt.



