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Vorwort

Mit dieser Veroffentlichung liegt nun ein weiterer Text zur mathematischen Propa-
deutik in Linearer Algebra vor. Wer dieses Buch zur Hand nimmt, mag sich fragen,
ob diesem Thema tiberhaupt noch neue Aspekte abzugewinnen seien. Wir glauben
das schon, neigen doch die bisherigen Biicher nach unserer Ansicht zu zwei Extre-
men:

- Entweder handelt es sich um kochrezepthafte Biicher, bei denen das numerische
Rechnen, etwa im Rahmen des Anwendens von Algorithmen, im Vordergrund
steht, nicht jedoch die Ubung in begrifflichem mathematischen Denken und
Handeln. Die Bewiltigung eines solchen Textes mag ausreichen, um eine Klausur
zu bestehen, fordert aber nicht gerade das Verstindnis des mathematischen Hin-
tergrundes. Das selbstindige Aneignen weiterfihrender Texte erweist sich fiir die
Studenten dann in der Regel als auBerordentlich schwierig.

- Oder die betreffenden Biicher sind mathematisch anspruchsvoll, elegant, ab-
strakt, exakt. Sie ziehen vor allem die mathematisch besonders begabten und
interessierten Siudenten an, die grole Mehrheit wird aber eher abgestoflen.
Gleichzeitig wachsen ihre Vorurteile und Abneigungen gegeniiber der Mathema-
tik.

Mit dem vorliegenden Lehrbuch soll ein dritter Weg beschritten werden. Unsere

Darstellung wird zwar ebenfalls exakt sein, d. h. Beweise bzw. Beweisandeutungen

werden nur in ganz wenigen Fillen unterdriickt, mathematische Eleganz steht je-

doch nicht im Vordergrund, sondern vielmehr Transparenz und Einfachheit.

Schwierige Stellen werden deshalb langsam entwickelt und durch numerische, den

Lehrtext unterbrechende Beispiele erhellt. Zur Gewahrleistung des Lernerfolgs

wird der Leser hiermit ermuntert, die Beispiele ..per Hand"* nachzuvollziehen. Eine

Vielzahl von Ubungsaufgaben (mit Lésungen am Ende des Buches) sollen dariiber

hinaus der Einiibung des Gelesenen dienen. Durch fiinf iiber das ganze Buch hin

entwickelte betriebswirtschaftliche Grundbeispiele versuchen wir, immer wieder
den Zusammenhang zwischen 6konomischer Wirklichkeit und mathematischen

Gegebenheiten herzustellen.

Das Buch ist offensichtlich zunichst als Begleitlektiire fiir die mathematische Pro-
padeutik eines Studiums der Wirtschaftswissenschaften gedacht. Es ist jedoch S0
aufgebaut, daB es auch fiir ein Selbststudium, etwa zur Vorbereitung auf ein quanti-
tatives Fach des Hduplsludlums (Unternehmensforschung, Okonometrie o.4.)
oder im Rahmen einer Prifungsvorbereitung, verwendet werden kann. Wir haben
dazu am Anfang eines jeden Kapitels die Lernziele und an seinem SchluB3 Wiederho-
lungsfragen zur Selbstkontrolle aufgefiihrt. Weiterhin dienen Umrahmungen von
wesentlichen Aspekten als deutliche optische Merkhilfe. Im Rahmen von langeren
Beweisfithrungen sind auBerdem bedeutsame Zwischenergebnisse durch senkrech-
te Balken markiert. Die wichtigsten Rechenverfahren sind schlieBlich unter Beriick-
sichtigung aller Sondcrfille in Form von Algorithmen beschrieben. Sie kénnen
direkt als Vorlage zur Erstellung von entsprechenden EDV-Programmen dienen.

AbschlieBend méchten wir an dieser Stelle allen denjenigen danken, die uns bei der
Erstellung des Buches unterstiitzt haben. Herr Dipl.-Okonom Hermann Miiller
hat alle Entwiirfe des Textes kritisch gelesen und in vielfacher Weise wertvolle Ver-
besserungsvorschlige eingebracht. Herr Dipl.-Mathematiker Heinz Schannath hat
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das Manuskript einschlieBlich der Ubungsaufgaben sorgfiltig gepriift und eine
Reihe von Anderungen angeregt. Herr Dipl.-Mathematiker Manfred Meika erstell-
te verschiedene Abbildungen mit Hilfe eines Computerprogrammes. Diese drei
Herren und Herr cand. oec. Matthias Klein haben sich an dem miihevollen Korrek-
turlesen beteiligt. Auch Herr Professor Dr. Helmut Reichardt, Frau Dr. Agnes
Reichardt, Herr Dipl.-Mathematiker Alfred Bischoff und Frau stud. oec. Helga
Trojahn gaben dankenswerte Anregungen.

Moge unser Buch nicht nur den Studenten der Wirtschaftswissenschaft die Furcht
vor der Mathematik nehmen und zum erfolgreichen Bestehen der Examina beitra-
gen, sondern auch die Verbreitung mathematischer Denkweisen im Rahmen 6ko-
nomischer Uberlegungen férdern!

A. Jaeger
G. Wischer
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Wenn Sie soeben mit einem Studium der Wirtschaftswissenschaft begonnen haben,
so wundern Sie sich vielleicht, daf3 Sie sich in den ersten Semestern nicht nur mit
einfiihrenden Vorlesungen itber Betriebs- und Volkswirtschaftslehre, sondern auch
ineinem unerwarteten Umfang mit Mathematik beschaftigen mussen, mit der Sie in
Lehrveranstaltungen iiber ,,Lineare Algebra und Lineare Optimierung®, ,,Analy-
sis**, ,,Statistische Methodenlehre* 0.4. konfrontiert werden. Dieses erste Kapitel
soll Sie deshalb zundchst in die Beziehungen zwischen Mathematik, insbesondere
der Linearen Algebra und Linearen Optimierung, und der Wirtschaftswissenschaft
einfihren. Wie beginnen mit einigen Bemerkungen iiber die Gebiete und Aufgaben
der Mathematik (Abschnitt 2) und gehen dann nidher auf die Prozesse des Abstra-
hierens und Mathematisierens ein (Abschnitt 3), die zur Bildung von mathemati-
schen Modellen 6konomischer Gegebenheiten fithren (Abschnitt 4). Danach ma-
chen wir Sie mit den ersten Grundbegriffen der Linearen Algebra und Linearen
Optimierung vertraut (Abschnitt 5). Mit thnen konnen in Abschnitt 6 zur Motiva-
tion und Veranschaulichung finf 6konomische Grundbeispiele linearer Modelle
vorgefiihrt werden, die aus Fragestellungen der betrieblichen Praxis gewonnen sind
und im Verlaufe des Buches bewiltigt werden, sobald jeweils das mathematische
Ristzeug entwickelt ist.

1. Lernziele

Wenn Sie dieses Kapital durchgearbeitet haben, sollten Sie in der Lage sein,

- die Begniffe Realstruktur, Realsystem, Formalstruktur, Formalsystem und thre
Unterschiede zu beschreiben sowie an Beispielen zu demonstrieren,

— die Prozesse des Abstrahierens, Mathematisierens und Konkretisierens zu erldu-
tern und in den Aufbau und die Auswertung von mathematischen Modellen
einzuordnen,
die Vorteile der Mathematisierung einzusehen,

- zwischen dret Haupttypen von Modellen zu differenzieren,

- die Begriffe lineares Restriktionssystem, Losung und lineares Optimierungssy-
stem zu definieren und zu erldutern,

~ Grundbeispiele linearer Modelle aus der betrieblichen Praxis aufzubauen und zu
diskutieren.

2. Gebiete und Aufgaben der Mathematik

Seit mehreren Jahrzehnten hat sich die Mathematik in einem MaBe entwickelt, von
dem der Nichtfachmann gewdhnlich kaum eine Vorstellung besitzt. So fihrt etwa
ein unldngst vom ,.Zentralblatt fiir Mathematik* und den ,,Mathematical Re-
views™* gemeinsam konzipiertes Schema zur Klassifizierung von wissenschaftlichen
Veroffentlichungen 3398 Teilgebiete, zusammengefaBt in 61 Gebieten auf. Unter
Anlehnung an dieses Schema konnte man durch weitere Zusammenfassung etwa
die folgenden Obergebicte der Mathematik erhalten:

1. Allgemeines (einschl. Didaktik und Geschichte)
2. Mathematische Logik und Grundlagen

3. Mengen und Relationen

4. Algebra und Zahlentheorie

5. Analysis
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. Geometrie und Topologie

. Mathematische Statistik und Stochastik

. Allgemeine Angewandte Mathematik (einschl. mathematischer Informatik)

. Physikomathematik (spezifische Mathematik der physikalischen Wissenschaf-

ten)

10. Soziomathematik (spezifische Mathematik der Gesellschaftswissenschaften,
insb. Okonomathematik, also spezifische Mathematik der Wirtschaftswissen-
schaft)

11. Biomathematik (einschl. Mathematik der Medizin)

12. Technomathematik (spezifische Mathematik fiir Ingenieure, einschl. gewisser

systemtheoretischer und kybernetischer Gebiete).

O oC ~3 >

Zwischen diesen Obergebicten bestehen jedoch vielfiltige Wechselbeziehungen und
Uberlappungen, so daB bedeutsame mathematische (Er-)Kenntnisse hiufig in meh-
reren, zum Teil weit auscinanderliegenden Gebieten zu erfassen sind. Die Lineare
Algebra ctwa, mit deren Grundlagen wir Sie in diesem Buch vertraut machen wol-
len, entstammt offensichtlich dem Obergebiet 4, das in elementaren Teilbereichen
fiir das Losen von lincaren Gleichungssystemen, fiir (algebraische) Vektoren und
Matrizen sowie flr Determinanten zustiindig ist. Schon von der Schule und z. B. der
geometrischen Vektorrechnung her wissen Sie jedoch, dald diese Themenkreise auch
schr enge Bezichungen zum Obergebiet 6 besitzen. Von noch grofierer Bedeutung
ist dieses Obergebiet fir die Lineare Optimierung, die man nur mit Einschrinkun-
gen zur Linearen Algebra rechnen kann. Logische und graphentheoretische Metho-
den der Linearen Algebra, die in diesem Buche nur am Rande behandelt werden
konnen, weisen auf wichtige Zusammenhinge mit den Obergebieten 2 und 3 hin.
Dic Eingliederung des Gesamtstoffes dieses Buches in das Obergebiet 10 ist natiir-
lich bereits definitorisch selbstverstindlich. Man kénnte so fortfahren und enge
Verbindungen der Linearen Algebra mit jedem der tibrigen Obergebiete herstellen.
Sie spielt damit in der Mathematik eine universelle Rolle.

Die Gegenstinde von wissenschaftlichen Untersuchungen in den genannten Ober-
gebieten (abgeschen natiirlich von gewissen Teilen des Obergebictes 1) sind die Ei-
genschaften der Elemente von Mengen sowie dic Beziehungen zwischen ihren Ele-
menten. Etwas praziser gesagt, geht es um Mengen von Relationen in einer zugrun-
degelegten Menge: hierfiir wihlen wir die Bezetchnungsweise (mathematische)
Strukrur. Die gedankliche Zusammenfassung ciner Menge und ihrer Struktur nen-
nen wir cin (mathematisches) Syszem.? Esist also dann die Struktur eines Systems
die Menge aller (zu betrachtender) Eigenschaften und Bezichungen; und die Grund-
menge eines Systems ist diejenige Menge, auf deren Elemente sich die Systemstruk-
tur bezicht.

Beispiel 1-1

Die algebraische (Grund-)Struktur des Systems der reellen Zahlen kann wic folgt zusam-
mengefaBt werden, sobald die vier Grundrechnungsarten bereits definiert sind:

Dic Null hat die Eigenschaft 0 + x = x fir jedes reclle x. Die Eins hat die Eigenschaft
1-x = x furjedes reelle x. Dic Inverse x 7! hat zu x die Bezichung x ' - x = 1 {Ur jedes von
Null verschiedene reelle x.

Y Es muf allerdings darauf aufmerksam gemacht werden, daB dic Sprechweisen ..System®™
und ..Struktur™ in der diesbeziglichen Literatur nicht einheitlich verwendet werden, was
teilweise auch mit ihrer begrifflichen Nidhe zusammenhingt.
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Es gelten fiir alle reellen x. y und z die Beziehungen:

X+y=y+x (Kommutativgesetz der Addition)

X 4+ (y +7) = (x +y)+ 7 (Assoziativgesetz der Addition)
X'y=y-X (Kommutativgesetz der Multiplikation)
x(y-7)=(x-y) 7z (Assoziativgesetz der Multiplikation)

X' (y+7)=x-y+x-z (Distributivgesetz).

Das Erkennen von Strukturen mathematischer Systeme und die Gewinnung neuer
Erkenntnisse iiber ste kann man als erste (kognitive) Aufgabe der Mathematik
auffassen. Daneben bildet das Entwickeln von mathematischen Methoden, z. B.
von Rechenverfahren zur (numerischen) Beantwortung hiaufig wiederkehrender
Fragen, im Rahmen von mathematischen Systemen ihre zweite (instrumentelle)
Aufgabe, die gerade in bezug auf die Wirtschaftswissenschaft von entscheidender
Bedeutung ist. Ein Verfahren, welches eine eindeutige und liickenlose, meist sche-
matische Anleitung zum Behandeln eines genau definierten Typs einer mathemati-
schen Fragestellung gibt, und zwar unter Berlicksichtigung aller moglicherweise
auftretenden Fille. nennt man ¢inen (mathematischen) Algorithmus. Dieser ist Vor-
stufe flir cinen Computeralgorithmus. Wir werden in diesem Buch eine ganze Reihe
von Algorithmen in allen Details vorfiihren.

3. Abstrahieren und Mathematisieren

WSystem™ und L Struktur” sind Thnen natirlich wohlbekannte Vokabeln, die Sie
jedoch vermutlich bislang nur in anderen als mathematischen Kontexten verwendet
haben. Tatsdachlich lassen sich unsere Definitionen unmittelbar auf au8ermathema-
tische Gegebenheiten tibertragen, indem man noch zusitzlich auBBermathematische
Bedeutungen fiir dic Elemente der zugrundeliegenden Menge, deren Eigenschaften
und deren Beziehungen zuldf3t. Auch fiir jede andere Wissenschaft, z. B. die Wirt-
schaftswissenschaft, lassen sich die beschriebenen kognitiven und instrumentellen
Aufgaben aufzeigen. Im Gegensatz zu der absoluten begrifflichen Schirfe der Ma-
thematik mussen Sie aber dann  wegen dieser zusitzlichen Bedeutungen - mit
mangelnder Prizision, mit Unscharfen und Verschwommenheit rechnen, die durch
Unzuldnglichkeiten in der Umgangssprache und bis zu einem gewissen Grade auch
in den entsprechenden Fachsprachen bedingt sind. Wir kommen auf diesen Aspekt
noch zurick.

Zunichst wollen wir uns aber der Frage zuwenden, wie man nun uberhaupt inner-
halb und auBBerhalb der Mathematik zu einem wissenschaftlich analysierbaren Sy-
stem gelangt. Stark vereinfacht kann man sich die Gewinnung eines Systems mit
seiner Struktur wie folgt vorstellen: Aus einer zunichst uniibersehbaren Fiille von
Eindricken, die auf uns zukommen, werden gewisse (z. B. immer wiederkehrende,
auffillige, interessante) Eindriicke herausgefiltert und gesammelt. Man 148t sich
dabei durch Ahnlichkeiten und Analogien zu bereits bekannten Situationen — auch
in ganz anderen Wissenschaften und Kiinsten - leiten. Auf diese Weise kénnen die
verschiedenartigsten und von Person zu Person unterschiedliche Erfahrungen ein-
flieBen. Teilaspekte (auch solche, die man nicht sehen will oder kann) werden (be-
wuflt, unbewuflt oder unterbewuf3t) vernachlassigt. Genauer gesagt, erfolgt bei ei-
nem Vorgehen wie diesem:

- ein Weglassen von Objekten, Gegenstinden, Dingen,
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- ein Weglassen von Eigenschaften von Objekten (was Weglassen von Teilen ihrer
Begriffsinhalte einschlieBt).

— ein Weglassen von Beziehungen und Wechselbeziehungen zwischen den Objekten
(was Weglassen von Bedeutungsunterschieden einschlief3t).

Vielleicht die schwerwiegendste Folge ist hierbei ein Verwischen von Unterschieden,
wodurch man zu einer Gleichsetzung von solchen Objekten, solchen Eigenschaften
und solchen Beziehungen kommt, die es eigentlich (z. B. raumlich, zeitlich, sachlich)
nicht sind, und eine Vergroberung der Situation bewirkt. Einen Proze3 derartiger
und dhnlicher Vereinfachungen und Verallgemeinerungen nennt man Abstrahieren
und das dadurch gewonnene Ergebnis ein Abstraktum bzw. die Ergebnisse Ab-
strakta.?’ Solche Prozesse sind nun aber keinesfalls eigens zum Aufbau einer Wis-
senschaft erfunden worden, sondern treten ja bereits bei all unseren Sinneswahr-
nehmungen (Sehen, Horen, Riechen, Tasten, Schmecken) auf. Auch die Entwick-
lung von Begriffssprachen mit den Ubergingen zu immer abstrakteren Oberbegrif-
fen durch Einschrinkung der Begriffsinhalte und dadurch Erweiterung der Be-
griffsumfiange geschicht genau auf die gleiche Weise.

Beispiel 1-2

Das Schwarz-Weil-Fernschbild ciner realen Situation ist ein (hier technisch erzeugtes)
Abstraktum der Wirklichkeit, welches lediglich digitalisierte Schatten zeigt. Es bringt nur
cinen Teil der Wirklichkeit; die Beschrdnkungen einerseits auf Bildpunkte und anderer-
seits auf relative Helligkeitsunterschiede (anstatt von Farben) ergeben Vergroberungen,
und es treten Verzerrungen von Lingenverhiltnissen und Winkeln auf.

Wir wollen nun von einem Realsystem und einer Realstruktur sprechen, wenn ihnen
eine (auBermathematische) Bedeutung zukommt oder sie im Rahmen einer Real-
wissenschaft wie der Wirtschaftswissenschaft einen unmittelbaren Realitiatsbezug
aufweisen. lhnen stehen innerhalb der Mathematik Formalsystem und Formal-
struktur gegenuber.

Beispiel I-3
Es seien fiinf Punkte A, B. C, D, E durch Strecken wie in folgendem Diagramm verbunden:

E

C B

Dadurch ist das Formalsystem auch fiir jeden Laien sofort verstdndlich als geometrisches
System beschrieben. Frage: Kann man in einem Zug (z. B. in einem Bleistiftzug ohne
Absetzen) jede Strecke genau einmal entlang gehen, und wenn ja, auf welche Weise? Man
kann zunichst folgende elementare Uberlegung anstellen: Will man zu einem Punkt und
wieder von ihm fort, so braucht man zwei verschiedene mit diesem Punkt verbundene
Strecken. Will man das mehrfach tun, so braucht man dazu eine gerade Zahl von entspre-
chenden Strecken. B und C sind aber Endpunkte von je drei, also einer ungeraden Zahl von
Strecken. Folglich muB man entweder bei B oder bei C anfangen und dann zwangsliufig

Das Ihnen vertrautere Wort ,, Abstraktion™ ist leider ebenso doppeldeutig wie das Wort
~Produktion®. Einmal kann damit der entsprechende ProzeB und ein anderes Mal das
Ergebnis dieses Prozesses gemeint sein.

1)
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mit C bzw. B aufhdren. Ein méglicher Streckenzug wire BAEDBCADC. Angenommen,
es gibe jedoch noch eine zweite Strecke von B nach C, wie in dem folgenden Diagramm
beschrieben:

Dann ist jeder Punkt mit vier Strecken verbunden, und man kann von jedem Punkt eine
entsprechende Route wihlen, die schlieBlich wieder zu diesem Punkt zuriickfithrt. Die
Abkirzung ,,BC* ist dann aber, weil mehrdeutig, nicht mehr erlaubt. Der Vorteil dieser
geometrischen Systembeschreibung (wie auch in vielen anderen Fillen bei der Verwen-
dung der Geometrie) ist, daBl dieses Formalsystem automatisch in cin Realsystem umge-
deutet werden kann (wobei hier noch zusitzlich die Mehrdeutigkeit von ,,Punkt* und
»Strecke* hilft): Man lege fir ,,Punkt* die Bedeutung ,,StraBenkreuzung® und fiir ,,Strek-
ke die Bedeutung ,,StraBe* fest (und mache die Zusatzannahme, daB3 StraBe DB auf einer
Briicke die StraBBe CA {berquert), und schon hat man ein mégliches Problem fiir einen
StraBeninspekteur. Oder aber man lege fiir ,,Punkt die Bedeutung ,,Flughafen** und fiir
»Strecke™ die Bedeutung ,,Flugstrecke fest, und schon hat man ein mogliches Problem
fiir eine Fluglinie. Der Unterschied zwischen Formalsystem und Realsystem ist hier noch
sehr subtil, aber die Angelegenheit wird sofort anders, sobald sie vielleicht 100 Punkte und
viele Verbindungsstrecken haben, denn dann geht es schlecht mit dem Zeichnen, und Sie
sind gezwungen, das geometrische Formalsystem in ein algebraisches zu iibersetzen.

Ein ganz anderes, aber mit dem gleichen Typ von Diagrammen beschreibbares Problem ist
das des Handlungsreisenden: Dieser soll eine Route wihlen, bei der er jeden Ort einmal
aufsucht,und zwar unter Zuriicklegen der geringstmdoglichen Gesamtstreckenlédnge. Schon
bei ciner relativ geringen Anzahl von Orten kann das ein unzumutbar aufwendiges nume-
risches Problem werden. Geht die Anzahl der Orte in die Hunderte, so ist man schon froh,
wenn man eine zufriedenstellende Losung anstatt einer bestméglichen gefunden hat.

Wie die Geschichte der Wissenschaften haufig gezeigt hat, bestehen zwischen bei-
den Systemarten fruchtbare Wechselbeziehungen.?” Das Erkennen von Systemen
der einen Art kann zunichst zum Entdecken von Systemen der anderen Art und
dann zu wissenschaftlichen Forschungen tiber die letzteren fithren, und umgekehrt.
So fiihrten schon in den DreiBliger und Vierziger Jahren erst volkswirtschaftliche,
dann militirische und schlieBlich betriebliche Fragestellungen immer mehr zu For-
malsystemen der Linearen Algebra und Linearen Optimierung, und dieses 1ste
erhebliche Impulse zur gezielten Weiterentwicklung der relevanten Gebiete der Ma-
thematik aus, die noch keinesfalls abgeschlossen ist. Umgekehrt haben die Okono-
men in den letzten Jahrzehnten u. a. aufgrund von besserer mathematischer Vorbil-
dung z.B. in Linearer Algebra und Linearer Optimicrung immer mehr erkennen
koénnen, daBl beim Konzipieren von fiir Sie interessanten Realsystemen bereits for-
male ,,Vorbilder* mit passenden Begriffen, Theoremen und Methoden zur Verfii-
gung stehen. Sehr begiinstigt wurde diese wechselseitige Befruchtung auch durch
Personlichkeiten wie z. B. George B. DANTZIG, die gleichzeitig Okonomen und Ma-
thematiker waren oder ihre Berufsausbildung in der einen Fachrichtung erhielten,

D Siehe z.B. den interessanten Zusammenhang zwischen der Entwickiung der Differential-
rechnung, der NEwTONschen Mechanik und der LemBNizschen Monadenlehre.
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aberihre Berufspraxisin der andern ausiibten. (Als sicherlich einmaliger Sonder(all
erweist sich in diesem Zusammenhang John von NEUMANN, der drittens auch noch
ein sehr schopferischer theoretischer Physiker war!)

Den Abstraktionsprozel3 von einem bereits erkannten oder gedanklich noch ver-
schwommenen Realsystem zu einem entsprechenden Formalsystem wollen wir Ma-
thematisieren'’ nennen. Durch das Mathematisieren werden Fragen oder ganze
Komplexe von Fragen (Fragestellungen) der Okonomie durch Fragen der Mathe-
matik ersetzt, wobei selbst innerhalb der Mathematik noch weitere Abstraktionen
erfolgen kénnen oder miissen. Charakteristischerweise werden bei einem solchen
Prozel3 — wie bereits erwéihnt — auf jeden Fall die den Elementen, ihren Eigenschaf-
ten und den Beziehungen zukommenden Bedeutungen unterdriickt. Damit der Be-
zug zu dem zugrundeliegenden Realsystem nicht verloren geht, ist fiir jede der in
dem Formalsystem vorkommenden GréBlen die jeweilige Bedeutung zu protokol-
lieren. Weiterhin sollten die beim Abstrahieren zugrundegelegten MeB- und Be-
wertungsvorschriften aufgeschrieben werden.

Beispiel 1-4

Ein Student soll von den Professoren A, B und C je cine Stunde lang nachmittags um
1 Uhr,2 Uhr und 3 Uhr miindlich gepriift werden. Professor A ist von 13 bis 14 Uhr, Bvon
14 bis 15 Uhr und C von 15 bis 16 Uhr verhindert. Welche Méglichkeiten ergeben sich fiir
die Aufstellung des Priifungszeitplans? Fur die Beantwortung dieser Frage braucht man
wegen der zugrundeliegenden banalen Situation kein groBartiges System aufzustellen,
sondern kann wic folgt vorgehen: Man schreibe sich das Schema

auf, das sich von selbst versicht, schwiirze dic ,,unzulissigen™ Késtchen A1, B2 und C3
und suche in dem Schema alle Konstellationen auf, bei denen sowohl jede Zeile als auch
jede Spalie jeweils nur in cinem Kistchen markiert sind. Beginnt man die Markierung mit
A2, so erlaubt die C-Zeile nur noch C1, und zwangsliufig bleibt in der B-Zeile dann nur
noch B3 iibrig. Wihlt man jedoch zuniichst A3, so bleibt in der B-Zeile nur noch B1 {ibrig,
und dann ist schlieBlich nur noch C2 méglich. Es gibt also lediglich dic zwei Maglichkeiten
A2, B3, C1 und A3, B1 und C2.

Hat man nun aber etwa 16 Priifer, zwei Priifungstage von je acht Stunden und zeitlich
unterschiedliche und unterschiedlich lange Verhinderungen, so wird man mit ,,Common
Sense* schlecht zurecht kommen, sondern viclleicht nach einigem Nachdenken das folgen-
de Formalsystem aufstellen und seine Losungen zu bestimmen suchen.

Grundmenge der mathematischen GriBen
Indexmengen I:= {A, B, C,...}, J:={1,2,3, ...}, Variablen x;;€ {0, 1} firielund je J.

-

Die leider hiufig {iir einen derartigen ProzeB3 gebriuchliche Bezeichnungsweise ,,Quantifi-
zieren®* ist in doppelter Weise irrefiihrend, weil erstens Quantifizierung wesentlich mehr als
Zuordnung von Zahlen bedeutet und zweitens die Mathematik noch ganz andere als quan-
titative Strukturen betrachtet, z. B. die mit Symbolen wic ,, <" oder ,,<* arbeitenden
Ordnungs- und Vergleichsstrukturen.
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Mathematische Struktur

Xar F Xpaz +Xa3+ ... =1
Xpp + Xpy +Xpa+ ... =1
Xay +Xpy FXey +...=1
Xa2 t Xg2 + X2 +... =

Xa3+ Xpz + X3 +...=1

Bezug zum Realsystem

[: Menge der Prifer

J: Menge der zur Verfiigung stehenden Stunden

x;; = 1: Pritfer i wird der Zeitstunde j zugeordnet

x;; = 0: Priifer i wird nicht der Zeitstunde j zugeordnet

Wir sctzen im vorab x;;:=0, d.h. lassen diese Variable aus, wenn Priifer i wihrend der
Zeitstunde j nicht zur Verfiigung steht.

Entscheidend fur den studentischen Leser ist hierbei im Augenblick nicht, dal er die
Ubertragung der realen Situation in das mathematische System unverziiglich verstanden
hat, sondern daB er bereits an diesem Beispicl einsicht, daB man aus dem Formalsystem
nicht unbedingt Riickschliisse auf eine zugrundeliegende Fragestellung zichen kann, ohne
daB ein Bezug zum Realsystem festgelegt ist. (Die Bestimmung der Losungsgesamtheit
diescs Beispiels kann schon den Rahmen dieses Buches sprengen, weil die Variablen nur
die Werte 1 oder 0 annehmen diirfen. AuBlerdem ergibt sich aus der realen Fragestellung
bereits, daf3 nicht mal eine cinzige Lésung zu existicren braucht, wenn ndmlich die Kon-
stellation der Verhinderungen zu ungliicklich ist.)

Realistische Priifungsplan-Probleme sind wesentlich komplexer, da man nicht nur fir
einen Studenten, sondern fiir eine grof3e Anzahl von ihnen gleichzeitig einen solchen Plan
aufstellen muB, wobei noch die Priifer wechseln.

Das Rickgidngigmachen eines Abstraktionsprozesses wollen wir Konkretisieren
nennen. Hierbei handelt es sich im wesentlichen um die Interpretation der Ergebnis-
se einer Analyse des Formalsystems im Hinblick auf das zugehorige Realsystem
(origindres Konkretisieren) bzw. des Realsystems im Hinblick auf die reale Gege-
benheit (sekunddres Konkretisieren). Anders ausgedriickt: Aus den mathematisch
gewonnenen Antworten werden Riickschliisse auf die in den Realwissenschaften
bzw. der Realitdt gesuchten Antworten gezogen.

Die soeben skizzierten gegenseitigen Beziehungen zwischen Realitdt, Realwissen-
schaft (insbesondere hier der Wirtschaftswissenschaft) und Mathematik lassen sich
idealtypisch wie folgt veranschaulichen:

origindres sekundires

Abstrahieren Abstrahicren

> Real- >
Realitit wis_sen_schaft, (Ma.themati- Mathematik
hier insb. sieren)
- Okonomie  |e

sekundéres originires

Konkretisieren Konkretisieren

Abb. I-1: Das zweistufige Abstrahieren von Realitit zu Mathematik, das zweistufige Konkre-
tisieren von Mathematik zu Realitit
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Die schon bei grober Sicht offenkundige Zweistufigkeit des Abstrahierens von der
Realitit zur Mathematik bzw. des umgekehrten Vorgangs des Konkretisierens wird
sehr oft (bewuBt oder unbewuf3t) vernachlissigt.) Das erste (origindire) Abstrahie-
ren hingt vorwiegend von sachlichen Gesichtspunkten, z. B. dem Fachverstindnis,
der Zugehérigkeit zu einer Schule und dem Kenntnisstand des Okonomen ab; das
zweite (sekunddre) liberwiegend von mathematischen Gesichtspunkten, z. B. auch
erheblich von subjektiven mathematischen Kenntnissen. Jede der beiden Abstrak-
tionsstufen wird nun meist auch nicht unmittelbar erreicht, sondern erst als Ergeb-
nis von hintereinandergeschalteten abstrahierenden Zwischenschritten und unter
Anwendung des Prinzips von ,,trial and error**. Dabei mul} nachdriicklich betont
werden, daBl man natiirlich die beiden Umformungsrichtungen in Abb. I-1 nicht
isoliert voneinander sehen darf, denn sie bedingen und beeinflussen sich wechselsei-

tig.
Die Mathematisierung bietet die folgenden Vorteile:

— Zwang zur Prizision, zur Protokollierung aller Einzelheiten und zur lickenlosen
Offenlegung aller Pramissen (einschl. aller vorgenommenen Vereinfachungen),

— keine Moglichkeit des Ausweichens durch geschickte, z. B. bewuf3t mehrdeutige
Formulierungen und damit auch keine semantische Moglichkeit des Entschuldi-
gens im Nachhinein,

- weitgehendes Ausschalten von logischen Fehlschliissen,

— Hilfe fiir das Aufdecken und Verstehen von verborgenen Zusammenhingen,

— Ausnutzen der jahrhundertelangen Erfahrungen des Anwendens der Mathema-
tik,

- Erreichen einer notwendigen Vorstufe zur Benutzung des Computers.

Fiir die fachbezogene Beurteilung des Ubergangs zur und (noch mehr) von der

Mathematik sind aber moglichst adiquate Mathematikkenntnisse fiir den Okono-

men unabdingbar, insbesondere Kenntnisse der Linearen Algebra, da man wegen

ihrer strukturellen Unkompliziertheit wenn irgend mdglich versucht, mit ihr auszu-

kommen.

4. Modelle von 6konomischen Gegebenheiten

Ahnlich wie bei den Worten ,,System** und ,,Struktur* besteht sowohl in den Fach-
sprachen als auch in der Umgangssprache eine gewisse begriffliche Verwirrung im
Zusammenhang mit dem Wort ,,Modell*. Wir wollen im folgenden unter einem
Modell ein System verstehen, das mit Hilfe von Abstraktionsprozessen zu einem
fachspezifischen Zweck aus einer tatsichlichen oder auch nur gedachten realen,
moglicherweise noch recht unstrukturierten Situation gewonnen wurde. Dabei
kann es sich um ein Realsystem innerhalb einer Realwissenschaft wie der Wirt-
schaftswissenschaft oder um ein Formalsystem innerhalb der Mathematik handeln.
Im zweiten Fall, der uns in diesem Buch besonders beschéiftigen wird, wollen wir
allgemein von einem mathematischen Modell oder fachspezifisch auch von einem
Okonomathematischen Modell sprechen. Dieser Modellbegriff umfafit auch die zu-
gehorigen Abbildungsvorschriften, also Abstraktions- und Konkretionsvorschrif-
ten und insbesondere Bedeutungsfestlegungen fiir die im Formalsystem auftreten-

Y Vgl. z. B. selbst Jaeger [1972a]. Dahinter steckt allerdings noch cine wohl unlésbare Frage:
Existieren die realen Strukturen der Welt an sich, sind sie gewissermaBen ,,gottgeschaffen*,
oder sind sie vom Menschen der Realitdt aufgezwungen?
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den mathematischen GréBen. Dabei kann ein solches Modell alle Zwischenstufen
einschlieBen, von der bloBen Verwendung der Buchstabenrechnung zur Gewinnung
von anderen Zahlen, liber prinzipiell sehr durchsichtige Situationen mit der einzi-
gen Komplikation sehr grofler Datenmengen bis zur Aufdeckung von verborgenen,
moglicherweise sehr iberraschenden Zusammenhidngen und GesetzmaBigkeiten
bei recht undurchsichtiger Situation.

Fiir die Untersuchung von 6konomischen Fragestellungen werden nach ihrem je-
weiligen Zweck drei Haupttypen von Modellen unterschieden:

— Beschreibungsmodelle

Diese Modelle abstrahieren lediglich 6konomische Gegebenheiten, ohne dal} sie
unmittelbar zur Herleitung von Aussagen vorhersagender oder empfehlender
Art beitragen. Mit ihnen kénnen aber an groBen Datenbdnken numerische Aus-
wertungen vorgenommen und viele neu definierte abgeleitete GroBen wie etwa
Mittelwerte berechnet werden. Zum Beispiel eignen sie sich dazu, aus Tausenden
von Informationen iiber Giiterpreise cine quantitative Aussage iiber die jahrliche
Inflationsrate in einer Volkswirtschaft (in der Vergangenheit) zu gewinnen.

— Prognosemodelle
Diese Modelle dienen zur Voraussage zukiinftiger 6konomischer Gegebenheiten.
Mit ihnen wird z. B. versucht, die spezifischen Absatzchancen eines Produktes
oder die Auswirkungen neuer Steuergesetze gesamtwirtschaftlich oder einzel-
wirtschaftlich zu ergriinden.

— Entscheidungsmodelle
Diese Modelle dienen der Auswahl von MaBnahmen zur Gestaltung von 6kono-
mischen Gegebenheiten. In sie gehen in starkem Umfang solche Informationen
ein, die vorher aus Beschreibungs- und/oder Prognosemodellen gewonnen wur-
den. Sie werden in stets wachsendem MaBe als Entscheidungshilfe bei Unterneh-
mungen und staatlichen Stellen benutzt.

Im 6konomischen Bereich hat man beim Modellbau, der Modellanalyse und der
praktischen Verwertung von Modellen mit einer prinzipiellen Schwierigkeit zu
kdmpfen, die bei naturwissenschaftlich-technischen Modellen eigentlich tiberhaupt
nicht (oder nur in extremen Sonderfillen) auftritt: den vielseitigen, oft schlecht und
manchmal gar nicht abzuschitzenden Einfllissen von Seiten des Menschen. Der
Aufbau eines anspruchsvollen (und noch nicht allgemein bekannten oder verwen-
deten) 6konomathematischen Modelles kann bereits deshalb eine grofle Aufgabe
bedeuten, die erhebliche Kenntnisse nicht nur der Wirtschaftswissenschaft und der
Mathematik, sondern méglicherweise auch anderer Realwissenschaften wic etwa
der Psychologie und der Soziologie erfordert.

Wenn irgend moglich, werden erfahrene Modellbauer versuchen, 6konomathema-
tische Modelle zu konstruieren, die aus Grundbausteinen der Linearen Algebra und
Linearen Optimierung zusammengesetzt sind, wie sie im Verlaufe dieses Buches in
Form von Begriffen, theoretischen Zusammenhdngen zwischen diesen Begriffen
(Lehrsitzen, Eigenschaften) und prézisierten Verfahrensvorschriften (Algo-
rithmen) skizziert werden. Diese sind ndmlich, im Vergleich zu Bausteinen anderer
mathematischer Gebiete, sowohl begrifflich besonders einfach als auch besonders
leicht zu handhaben. Wir wollen hier in diesem Buch solche Modelle lineare Model-
le nennen. Einige 6konomathematische Grundmodelle aus dem betrieblichen Be-
reich werden noch in diesem Kapitel vorgestellt und in spiteren Kapiteln naher
behandelt. Sie sollen nicht nur der Motivation dienen, sondern auch immer wieder
unterstreichen, daB sich Okonomen mit Linearer Algebra und Linearer Optimie-
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rung befassen miissen. Wegen ihrer Ausgereiftheit kénnen diese Grundbeispiele
allerdings den irrefithrenden Eindruck erwecken, die Benutzung linearer Modelle
reduziere sich auf eine Verwendung von mathematischen Rezepten oder gar nur der
mathematischen Sprache und Symbolik.

Modellbau und Modellanalyse sind jedoch keinesfalls Gegenstinde dieses Buches.
Fiir die Behandlung derartiger Themen eignen sich elementare Einfilhrungen we-
gen mehrerer Schwierigkeiten nicht: Erstens sind praxisbezogene mathematische
Modelle in der Regel sehr umfangreich (viele Elemente) und sehr komplex (viele
Zusammenhinge), so daB sie bereits aus Zeit- und Platzgriinden drastisch verein-
facht werden miissen. Aufgrund solcher Vereinfachungen klingen sie dann hédufig so
banal, dafl beim Uneingeweihten der Eindruck erweckt werden kann, es werde
kiinstlich ,,Verwissenschaftlichung“ betrieben und etwas Einfaches durch etwas
Gekiinsteltes, sehr Unverstindliches ersetzt. Zweitens erfordern solche realisti-
schen Modelle meist erhebliche Sachkenntnisse aus den jeweiligen 6konomischen
und moglicherweise aullerékonomischen Sachgebieten, die erst miihevoll gewon-
nen werden miissen, wozu keine Zeit ist und wozu das zusdtzliche Hintergrundwis-
sen des Studenten noch gar nicht vorhanden sein kann. Drittens fehlen auch die
mathematischen Grundkenntnisse, die — wie hier in Linearer Algebra und Linearer
Optimierung — vorher vermittelt werden missen. Wenn die entsprechenden Kennt-
nisse vollstindig fehlen, kann es in der Praxis leicht geschehen, dal das geeignetste
mathematische Modell nur deshalb nicht akzeptiert wird, weil es dem fiir die Benut-
zung Verantwortlichen vollig undurchsichtig erscheint (wihrend die Konkurrenz
aus ihrer Benutzung erhebliche Vorteile zieht).

5. Erste Grundbegriffe der Linearen Algebra und Linearen
Optimierung

Eine mathematische Bedingung
a,X; +4a,X,+...+a,x, b

mit den (numerisch festgelegten oder noch nicht festgelegten) GrofBen
a,,4,,...,4,, b, bei der das Quadrat ,,[]]” fiir eines der Zeichen

,»="" (sprich: ,.gleich** oder ,,genau so grof3 wie),

,» =" (sprich: ,kleiner gleich** oder ,,h&chstens so grof3 wie®),

., =" (sprich: ,,groBer gleich* oder ,,mindestens so grofl wie**),

. < (sprich: , kleiner* oder ,,echt kleiner* oder ,,strikt kleiner*),
., > (sprich: |, groBer, echt groBer oder ,,strikt groBert)

steht und den Zahlenbereich der Variablen x, x,, ..., x,, auf solche Zahlenwerte
einengen soll, die dieser Einschrankung geniigen, heiBle /ineare Restriktion. Lineare
Restriktionen zeichnen sich durch zwei Eigenschaften aus:

— Samtliche Variablen kommen nur in der ersten Potenz vor.
- Es kommen keine Produkte von Variablen vor.

Die Konstantena,, a,, ..., a, bezeichnet man als Koeffizienten, b als absolutes Glied
oder als rechte Seite der Restriktion.

Beispiel I-5
Die folgenden mathematischen Formeln R,—R definieren lineare Restriktionen:



Kapitel I: Einleitung 13

Ry: 3%, +2x, +4x3 + 9%, =220

R,: X, =20

R;: Xs <=7

R,: X3+ Xy —Xg=225

Rs: Xy +Xe>0.

Keine linearen Restriktionen sind durch R¢— Ry gegeben:
Ry: 2x, +4x3 4+ x,4 <40

Ry X+ Xp7%; + X4 =7

Ry: x4 > 100.

@

Steht in einer linearen Restriktion das Gleichheitszeichen ,,=*, so spricht man
natiirlich auch von einer linearen Gleichung, ansonsten von einer linearen Unglei-
chung. Ein weiterer spezieller Restriktionstyp ergibt sich, wenn man fiir eine Varia-
ble x, fordert, sie solle ausschlieBlich nichtnegative Werte annehmen. In diesem Fall
schreibt man

=20

und spricht von einer Nichtnegativitdtsrestriktion oder auch kurz von einer NN-
Restriktion.

Beispiel 1-6
Bei den Restriktionen R, und R, aus dem letzten Beispiel handelt es sich um lineare
Gleichungen, bei R, um cine NN-Restriktion.

Restriktionen, bei denen die Zeichen ,, <* und ,, > * vorkommen, erweisen sich als
rechentechnisch ungiinstig, lassen sich jedoch vermeiden. So kann etwa die Unglei-
chung

a Xy +aX,+...+a,x,<b
durch
a; X, +a,X,+...+a,x,Eb—¢

ersetzt werden, wobei ¢ im Rahmen der Rechengenauigkeit beliebig klein gewdahlt
werden kann. Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich deshalb hauptsich-
lich auf Restriktionen der Form ,, =", ,, <, ,,=*.

s =

In der Regel sollen Zahlenwerte fiir dic Variablen x,, x,, ..., X, so gesucht werden,
dal sie gleichzeitig mehreren linearen Restriktionen

a; X +ap X+ ..+ a,%X, O by
45X, +a3,%X; + ... +a5,X, (2 b,

(-1)

A Xy + amaXs + oo+ 2pnXy b

gentgen. In diesem Fall heiBe die Zusammenfassung dieser m (m = 1) Restriktio-
nen lineares Restriktionssystem. Bei einer Darstellung von linearen Restriktionssy-
stemen des Typs (I-1) gibt normalerweise, wie hier, der erste Index der Koeffizienten
414,817, ..., ay, also die jeweilige Restriktion an, in der dieser Koeffizient steht, der
zweite Index die Variable, auf die er sich bezieht. Entsprechend beziehen sich die
Indices der Quadrate [,, (,,..., (1, bzw. die Indices der rechten Seiten
by, b,, ..., b, auf die betreffenden Restriktionen.
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Beispiel I-7

RS;:

33X, +4x, — 5%+ 2x, 21
X;+ Xp— X3 =2
X 20

Tx; + X3 —9x, <110

stellt ein lineares Restriktionssystem fiir die Variablen x,, x,, X3, X4 dar.

Steht jedes der Zeichen ,,[J;* (i =1, ..., m) fiir das Gleichheitszeichen ,,=*, so
heiBe (I-1) ein (allgemeines) lineares Gleichungssystem.

Beispiel I-8
Bei folgenden Restriktionssystemen handelt es sich um lineare Gleichungssysteme:

RS;:

RS;:

RS,:

3x, +4%, + 5x3+ 2%, =16

2x; —4x, =2
3x, 4 2%, — X, =24.
X+ X, =2.

X+ X;+3x3=0
Xy +2X,+2%x,=0
4%, +6x, +8x; =0

X, + X3 =0.

Neben der oben verwendeten ausfiihrlichen Schreibweise (I-1) ist fiir lineare Restrik-
tionssysteme auch die kiirzere Summenschreibweise (1-2) gebrauchlich:

(1-2)

2 a;;x; 0, by

j=1

n
2 a5X; O,b,
ji=1

n
2 85X Onbm.
i=1

Haiufig kiirzt man sogar noch knapper das ganze System durch eine Gleichung mit
variablem Index i ab:

(1-3) 3 agx b, i=1,2...m.
i=1
Sind nun x¥, x%, ..., x¥ derartige reelle Zahlen, daB simtliche Restriktionen von

(I-1) erfiillt sind, wenn man die Variablen x; auf die entsprechenden Werte x}' fixiert,
d.h. die Ersetzung

*
X i
X3 2
X, = x*
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vornimmt, dann heille die durch die Numerierung geordnete vertikal oder horizon-
tal geschriebene Zusammenfassung

bzw. (x¥, x%,...,x¥)

dieser Zahlen x¥, x%, ..., x¥ kurz eine Ldsung oder ausfithrlicher ein Losungsvektor
des linearen Restriktionssystems (I-1). Ganz allgemein bezeichnet man nidmlich
jede solche Zusammenfassung in der durch die Numerierung festgelegten Reihen-
folge als n-Vektor oder kiirzer als Vektor (siche Kapitel 111, wo Vektoren systema-
tisch eingefithrt und behandelt werden). Die Frage, ob bestimmte Zahlenwerte fiir
die Variablenx,, x,, ..., X, eine Losung ¢ines Restriktionssystems darstellen, unter-
sucht man gemaB unserer Definition dadurch, daB3 man diese Zahlen einfach in jede
Restriktion des Restriktionssystems einsetzt, die linke Seite numerisch ausrechnet
und iiberpriift, ob das jeweilige Restriktionszeichen []; zwischen der ausgerechne-
ten Zahl auf der linken Seite und derjenigen auf der rechten Seite tatséchlich Giiltig-
keit besitzt.

Beispiel 1-9
Wir iiberpriifen, ob
4,3,5,2)

eine Losung des Restriktionssystems RS aus Beispiel [-7 darstellt. Dazu ersetzen wir in
diesem Restriktionssystem die Variablen x,, x5, X5, X, jeweils durch die Zahlen 4, 3, §, 2
und erhalten:

Uberpriifung fiir die 1. Restriktion

?

3-444-3-5-542-221
~ ?
12+ 12— 25+ 4x1

tyY

Uberpriifung fiir die 2. Restriktion
9

"
3

1%

44+ 33— 5=2

2=2 /
Uberpriifung fiir die 3. Restriktion

220 /

Uberpriifung fiir die 4. Restriktion
7~3+5—9~2§?110
2145 — 18§? 110
g<110 /

Das Fragezeichen ,,?* soll deutlich machen, daB die Giiltigkeit des darunterstehenden
Zeichens noch zu priifen ist. Entsprechend steht ein Haken \/ “ neben derjenigen Re-
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striktion, aus der die Giiltigkeit des entsprechenden Restriktionszeichens klar hervorgeht.
SchlieBlich ist das Zeichen ,,~'* wie ,.folglich** zu lesen.

4,3,6,~2)

ist dagegen keine Losung des Restriktionssystems, weil die Zahlenwerte schon der ersten
Restriktion nicht geniigen:

Uberpriifung fiir die 1. Restriktion
9
3:4+4:3-5-6+2-(-2)=21
~ ?
12+ 12~ 30+ (=421
~
-10% 1.

Das Zeichen ,, % ** besagt dabei, dal das Ungleichheitszeichen ,, = keine Giiltigkeit be-
sitzt.

Sofern wir in einer Restriktion oder in einem ganzen Restriktionssystem alle auftre-
tenden Variablen x; mit einem Stern * versehen, meinen wir mit dieser Fixierung der
Variablen auf Zahlenwerte x¥, daB (x}, x3, ..., x}¥) eine Losung sein soll. Insbeson-
dere reprisentieren dann Gleichungen mit allseits fixierten Variablen Identitéiten
und nicht mehr Restriktionen.

Im Sinne der Mengenlehre kann man die Menge aller Losungen eines linearen
Restriktionssystems (I-1) auch folgendermaflen interpretieren: Es sei ¥, die Menge

aller Losungen der Restriktion mit Nummer (préaziser: Index)i (i =1, ..., m). Die
Menge ¥y aller Losungen des Restriktionssystems ergibt sich dann als Schnitt-
menge der Losungsmengen &;(i=1,..., m):

Frs=FL NnE,n..NnL.

Ihnen diirfte klar sein, da3 eine Restriktion und entsprechend auch ein Restrik-
tionssystem durchaus mehrere Losungen besitzen kann. Wegen dieser Méglichkeit
der Existenz mehrerer Losungen ist es zweckméflig, die Gréfen x|, x5, ..., X, nicht
— wie Sie es aus der Schulmathematik kennen mdégen — als Unbekannte anzusehen,
sondern sie vielmehr — wie wir es bereits getan haben — als Variablen (im Sinne der
Analysis) aufzufassen, die gewissen Einschrinkungen unterliegen. Im Ubrigen ist
dieser Fall aus 6konomischer Sicht von besonderem Interesse, und zwar vor allem
im Zusammenhang mit Entscheidungssituationen. Bildet unser Restriktionssystem
ndmlich die jeweiligen Handlungsmoglichkeiten ab, so folgt daraus, daf} ein gewis-
ser Handlungsspielraum besteht. Im Wirtschaftsleben zeitigen nun unterschiedliche
Handlungsweisen aber auch unterschiedliche 6k onomische Folgen im Hinblick auf
angestrebte Ziele, wie die Erzielung eines méglichst hohen Unternehmungsgewin-
nes, einer moglichst groBen Kapitalverzinsung, eines moglichst hohen Umsatzes
usw. Es liegt nun nahe, die Auswirkungen der verschiedenen Handlungsmoglich-
keiten im Hinblick auf ihre jeweilige Zielerreichung ebenfalls innerhalb des Modells
zu erfassen. Bei einem linearen Modell geschieht das durch eine lineare Zielfunktion.
Das ist in der Sprechweise der Schulmathematik eine Funktion

I-4) Xo=bg+ciX;+¢X+... +CpX,s

mit der unabhingigen Variablen xq, hier Zielvariable genannt, und den abhéngigen
Variablen x,,X,,...,X,, in diesem Zusammenhang auch Restriktionsvariablen
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genannt, die jedem Vektor
xF x*,...,xH

von reellen Zahlen x¥}, x%, ..., x¥ (also insbesondere auch jeder Losung eines line-
aren Restriktionssystems (I-1)) mit Hilfe des linearen Polynoms

bg+ ¢y Xy +CX, + ...+ G X,
eine Zahl
X =bg+ o xFHe,x¥+ ... 4 xF

zuordnet. x§ nennt man in diesem Zusammenhang auch den Zielwert von
(x¥, x¥, ..., x¥).

Beispiel 1-10

Durch

£ 4,3,52)

PV (3,3,4,5)

sind zwei Losungen fiir das Restriktionssystem RS, aus Beispiel 1-7 gegeben. Die Ziel-
funktion

Xo = 10x, + 20x, + 10x5 + 30x,

ordnet der Lésung £ den Zielwert

Xq = 210

und der Lésung #Y den Ziclwert
xo = 280

zu.

Die Zielvariable wird auch manchmal implizit durch die Zielgleichung
(1-5) Xo + 201 Xy + 92Xz + ... 4 2pa X, = by

eingefithrt. Dabei ist der Zusammenhang zwischen beiden Darstellungsformen
durch

gy = —Cp, 893 = —Cy,...,38p, = —C,

gegeben. Die (definitorische) Zielfunktion und die daraus abgeleitete Zielgleichung
faBBt man (zumindest in der hier zu behandelnden elementaren Theorie) nicht als
Restriktion auf, sondern betrachtet und schreibt sie bewuBt gesondert.

Im Rahmen 6konomischer Problemldsungsprozesse sucht man — wie bereits er-
wihnt - nach ganz bestimmten Lésungen eines Restriktionssystems, ndmlich nach
solchen, die extrem giinstig sind, d. h. zu denen es keine giinstigeren gibt. Das sind
meistens Ldsungen, die in bezug auf eine bestimmte Zielfunktion entweder einen
moglichst groBen oder einen moglichst kleinen Zielwert aufweisen. Im ersten Fall
spricht man von einer Maximierungs-, im zweiten Fall von einer Minimierungs-
bzw. allgemein von einer Optimierungsaufgabe, und derartige Losungen nennt man
entsprechend optimal.

Eine Maximierungsaufgabe (Minimierungsaufgabe) wird gewohnlich in der Form
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Xo=bo+ 2 ¢ x;

ji=1
(1-6) n .
> a;-x;0by i=1,...,m
j=1
X — max! (min')

oder noch kiirzer

n
Xo = bg + 2 ¢ x; — max! (min!)

-

Ms T

17
a; x; b, i=1,...,m
1

i

j

aufgeschrieben. Jedes formale System des Typs (I-6) bzw. (I-7), bestehend aus einer
Zielfunktion (I-4) oder einer dquivalenten Zielgleichung (I-5), einem System von
Restriktionen (I-3) sowie einer Zielvorschrift

Xo — max! oder x, — min!

bezeichnet man als lineares Optimierungssystem. Fiir x, —~ max! spricht man auch
genauer von einem linearen Maximierungssystem, fiir x, — min! von einem linearen
Minimierungssystem.

Beispiel I-11

Unterstellt sei wieder das Restriktionssystem RS, aus Beispiel [-7. Gesucht sei eine Losung
dieses Restriktionssystems, deren Zielwert in bezug auf die in Beispiel I-10 angegebene
Zielfunktion maglichst grof wird. Die entsprechende Maximierungsaufgabe konnen wir
dann folgendermaBen formulieren:

Xo = 10x, + 20x, + 10x5 + 30x4 — max!
3%, + 4x, — Sx3+ 2x, 21
X+ X, — X3 =2
Xy 20

Tx,+  Xx3— 9x, < 110.

Die Frage, wie sich fiir lineare Restriktionssysteme Ldsungen und insbesondere
moglichst gute Losungen finden lassen, bildet einen zentralen Punkt in diesem
Buch.

6. Grundbeispiele linearer Modelle aus dem betrieblichen
Bereich

Mathematische und insbesondere lineare Modelle werden Sie in vielen 6konomi-
schen Bereichen vorfinden. Die linearen Modelle in der Volkswirtschaftslehre erfor-
dern jedoch leider eine Reihe 6konomischer Vorkenntnisse, die wir bei Ihnen noch
nicht voraussetzen konnen. Deshalb beschrianken wir uns in diesern Buch auf die
Vorstellung und Behandlung von sechs Grundbeispielen aus dem betrieblichen Be-
reich, die Sie auch ohne Skonomische Spezialkenntnisse verstehen werden. Es sei
allerdings darauf hingewiesen, daB wir diese Beispiele aus praktischen und didakti-
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schen Griinden gegeniiber den tatsidchlichen Gegebenheiten der Praxis erheblich
vereinfacht und verkleinert haben. Dadurch ergibt sich lediglich ein gradueller,
jedoch kein wesensmaBiger Unterschied zu den zugrundeliegenden realen Frage-
stellungen.

6.1. Grundbeispiel 1: Prozefianalyse

Wie beginnen mit einem abstrakten Beispiel, das seine Entsprechung in der Realitit
vor allem bei Montageprozessen findet. Auf dieses Grundbeispiel werden wir be-
reits im néchsten Kapitel im Zusammenhang mit einem Gleichungs- und Unglei-
chungssystem zuriickkommen.

Darstellung der Ausgangssituation
Betrachtet sei ein zweistufiger ProduktionsprozeB, der in Abb. I-2 vereinfacht dar-
gestellt ist.

Einsatz- Zwischen- Fertig-
giiter produkte produkte

Stufe 1 Stufe 2

Abb. 1-2: Vereinfachte Darstellung eines zweistufigen Produktionsprozesses

Eine Darstellung, wie sie durch Abb. 1-2 gegeben ist, bezeichnet man in Anlehnung
an VAZSONYI ([1962], S. 383) als Gozinto-Graph (eine Verballhornung der Ausspra-
che von ,,goes into*).

Sie besagt hier folgendes: Aus den Einsatzgiitern EG, und EG, werden zunéchst die
Zwischenprodukte ZP, und ZP, gefertigt, aus denen wiederum die Fertigprodukte
FP,, FP, und FP; hergestellt werden. Die Pfeile zeigen jeweils die Produktionsrich-
tung an. Die Zahlen an den Pfeilen stehen fiir die Mengeneinheiten eines Einsatzgu-
tes bzw. Zwischenproduktes, die fiir die Herstellung einer Mengeneinheit (ME)
eines nachfolgenden Zwischenproduktes bzw. Fertigproduktes einzusetzen sind.
Beispielsweise werden zur Herstellung einer Mengeneinheit von FP, 4 ME von ZP,
und 3 ME von ZP, benétigt. Fiir eine Mengeneinheit von ZP, sind wiederum 4 ME
von EG, und 3 ME von EG, einzusetzen.

Fiir einen Planungszeitraum liegen uns in bezug auf den ProduktionsprozeB noch
die folgenden Informationen vor: Von den Fertigprodukten FP,, FP, und FP,
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seien 20, 10 bzw. 5 ME herzustellen; Lagerbestdnde bestehen weder fiir die Einsatz-
giiter noch fiir die Zwischenprodukte und sollen auch nicht gebildet werden. Bei
den Zwischenprodukten sei aulerdem sowohl ein Zu- als auch ein Verkauf ausge-
schlossen. Die Einstandspreise der Einsatzgiiter EG, und EG, betragen 40 und 60
Geldeinheiten (GE) pro Mengeneinheit.

Typische Fragestellungen sind nun:

— Wie viele Mengeneinheiten der Einsatzgiiter sind in einer Mengeneinheit der
Fertigprodukte enthalten?

— Wie viele Mengencinheiten der Einsatzgiiter sind fiir das vorgegebene Produk-
tionsprogramm zu beschaffen?

— Wie viele Mengeneinheiten der Zwischenprodukte sind herzustellen?

— Wie hoch sind die Kosten pro Mengeneinheit der Fertigprodukte, die durch die
Einsatzgiiter verursacht werden?

Vorbemerkung

Die Beantwortung der oben gestellten Fragen ist wegen der geringen Anzahl der
aufgefithrten Produkte natiirlich schon anhand von Abb. I-2 méglich. Wir wollen
uns das dadurch klarmachen, dal wir zunéchst die fur die Herstellung einer Men-
geneinheit von FP, bendtigten Mengeneinheiten von EG, ermitteln.

Zur Herstellung von FP, sind die Zwischenprodukte ZP, und ZP, einzusetzen, die
beide EG, enthalten, und zwar enthélt jede Mengeneinheit von ZP; 4 ME, jede
Mengeneinheit von ZP, 8 ME von EG,. Fiir eine Mengeneinheit von FP, werden
aber 4 ME von ZP, und 3 ME von ZP, benétigt, insgesamt also

@ -4+ ® (3] =40.

In jeder Mengeneinheit von FP, sind also 40 Mengeneinheiten von EG, enthalten.
In Tab. I-1 sind die Rechnungen fiir die iibrigen Fertigprodukte und Einsatzgiiter
enthalten: '

FP, FP, FP,
EG,| @ [@+® [0=28|@ [4+® [Bl=40|®@ 2]+ ®  [2] =24
| BG, | @ [D+@ [@=-2|0 [4+0 Bl-18/@ 2+ =10

Tab. }-1: Gehalt (in ME) an Einsatzstoffen EG, und EG, pro ME der Fertigprodukte FP,,
FP, und FP,

Quadrate und Kreise sollen das Typische an der Zusammensetzungsvorschrift ver-
deutlichen, die in Kapitel IV unmittelbar als Grundlage fiir die Definition der Ma-
trizenmultiplikation dienen wird. In den Kreisen stehen immer diejenigen ME des
Einsatzgutes EG; (1 = 1, 2), die pro ME des Zwischenproduktes ZP, (k = 1, 2) ein-
zusetzen sind. Entsprechend geben die Zahlen in den Quadraten an, wieviel ME des
Zwischenproduktes ZP, pro ME des Fertigproduktes FP,; (j = 1, 2, 3) bendtigt wer-
den.

Ganz analog lieflen sich die tibrigen Fragen beantworten. Es diirfte aber auch klar
sein, dafl eine solche Analyse bei realen Produktionsprozessen mit einer Vielzahl
von Produktionsstufen und vielleicht Hunderten von Einsatzgiitern, Zwischen-



Kapitel I: Einleitung 21

und Endprodukten nicht mehr oder nur in sehr aufwendiger Weise durchfithrbar
ist. Wir wollen deshalb versuchen, mit dem folgenden mathematischen Modell ei-
nen anderen Weg zu finden.

Mathematische Grofien und ihre Bedeutung im Modell

Fiir das zu erstellende Modell wiahlen wir die folgenden Symbole mit der jeweils
zugeordneten Bedeutung:

X;: zu beschaffende Mengeneinheiten des Einsatzgutes EG; ;

X,: zu beschaffende Mengeneinheiten des Einsatzgutes EG,;

X5 herzustellende Mengeneinheiten des Zwischenproduktes ZP,;
X, herzustellende Mengeneinheiten des Zwischenproduktes ZP,;
x5: herzustellende Mengeneinheiten des Fertigproduktes FP;
X herzustellende Mengeneinheiten des Fertigproduktes FP,;
x,: herzustellende Mengeneinheiten des Fertigproduktes FP;.

Modellformulierung

Zunichst sei lediglich die zweite und dritte Frage betrachtet, zu deren simultaner
Beantwortung wir hier ein Modell formulieren. In bezug auf die beiden anderen
Fragen wird ein geeignetes Instrumentarium erst in Kapitel IV entwickelt. Wir
kommen dort darauf zuriick.

Jeder Knoten in Abb. I-2 148t sich als Darstellung einer Aktivitit bei einer gewissen
Normalletstung interpretieren, die in der Beschaffung bzw. in der Produktion einer
Mengeneinheit des in dem jeweiligen Knoten genannten Gutes besteht.

~ Durch den Knoten EG, wird beispielsweise die Aktivitit zur Beschaffung einer
Mengeneinheit des Einsatzgutes EG, reprasentiert.

— Durch den Knoten ZP, wird die Aktivitit zur Herstellung einer Mengeneinheit
des Zwischenproduktes ZP, représentiert.

- Durch den Knoten FP, wird die Aktivitit zur Herstellung ciner Mengeneinheit
des Fertigproduktes FP, reprisentiert.

Derartige Einheitsaktivitditen lassen sich leicht durch Listen beschreiben, bei denen
sich jedes Glied auf ein Gut bezieht und die Mengenangaben eines hergestellten
Gutes mit positiven, die eines eingesetzten Gutes mit negativen Vorzeichen versehen
sind. Dabei werden nur die bei der betreffenden Aktivitit direkt eingehenden und
hergestellten Giitermengen betrachtet. Fiir die Aktivitit zur Herstellung einer Men-
geneinheit von FP,, kurz Einheitsaktivitat fur FP,, ergibt sich beispielsweise:

Aktivitat
Gut FP;
EG, 0
EG, 0
ZP, —4
zZp, -3
FP, 0
FP, 1
FP, 0 Tab. I-2: Liste der Einheitsaktivitit
fir das Produkt FP,
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FaBt man simtliche Einheitsaktivititen eines Produktionsprozesses zu einer Tabel-
le zusammen, so erhdlt man eine sog. Aktivitdtstabelle, die fiir das Beispiel aus
Abb. I-2 folgendermaBen aussieht:

Aktivitdt | b kG, zp, zP, FP, FP, FP,

Gut

EG, 1 4 -8

EG, 1 -3 2

ZP, 1 7 4 2

ZpP, 1 -3 2

FP, 1

FP, 1

FP, 1

Tab. I-3: Aktivitdtstabetle 1 (Einheitsaktivititen)

Zur weiteren Interpretation einer derartigen Tabelle sei zunichst eine Vergangen-
heitsbetrachtung vorgenommen. Die in einem vergangenen Planungszeitraum tat-
sdchlich beschafften und hergestellten Giitermengen (Aktivititsgrade) seien mit
Xy, X5, ..., X5 bezeichnet. Sie geben an, wie oft in dem betrachteten Planungszeit-
raum die betreffende Einheitsaktivitat durchgefiihrt wurde.

Multipliziert man nun die in der Aktivititstabelle 1 von Tab.1-3 gegebenen Ein-
heitsaktivititen mit dem jeweiligen Aktivititsgrad, so gelangt man zu einer neuen
Aktivititstabelle (Tab. I-4):

AKVAL | e pg, zp,  zp, FP, FP, FP,
Gut
EG, 1%, 4%, —8%,
EG, 1%, ~3%, —2%,
ZP, 1%, IRy —4R, 2%,
ZpP, 1%, ~3%e  ~2%,
FP, 1%5
FP, 1%,
FP, 1%,

Tab. I-4: Aktivitdtstabelle 2 (mit Aktivititsgraden im Planungszeitraum)

Eine derartige Aktivitdtstabelle 148t sich nun auch zeilenweise lesen. Dazu sei die
erste Zeile betrachtet. 1%, gibt die insgesamt beschaffte Giitermenge des Einsatzgu-
tes EG, an. Hiervon wurden 4%; Mengeneinheiten zur Herstellung von X; ME von
ZP, und 8x, Mengeneinheiten zur Herstellung von X, ME von ZP, verbraucht.
Summiert man die Elemente einer beliebigen Zeile der Aktivititstabelle 2 auf, so
bedeutet allgemein

~ ein positives Ergebnis, dafl von dem betreffenden Gut mehr beschaflt bzw. pro-
duziert wurde, als im gesamten Produktionsprozell benétigt wurde. Der Uber-
schufl konnte auf Lager genommen oder verkauft werden;

— ein negatives Ergebnis, daB von dem betreffenden Gut weniger beschafft bzw.
produziert wurde, als im gesamten Produktionsproze3 ben&tigt wurde. Das Defi-
zit muBlte durch Lagerbestandsverringerungen ausgeglichen werden;
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— das Ergebnis Null, daB3 gerade soviel von dem betreffenden Gut beschafft bzw.
produziert wurde, wie im gesamten Produktionsproze3 beschafft wurde.

Die Ergebnisse konnte man in einer zusatzlichen Spalte der Aktivititstabelle 2 fest-
halten und deren Elemente als rechte Seiten eines Gleichungssystems interpretieren.
In dieser Vergangenheitsbetrachtung stellen diese rechten Seiten zunédchst Unbe-
kannte dar, die aus den vorgegebenen Aktivititsgraden zu ermitteln waren.

Die oben aufgeworfene Fragestellung beinhaltet dagegen eine Zukunftsbetrach-
tung, bei der — genau umgekehrt — die rechten Seiten des Gleichungssystems be-
kannt, die Aktivitdtsgrade aber zu ermitteln sind.

o Fertigprodukte
Von FP,, FP, und FP, sind 20, 10 und 5 ME herzustellen. Folglich muf entspre-
chend unserer Bedeutungsfestlegung fir die Symbole

Xs =20
Xg =10
X, =5
gelten.

® Zwischenprodukte
Fiir die Zwischenprodukte ZP, und ZP, soll voraussetzungsgemafl weder La-
gerbildung noch ein Zukauf méglich sein. Es sind deshalb genau so viele Men-
geneinheiten von diesen Produkten herzustellen, wie fiir die Produktion von x5
ME von FP,, x, ME von FP, und x; ME von FP; bendtigt werden. Anders
ausgedriickt gilt fir ZP,: Die Differenz zwischen den hergestellten Mengenein-
heiten von ZP, einerseits und den zur Produktion von FP,, FP, und FP; beno-
tigten Mengeneinheiten dieses Gutes andererseits soll genau gleich Null sein:

X3 —Tx5 —4xg —2x, =0
Entsprechend ergibt sich fiir ZP,:
X4 — 3x6 — 2%, = 0.

o Einsatzgiiter
Analog miissen von den Einsatzgiitern EG, und EG, genau soviel Mengenein-
heiten hergestellt werden, wie zur Herstellung von ZP, und ZP, bendtigt wer-
den:

X, —4x, — 8x, =0
Xy — 3X3 — 2%, = 0.

® NN-Restriktionen
Schliefllich sollen negative Werte fiir die Unbekanntenx, ..., x; ausgeschlossen
werden.

X1, X2, X3, X4, X5, X, X7 2 0.

Diese NN-Restriktionen besagen insbesondere, dafl eine Vernichtung vorhande-
ner Lagerbestdnde an Einsatzgiitern, Zwischen- und Endprodukten nicht zulds-
sig sein soll. Dabei steht der zuletzt angefithrte Ausdruck als Abkiirzung fiir das
Restriktionssystem
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X
X,

v v
e R ]

X, = 0.

Wir fassen simtliche Restriktionen, die ja gleichzeitig erfiillt sein sollen, zu einem
Restriktionssystem zusammen:

Xy —4x;—8xy =0
Xy — 3X3 — 2X, =0

X3 —Txs —4x6 —2x, = 0

X4 — 3%, —2x;= 0

Xs =20

Xe =10

Xx;= 5

Xy, Xp, X3, X4, X5, X, X972 0

Sie sehen, daB Tab. I-3 unmittelbar die Koeffizienten des Systemé dieser Gleichun-
gen in ihren jeweiligen Positionen wiedergibt.

6.2. Grundbeispiel 2: Absatzprognose

Im Anschlu3 an das Beispiel aus dem Produktionsbereich wollen wir uns nun naher
mit Fragestellungen aus dem Absatzbereich beschiftigen. Es soll zunichst unter-
sucht werden, wie sich der zukiinftige Marktanteil eines Anbieters abschitzen 1a6t.

Darstellung der betrachteten Ausgangssituation

Es sei ein Markt fiir einen bestimmen Zeitschriftentyp, ndmlich Reisemagazine,
betrachtet. Wir nehmen an, dafl monatlich etwa 50000 Exemplare verkauft werden,
wodurch das Marktvolumen nahezu ausgeschopft sei. Die 50000 Exemplare teilen
sich vollstindig auf drei monatlich erscheinende Magazine A, B und C auf. Ihre
Marktanteile haben sich bei etwa 20 %, 50 % und 30 % eingependelt. Trotzdem ist
zu beobachten, daB stets ein Teil der K4ufer beim Kauf im folgenden Monat zu
einem anderen Magazin iiberwechselt. Die Herausgeber des Magazins A iberlegen
nun, ob sie nicht auf das Ubergangsverhalten Einflu nehmen sollen, um so ihren
Marktanteil zu vergréern. So kénnte man etwa Uber eine verstirkte Abonnenten-
werbung versuchen, einen gréferen Teil von Kdufern an ihr Magazin zu binden.
Das von der Marktforschungsabteilung geschitzte neue Ubergangsverhalten ist in
Abbildung 1-3 auf der folgenden Seite veranschaulicht.

Die Zahlen an den Pfeilen geben dabei an, welche Anteile der Kaufer der Zeitschrift
1 (i = A, B, C) in dem folgenden Monat zur Zeitschrift j (j = A, B, C) iiberwech-
seln.

Folgende Fragen sollen — unter der Annahme gleichbleibender Ubergangshiufig-
keiten — beantwortet werden:

— Wie hoch sind die Marktanteile der Zeitschriften im ndchsten Monat (t = 1)?
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Monat Monat
t t+1

Abb. 1-3; Darstellung der (relativen) Ubergangshiufigkeiten zwischen den Magazinen A, B
und C

— Wie hoch sind die Marktanteile der Zeitschriften in den folgenden Monaten?

— Pendeln sich die Marktanteile der Zeitschriften lingerfristig bei bestimmten Wer-
ten ein?

Yorbemerkung

Auch im vorliegenden Fall kénnen die gestellten Fragen durch einfache Uberlegun-
gen beantwortet werden. So 148t sich der Marktanteil x4}’ des Magazins A im nich-
sten Monat (t = 1) anhand von Abb. I-3 ausrechnen:

x=02-05+0,5-0,2+03-0,4=0,32.
Entsprechend fiir die {ibrigen Marktanteile x§’ und x{:

xP=02-02+0,5-0,6+0,3-0,3=0,43
X0 =02-0340,5-0,2+0,3-0,3 =0,25.

Ausgehend von diesen Werten lassen sich analog die neuen Marktanteile x$’, x{2,
x fiir den iibernichsten Monat (t = 2), daraus wieder die Marktanteile in dem
darauffolgenden Monat (t = 3) usw. errechnen. Die Ergebnisse sind in Tab. [-5, auf
zwel Stellen nach dem Komma gerundet, zusammengestellt.

Nach der Periode 3 dndern sich die Marktanteile kaum noch. In einem Fall wie
diesem, in dem kein Unterschied zwischen den Anteilen in den Periodent — 1 und t
mehr festzustellen ist, wollen wir von einem Gleichgewichtszustand sprechen. Man
erhilt im vorliegenden Fall bereits fur kleine Werte von t Naherungswerte fiir die
Marktanteile im Gleichgewichtszustand, der hier existiert.

Offensichtlich erweisen sich die dargestellten Rechnungen als sehr aufwendig, wenn
eine Vielzahl von Magazinen zu betrachten ist. Es versagt auBerdem, wenn kein
Gleichgewichtszustand erreicht wird. Wir wollen deshalb ein Modell entwerfen, mit
dem wir feststellen kénnen, ob iliberhaupt ein solcher Gleichgewichtszustand exi-
stiert und wie er ggf. aussieht.
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Anteil
von A B C

t=0 0,20 0,50 0,30

t=1 0,32 0,43 0,25

t=2 0,35 0,40 0,25

t=3 0,36 0,38 0,26

t=1 0,36 0,38 0,26

Tab. I-5: Marktanteile der Magazine A, B und C
in den Monatent =0,1,2,3,...,1.

Mathematische Grofien und ihre Bedeutung im Modell
x{: Marktanteil des Magazins i (i = A, B, C) in der Periode t (t =0,1,2,...,1).

Modellformulierung
o Gleichgewichtszustand .
Unter Verwendung der angegebenen Symbole lassen sich unsere Uberlegungen
zur Entwicklung der Marktanteile von der Periode t — 1 zur Periode t wie folgt
formulieren:
0,5x4" Y 4+ 0,2x§ V4 0,4x8"Y = xY
0,2x4" 1 4+ 0,6x5 Y +0,3x87 1 =x§
0,3x{" Y 4+ 0,2x¢ V4 0,3x¢ D = x¥.
Existiert ein Gleichgewichtszustand, dann soll er — ohne Einschrinkung der All-

gemeingiiltigkeit — im Monat t — 1 eintreten. Fir einen Gleichgewichtszustand
muB aber

x® =x{~Y fiir i=A,B,C

gelten. Zur Vereinfachung lassen wir fiir den Gleichgewichtszustand aullerdem
die zeitliche Indizierung fort:

X; = ng) = xgi“”; i=A,B,C.
Somit erhalten wir das Gleichungssystem
0,5%, — 0,2x5 — 0,4x =0

—0,2x, +0,4x5 — 0,3xc =0
—0,3%, —0,2x5 + 0,7xc = 0.
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® Gesamtmarkt
Die Summe aller Marktanteile muB Eins ergeben:

XA +Xg+Xc=1.
® NN-Restriktionen
Xa,> X, Xc = 0.
Zusammengefaf3t: Zu untersuchen ist das Restriktionssystem

0,5x4 — 0,2x5 — 0,4xc =0
—0,2x, + 0,4x5 —0,3xc =0
—0,3x, —0,2x5 +0,7xc =0
s+ Xp+  xc=1
XA, Xg, xc 2 0.

Hat dieses System keine Losung, so existiert offensichtlich kein Gleichgewichtszu-
stand unseres Prozesses. Hat es genau eine Ldsung, so liegt damit der gesuchte
Gleichgewichtszustand mit den jeweiligen Marktanteilen vor. Wir kommen auf
dieses System in Kapitel IT und IV noch eingehend zuriick.

6.3. Grundbeispiel 3: Innerbetriebliche Leistungsverrechnung

Wihrend die bisher vorgesteliten Fallstudien vor allem Fragestellungen aus der
Such- bzw. Planungsphase behandelten, betrifft das folgende Grundbeispiel die
Kontrollphase.

Darstellung der betrachteten Ausgangssituation

Wir wollen uns als nichstes einer Fahrradfabrik zuwenden. Neben dem eigentli-
chen Hauptbetrieb der Radfertigung weist die Unternehmung auf dem Fabrikge-
lande noch drei Hilfsbetriebe auf, die bestimmte, bei der Radfertigung bendtigte
Leistungen bereitstellen. Es handelt sich dabei um einen Instandhaltungsbetrieb (I),
einen Betrieb zur Dampferzeugung (D) sowie den betrieblichen Fuhrpark (F). Die-
se drei Hilfsbetriebe geben nun aber nicht nur Leistungen an den Hauptbetrieb,
sondern auch untereinander ab. So fithrt etwa der Instandhaltungsbetrieb War-
tungs- und Reparaturarbeiten an den Fertigungsanlagen, aber auch an den Fahr-
zeugen des Fuhrparks sowie an den Dampferzeugungsanlagen durch. Die Anzahl
der in einem ausgewihlten Betrachtungszeitraum untereinander und nach auBen
(d.h. an den Hauptbetrieb) abgegebenen Leistungseinheiten sind fiir die Hilfsbe-
triebe in der folgenden Abbildung aufgefiihrt (vgl. Abb. 1-4).

Abb. I-4: Von den Hilfsbetrieben
100 abgegebene Leistungseinheiten
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Der Dampferzeugungsbetrieb stelite danach 15 Leistungseinheiten fiir den Fuhr-
park, 10 Leistungseinheiten fiir den Instandhaltungsbetrieb und 125 fiir den Haupt-
betrieb bereit. Dadurch entstanden natiirlich gewisse Kosten. So sind an Léhnen
und Gehdltern, anteiligen Abschreibungen sowie fiir von aufien bezogene Materia-
lien bei der Dampferzeugung 10000 DM, im Instandhaltungsbetrieb 20000 DM
und im Fuhrpark 25000 DM angefallen.

Die Abteilung fiir das Rechnungswesen mdchte nun eine Kalkulation durchfiihren,
die der Ermittlung der durchschnittlichen Kosten pro Stiick der verschiedenen Rad-
typen dient. In diese (durchschnittlichen) Stiickkosten sollen auch siamtliche von
den Hilfsbetrieben verursachten Kosten eingehen. Fiir die verschiedenen Radtypen
kennt man bereits die jeweils erforderliche Anzahl von Leistungseinheiten der Hilfs-
betriebe, die zur Herstellung eines Exemplares erforderlich ist. Das Rechnungswe-
sen hat deshalb die folgende Frage:

— Welche Kosten sind pro Einheit der von den Hilfsbetrieben bezogenen Leistun-
gen anzusetzen?

Die Bestimmung dieser Kosten gestaltet sich nicht so einfach, wie es vielleicht auf
den ersten Blick erscheinen mag. Sicherlich wire es falsch, die oben angefithrten
Kostenbetrige einfach durch die jeweilige, fiir den Hauptbetrieb bereitgestellte Lei-
stungsmenge zu dividieren. So kommen fiir jeden Hilfsbetrieb zu diesen Kosten
(Primdrkosten) noch Kosten fiir die von den anderen Hilfsbetrieben bezogenen
Leistungen (Sekunddrkosten) hinzu. Dieser neue Kostenbetrag ist dann aber nicht
nur auf die an den Hauptbetrieb abgegebenen Leistungen zu verteilen, sondern
auch auf diejenigen Leistungen, die von den iibrigen Hilfsbetrieben beansprucht
werden. Zur Ermittlung der auf einen Hilfsbetrieb entfallenden Sekundirkosten
miissen aber die Kosten pro Leistungseinheit der beiden iibrigen Hilfsbetriebe
schon bekannt sein. Die Kosten des Dampferzeugungsbetriebes lassen sich etwa
erst berechnen, wenn die Kosten pro Leistungseinheit des Fuhrparks und die Ko-
sten pro Leistungseinheit des Instandhaltungsbetriebes bekannt sind. Die Kosten
des Fuhrparks sind gleichermallen aber wieder abhingig von denjenigen der
Dampferzeugung und des Instandhaltungsbetriebes. Diese wechselseitigen Abhin-
gigkeiten verhindern offensichtlich eine sukzessive Berechnung der auf eine Lei-
stungseinheit bezogenen Kosten der Hilfsbetriebe. Wir werden stattdessen ein Mo-
dell formulieren, mit dessen Hilfe sich diese Kosten simultan bestimmen lassen.

Mathematische Gréfien und ihre Bedeutung im Modell
x;: Kosten pro Leistungseinheit des Hilfsbetriebes j (j = D, F, ).

Modellformulierung

@ Gesamtkosten eines Hilfsbetriebes

Betrachten wir zunichst den Hilfsbetrieb ,,Dampferzeugung*‘. Er hat insgesamt
150 Leistungseinheiten bereitgestellt, so daB ein Kostenbetrag in Hohe von
150 xp DM auf die anderen Hilfsbetriebe und den Hauptbetrieb zu verteilen sind.
Dieser Kostenbetrag setzt sich zusammen aus den Primérkosten in Héhe von
10000 DM sowie den Sekundirkosten fiir die von den {ibrigen Hilfsbetrieben
bezogenen Leistungen in Hohe von 10 xg + 100 x, DM. Da simtliche Kosten der
Dampferzeugung auf die bereitgestelliten Leistungen umgelegt werden sollen,
muB gelten:

150X, = 10000 + 10 X + 100X, .
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Analog ergibt sich fiir die beiden anderen Hilfsbetriebe

250X = 25000 + 100 x, + 15 x5
600%, = 20000 + 10Xp+ 40

@ Insgesamt umzulegende Kosten
Die dem Hauptbetrieb zuzurechnenden Kosten miissen identisch sein mit der
Summe aller in den Hilfsbetrieben angefallenenen Kosten:

125 xp + 200 x¢ + 400 x, = 55000

@ NN-Restriktionen
Negative Kosten pro Leistungseinheit miissen als Komponenten der Losung aus-
geschlossen werden:

Xp, Xp, X1 2 0.

Zusammengefalit: Es muB eine Lésung des folgenden Restriktionssystems gefun-
den werden:

150 xp — 10xg — 100x, = 10000
—15xp + 250 xg — 100 x;, = 25000
—10xp — 40xg + 600 x; = 20000

125 xp + 200 x¢ + 400 x; = 55000

XD, Xp» x20.

Erstmalig werden wir in Kapitel II auf dieses Grundbeispiel eingehen. Wir kommen
dann spéter noch einmal in Kapitel VI darauf zurick.

6.4. Grundbeispiel 4: Produktionsprogrammplanung

Beispiele der folgenden Art dienen iiblicherweise zur Einfithrung in die Lineare
Optimierung. Wir kommen dabei noch cinmal auf den Ihnen bereits bekannten
Fahrradhersteller zuriick.

Darstellung der Ausgangssituation

Die Fahrradfabrik produziert von einem Leichtmetalirad zwei Typen, ein Herren-
rad (H) und ein Damenrad (D). Beide Typen unterscheiden sich konstruktionsma-
Big im wesentlichen nur in zwei Punkten, dem Rahmen und der Gangschaltung.
Auch der Fertigungsproze8 ist weitgehend identisch. Gangschaltung, Lichtanlage
und Tretlager sowie verschiedene Kleinteile werden von Zulieferern bezogen, alle
iibrigen Teile (Rahmen, Schutzbleche etc.) selbst hergestellt. Die Montage, die sich
in zwei Stufen gliedert, erfolgt zentral:

In einer ersten Werkstatt werden hauptsdchlich vorbereitende Téatigkeiten ausge-
fiithrt. Der Rahmen wird zunidchst auf ein fahrbares Geriist gespannt. Dann werden
Gewinde gebohrt, Leitungen fiir die Lichtanlage verlegt, die Fithrungen fiir die
Gangschaltung angebracht usw. Alle diese Tétigkeiten werden Zug um Zug hinte-
reinander von einer Arbeitskraft ausgefiihrt. Sie bengtigt dafiir bei einem Herren-
rad im Durchschnitt etwa 15 Minuten, bei einem Damenrad — aufgrund des anders
gearteten Rahmens — etwas linger, namlich 20 Minuten. Insgesamt sind sechs Per-
sonen mit solchen vorbereitenden Tétigkeiten betraut.



30 Kapitel I: Einleitung

Zur Durchfithrung der verbleibenden Montagearbeiten (Anbringen des Lenkers,
der Pedale und der Schutzbleche, Einbau der Rader etc.) werden die Geriiste dann
in eine zweite Abteilung gerollt. Auch dort ibernimmt wieder jeweils eine Arbeits-
kraft simtliche anfallenden Montagevorginge. Im Durchschnitt benétigt sie hier-
fiir — gleichgiiltig ob es sich um ein Damen- oder um ein Herrenrad handelt — 20
Minuten. Fiinf Personen sind in dieser Werkstatt beschiftigt.

Gegenwirtig werden die Rider zum Preis von DM 200,— (Herrenrad) bzw.
DM 150,— (Damenrad) ausschlieBlich an Héndler — abgegeben. Es stellt sich nun
im Rahmen der monatlichen Produktionsplanung die Frage:

— Welche Stiickzahlen der Radtypen H und D sollen im kommenden Monat
(20 Arbeitstage von jeweils acht Stunden) hergestellt werden, damit der Umsatz
moglichst grof wird?

Dabei ist zu beachten, daf3 der Rahmenhersteller monatlich héchstens 800 Rahmen
far Herrenrdder und 2000 fir Damenréder liefern kann. Weiterhin soll es wegen der
unterschiedlichen Anspriiche an die Qualifikation der Beschéftigten nicht moglich
sein, Arbeitskrifte aus der ersten Werkstatt in der zweiten Werkstatt zu beschéfti-
gen und umgekehrt. Wegen der beengten Verhiltnisse am gegenwirtigen Standort
ist auch keine Lagerung der Fertigprodukte méglich. Somit sind Produktions- und
Absatzmengen identisch.

Mathematische Griofien und ihre Bedeutung im Modell

Xo: zu maximierender Umsatz des Planungszeitraums;
Xy: zu produzierende Anzahl von Herrenrddern;
Xp: zu produzierende Anzahl von Damenridern.

Modellformulierung

@ Zielfunktion und Zielvorschrift
Der zu maximierende Umsatz im Planungszeitraum ergibt sich als Summe der
mit den jeweiligen Verkaufspreisen multiplizierten Absatzmengen der Fertig-
produkte. Damit lauten die Zielfunktion

Xo = 200xy4 + 150x,
und die zugehorige Zielvorschrift
Xo — max!

® Restriktionen
— Produktion
Es muB fiir alle Werkstdtten gewéhrleistet sein, daf3 fiir das zu realisierende
Produktionsprogramm die jeweils benétigte Personalkapazitit die tatsachlich
vorhandene Kapazitiit nicht iiberschreitet. Letztere betrdgt in dem betrachte-
ten Monat fiir Werkstatt 1 (W,) (6 - 8 - 20 =) 960 Personenstunden und fir
Werkstatt 2 (W,) (5 - 8 - 20 =) 800 Personenstunden. Damit 148t sich formulie-
ren:

W, Yaxy + Y5xp £ 960
W, Yaxp + Yaxp < 800.

Die linke Seite jeder Ungleichung gibt fiir das zu realisierende Produktionspro-



