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Teil I
Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Kapitel 1
Grundiagen

1.1 Zufallsexperimente

Im taglichen Leben und in nahezu allen Anwendungsgebieten von Natur- und So-
zialwissenschaften werden oft Vorginge beobachtet oder Versuche durchge-
fubrt, die zufallsabhéngig sind oder als vom Zufall abhingig betrachtet werden.
Beispiele sind etwa das Wetter, Stauungen im StraBenverkehr, Warteschlangen
vor Bedienungsschaltern, das Zustandekommen der Aktienkurse, der Verlauf
einer Epidemie, die Durchfiihrung einer Meinungsumfrage, die Qualititskon-
trolle einer laufenden Produktion, die Entwicklung der Lage am Arbeitsmarkt,
Verdnderungen im Altersaufbau der Bevolkerung, usw. Diesen wirklichkeitsna-
hen und daher sehr komplexen Geschehnissen stehen einfachere Zufallsvorgéin-
ge aus der Theorie der Gliicksspiele gegeniiber, etwa Wiirfel-, Karten- oder Lot-
tospicle; von besonderer Bedeutung fiir die Statistik ist das Experiment der zufél-
ligen Ziehung einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit. Allen Beispielen ge-
meinsam ist, daf3 ein Vorgang abliduft oder ein Versuch durchgefiihrt wird, dessen
Ergebnis nicht im voraus bestimmbar ist. Solch ein Vorgang bzw. Experiment
wird Zufallsexperiment genannt; es besteht aus der Festlegung einer Versuchs-
anordnung und der Menge aller méglichen Ergebnisse, der sogenannten Ergeb-
nismenge. Diec Ergebnismenge wird mit Q bezeichnet, jedes Ergebnis w ist Ele-
ment von Q.

In den exakten Naturwissenschaften lassen sich viele Probleme (z.B. in der
Physik der freie Fall oder die Bewegung einer Ladung in einem Magnetfeld)
durch Experimente untersuchen, die bei geniigender Sorgfalt durch Einhaltung
konstanter Versuchsbedingungen stets das gleiche (oder doch annédhernd gleiche,
hochstens im Rahmen von MeBungenauigkeiten schwankende) Ergebnis bei
mehrfacher Wiederholung des Versuchs aufweisen. Die Ergebnismenge eines
solchen Experimentes besteht aus einem einzigen Element. Die deterministische
Betrachtungsweise — eine Ursache hat unter fest gegebenen Bedingungen eine
ganz bestimmte Wirkung — wird der Natur derartiger Vorginge gerecht und hat
fiir die Entdeckung von Gesetzen einen hohen Wert.

Anders ist die Situation in den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften, aber
auch in der Psychologie, Medizin und Biologie. In vielen Féllen erlaubt die unge-
heure Komplexitat der betrachteten Systeme und der darin ablaufenden Vorgin-
ge weder die Einhaltung vorgegebener Versuchsbedingungen noch die Anwen-
dung genauer Me@verfahren, oft 1aBt sich ein Experiment nicht einmal geplant
durchfiihren, geschweige denn unter konstanten Bedingungen wiederholen. Ei-
ne rein deterministische Betrachtungsweise kann das Zusammenwirken ganzer
Biindel von Ursachen und Einflu8groien nicht erfassen und liefert praktisch kei-
nen Erklarungswert fiir die betrachteten Phinomene. ZweckmaBiger ist es, sol-
che Vorginge mit Hilfe stochastischer Modelle zu erklaren, die Experimente ais
Zufallsexperimente aufzufassen, deren Ergebnisse neben ihrer Abhingigkeit
von einigen hauptsichlichen Faktoren (soweit erkennbar und erklarungsniitz-
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lich) auch als zufallsabhingig angesehen werden. Wie dabei deterministische von
stochastischen Komponenten abgegrenzt werden, ob ein Vorgang tiberhaupt sto-
chastische Komponenten enthélt oder eher als rein deterministisch einzustufen
ist, ist in diesem Zusammenhang eine eher pragmatische als erkenntnistheoreti-
sche Frage.

Zur Verdeutlichung der Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung werden wir
im folgenden oft sehr einfache Beispiele benutzen, in denen diese Fragen erst gar
nicht auftauchen.

Beispiel 1.1

Ein Wiirfel wird geworfen. Die moglichen Ergebnisse dieses Zufallsexperimentes sind die
sechs verschiedenen Augenzahlen, die Ergebnismenge ist Q = {1,2,3,4,5,6}.

Beispiel 1.2

Zwei (unterscheidbare) Wiirfel werden auf einmal oder ein Wiirfel wird zweimal hinterein-
ander geworfen. Jedes Ergebnis w dieses Zufallsexperimentes besteht aus einem Zahlen-
paar (i, j), wobei i und j jeweils eine der sechs Augenzahlen sind. Die Ergebnismenge Q2 be-
steht aus allen 6 - 6 = 36 solchen Zahlenpaaren. — Allgemein: Das Zufallsexperiment ,.ein
Wiirfel wird n mal geworfen* besitzt eine Ergebnismenge mit 6" Elementen, jedes Ergebnis
istein n-Tupel von Augenzahlen.

Beispiel 1.3

Aus einer Grundgesamtheit von N Elementen werden zuféllig und ohne Zuricklegen n Ele-
mente gezogen, 1 = n < N, wobei es auf die Reihenfolge, in der die Elemente gezogen wer-
den, nicht ankommen soll. (Man kann sich auch vorstellen, daB die n Elemente der Grund-
gesamtheit mit einem Griff entnommen werden.) Als Ergebnis dieses Zufallsexperimentes
kann jede Teilmenge von n Elementen auftreten. In Abschnitt 3.1.1 wird gezeigt, daB es

N solche Teilmengen gibt. Die Ergebnismenge Q, die Menge aller dieser Teilmengen, hat
also 0 Elemente. - Dazu als Zahlenbeispiel die Zichung der Lottozahlen: AusN = 49 Ku-

geln, die mit den Zahlen 1 bis 49 beschriftet sind, werden zufillig und ohne Zuriicklegen
n = 6 Kugeln gezogen; die Reihenfolge spielt keine Rolle. (Die sogenannte Zusatzzahl, die
Zichung einer siebten Kugel, wird au8er acht gelassen.) Als Ergebnis kann jede Teilmenge
von 6 Elementen, also z.B. {3, 11, 15, 24, 30, 42} auftreten. Es gibt

= 13983816

(49) 490 49.48-47-46-45-44
6/ 6431 1-2:3-4-5-6

derartige Teilmengen. (Die ,,Chance* fiir ,scchs Richtige* ist 1 zu 13983816. Diese Aussa-
ge werden wir spéter mit Hilfe der Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsdefinition prazisie-
ren.)

Beispiel 1.4

Eine Miinze wird so oft geworfen, bis zum erstenmal ,, Zahl“ erscheint; man interessiert sich
fiir die Anzahl der dazu crforderlichen Wiirfe. Die Ergebnisse dieses Zufallsexperimentes
sind die Zahlen 1, 2, 3, ... usw. Ergebnismenge ist die Menge der natiirlichen Zahlen. Man
kann Q durch keine noch so grofle Zahl n beschrinken; denn es ist moglich, daf n mal hin-
tereinander ,,Kopf* erscheint, auch wenn dies fiir gro3es n sehr unwahrscheinlich ist. Im
Unterschied zu den ersten drei Beispielen ist Q hier eine (abzidhlbar) unendliche Menge.

Beispiel 1.5

Ein Kunde begibt sich mit einem Paket zur nichstgelegenen Poststelle, von der er weil3, da
sie nur einen Paketannahmeschalter hat. Er interessiert sich fiir seine Wartezeit, die er vor
dem Schalter bis zu seiner Bedienung verbringen muf3. Bevor er die Post betritt, kennt er
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die Linge der Schlange vor dem Paketschalter nicht. Seine Wartezeit kann daher zwischen
0 (falls kein Kunde vor dem Schalter steht) und irgendeiner maximalen Zeit T (auf die es uns
hier nicht ankommt) schwanken. Mif3t er die Wartezeiten in Minuten, so lautet die Ergeb-
nismenge dieses Zufallsexperimentes {0, 1, 2, ..., T}. Man kann aber auch Fragen der Mef3-
genauigkeit auBer acht lassen und die Zeit als kontinuierliche GroBe betrachten (Zeitkonti-
nuum), ein Standpunkt, der bei zeitabhingigen Zufallsvorgingen hiufig eingenommen
wird. In unserem Beispiel ergibt sich dann als Ergebnismenge die Menge aller reellen Zah-
len zwischen 0 und T. (Dies ist eine {iberabzédhibar unendliche Menge.)

1.2 Ereignisse

Zu cinem Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge € betrachtet man ncben
den cinzelnen Ergebnissen vor allem Ercignisse: Ein (zufalliges) Ereignis ist eine
Teilmenge von Q. Wir bezeichnen Ercignisse mit groBen lateinischen Buchsta-
ben A, B usw.. Mansagt, das Ercignis A tritt ein, wenn das Zufallsexperiment ein
Ergebnis o liefert, das zu A gehort (Element von A ist).

Beispiele: In Beispiel 1.1 (Werfen eines Wiirfels) kann das Ereignis A, daf ei-
ne Fiinf oder Sechs gewiirfelt wird, betrachtet werden; A = {5, 6}. In Beispiel 1.2
(Werfen zweier Wiirfel) ist das Ereignis, daBl ein Pasch gewiirfelt wird, mit der
Teilmenge {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)} identisch.

Auch ein einzelnes Ergebnis w 146t sich als Ereignis auffassen, nidmlich als die
einelementige Teilmenge {®w} von Q. Diese Ereignisse hei3en Elementarereig-
nisse. Die Ergebnismenge Q selbst (als unechte Teilmenge von Q) ist ein Ereig-
nis, das bei jedem Ergebnis des Zufallsexperimentes eintritt, und hei3t deshalb
das sichere Ereignis. Entsprechend heifit die leere Menge @ (als Teilmenge von
Q2) das unmégliche Ereignis.

Die mengentheoretischen Operationen (Bildung von Vereinigung, Durch-
schnitt und Komplement) lassen sich unmittelbar in die ,,ereignistheoretische
Sprache* libersetzen. Sind A und B Teilmengen von 2, so bedeuten

ANB das Ereignis ,,A und B“, das genau dann eintritt, wenn sich ein w ergibt,
das zu A und B gehort,

AUB das Ereignis ,,A oder B“, das genau dann eintritt, wenn sich ein w ergibt,
das zu A oder B gehort (,,oder” im nicht ausschlieBenden Sinn),

A das Ereignis ,,nicht A“, das genau dann eintritt, wenn sich ein w ergibt, das
nicht zu A gehort,

A\B das Ereignis ,,A aber nicht B, das genau dann eintritt, wenn sich ein w er-
gibt, das zu A aber nicht zu B gehort.

Zwei Ereignisse A und B, die nicht gemeinsam eintreten konnen, fiir die also
ANB=@ (das unmdbgliche Ereignis) ist, nennt man unvereinbar oder disjunkt.

Beispiel 1.6

Wirbetrachten in Beispiel 1.2 (Werfen zweier Wiirfel) die Ereignisse
A: .eswird ein Pasch gewirfel™

B: .die Summe dererzielten Augenist grofier oder gleich 10~

C: .die Summe dererziclten Augenistkleiner oder gleich 3+,

B und C sind unvereinbare Ercignisse. Weiterhin gilt:

ANB = {(5.9).(6,6)}

ANC = {(1.1)}
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AUC

(1,1), (1,2),(2,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5.,5), (6,6)}
A\B (1

{
{(1.1),(2,2),(3,3), (4.4)}

Jedem Ereignis A eines reinen Zufallsexperimentes soll eine Wahrscheinlich-
keit zugeordnet werden, welche die Chance fiir das Eintreten von A beschreibt.
Dazu ist es nicht immer zweckmiBig, jede Teilmenge von Q als Ereignis in Be-
tracht zu ziehen. Ist Q eine iiberabzdhlbare Menge, so treten mathematisch tiefer
liegende Schwierigkeiten auf, wenn man jeder Teilmenge von Q eine Wahr-
scheinlichkeit zuordnen will: Ist € die Menge der reellen Zahlen oder ein Inter-
vall reeller Zahlen, so konnte man unter Umstidnden keine stochastischen Model-
le bilden, die das Zufallsexpcriment addquat beschreiben, z.B. keine Modelle mit
stetigen Verteilungen*). Aus diesem Grund muf3 man gegebenenfalls neben der
Ergebnismenge Q auch noch eine Klasse (Menge) von Ereignissen festlegen, die
dem Zufallsexperiment als zugehdrig betrachtet werden soll. In der Wahl einer
solchen Klasse ist man nicht frei: Zunichst wird verlangt, daB alle Ereignisse, die
in praktischen Anwendungen auftreten kénnen, zur Klasse gehdren. Dariiber
hinaus sollen die genannten mengentheoretischen Operationen innerhalb der
Klasse durchfiihrbar sein, das heifit genauer: Mit einem Ereignis A soll stets auch
A zur Klasse gehdren und mit endlich oder abzihlbar unendlich vielen Ereignis-
sen sollen stets auch alle daraus herstellbaren Durchschnitte und Vereinigungen
zur Klasse gehoren. Eine Klasse mit diesen Eigenschaften nennt man eine Ereig-
nisalgebra (genauer: Ereignis-o-Algebra). Ist Q endlich oder abzihlbar unend-
lich, so kann stets die Menge aller Teilmengen, die sogenannte Potenzmenge von
Q als Ereignisalgebra gewihlt werden, ohne daB die oben genannten Schwierig-
keiten auftreten. Auch fiir iberabzihlbare Ergebnismengen €2 lassen sich im all-
gemeinen Ereignisalgebren konstruieren, die diese Schwierigkeiten vermeiden:
Sie sind in der Regel kileiner als die Potenzmenge von Q, aber doch grof} genug,
um alle in Theorie und Praxis benétigten Ereignisse zu enthalten. Ist Q z.B. die
Menge der reellen Zahlen, so 148t sich eine derartige Ereignisalgebra bilden, die
alle Zahlenintervalle als Ereignisse enthilt. Auf die damit zusammenhéingenden
Fragen konnen wir hier nicht eingehen. Wir setzen fur das Folgende voraus, daf3
einem Zufallsexperiment mit seiner Ergebnismenge auch stets einc geeignete Er-
eignisalgebra zugeordnet ist, ohne diese eigens zu erwihnen.

1.3 Wahrscheinlichkeit

Es ist heute Oblich, die Wahrscheinlichkeitstheorie als ein Teilgebiet der Mathe-
matik zu betrachten und die Wahrscheinlichkeit mathematisch formal durch
Axiome zu definieren. Diese Vorgangsweise, der wir uns anschliefen werden, ist
berechtigt, wenn man dabei im Auge behalt, dafl durch sie nur eine Theorie tiber
den rechnerischen Umgang mit Wahrscheinlichkeiten, also eine Wahrscheinlich-
keitsrechnung und keine Theorie iiber die Wahrscheinlichkeit sclbst zustande
kommt. Eine umfassende Wahrscheinlichkeitstheorie hitte ihren Gegenstand
unter den drei folgenden Gesichtspunkten zu betrachten:

e die inhaltliche Bedeutung des Begriffes Wahrscheinlichkeit,
e die mathematisch formale Definition der Wahrscheinlichkeit,
e die numerische Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten.

*) Vgl. Abschnitt 2.3
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Die Frage nach der Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes steht in en-
gem Zusammenhang mitdem Problem der Begriindung induktiver Schiiisse, dem
sogenannten Induktionsproblem. Ein Induktionsschluf ist ein Schlufl vom Ein-
zelnen, Besonderen auf etwas Allgemeines, GesetzméaBiges. Ein solcher Schlufy
fiihrt liber die Aussage der Pramisse hinaus. Thm kann daher keine absolute Ge-
wiBBheit, sondern nur ein gewisser Grad an Sicherheit, genannt Wahrscheinlich-
keit, zukommen. Das Induktionsproblem, insbesondere auch die Frage, mit wel-
chem Wahrscheinlichkeitsbegriff der Sicherheitsgrad eines induktiven Schlusses
ausgedriickt werden soll, fithrt uns in den Bereich der Philosophie, genauer der
induktiven Logik.

Neben Aristoteles (384-322 v. Chr.) waren esin der Antike vor allem die Epiku-
reer, orientiert an der Heilkunde, die sich diesem Bercich der Philosophie widme-
ten™). Thre Schriften waren jedoch in Vergessenheit geraten und wurden erst im
19. Jahrhundert wiederentdeckt. Nach der Antike befalte sich erst wieder die
Philosophic der Neuzeit mit dem Induktionsproblem. Zu erwihnen sind hier aus
der Zeit der Renaissance vor allem Galileo Galilei (1564-1642), der die Mcthode
der Induktion in dic Physik cinfithrte, und Francis Bacon (1561-1626), der als Be-
griinder einer empirisch eingestellten Wissenschaft gilt und den Utilitdtsgesichts-
punkt des Wissens betonte (,,Wissen ist Macht*). Thren entscheidenden Anstof3
aber erfuhr die induktive Logik durch David Hume (1711-1776), dessen Werk ei-
nen Hohepunkt des englischen Empirismus, der philosophischen Gegenbewe-
gung zum Rationalismus, bildet. Er hat als erster die Problematik der induktiven
SchluBweise in voller Schirfe aufgezeigt und Induktionsschlisse als Wahrschein-
lichkeitsschliisse formuliert. In dieser englischen Tradition stehen auch William
Whewell (1794-1866), der cinc Geschichte der induktiven Wissenschaften
schrieb, und John Stuart Mill (1806-1873), der ein System logischer Regeln fiir in-
duktive Schliisse aufstellte und als Begriinder der induktiven Logik als formale
Wissenschaft angesehen wird. Von den Philosophen unseres Jahrhunderts, dic
sich dem Induktionsproblem gewidmet haben, sind vor allem Hans Reichenbach
(1891-1953), Rudolf Carnap (1891-1970), Karl Raimund Popper (1902-1994) und
Wolfgang Stegmiiller (1923-1991) zu nennen. Daneben haben sich auch innerhalb
der Grundlagenforschung der Statistik verschiedene Theorien zur Stiitzung stati-
stischer Schliisse (im Sinne induktiver Schliisse, man denke an einen Schluf3 von
ciner Stichprobe auf einc Grundgesamtheit) entwickelt, die mit unterschiedli-
chen Auffassungen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes verbunden sind. In erster
Linic ist hicr der grofc englische Statistiker Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) zu
nennen, derden AnstoB3 und entscheidende Anregungen fiir derartige statistische
Theorien gab.

Dieses Gebiet einer Wahrscheinlichkeitstheorie, das teils im Bereich der in-
duktiven Logik, teils in der Grundlagenforschung der Statistik seine Heimat hat,
kénnen wir hier nicht behandeln. Nur andeutungsweise sollen in Abschnitt 1.3.4
einige Wahrscheinlichkeitsbegriffe skizziert und in Teil 1l verschiedene Konzepte
fiir die Stiitzung statistischer Induktionsschliisse vorgestellt werden. Dem Leser,
dessen Neugier auf eine philosophische oder wissenschaftstheoretische Behand-
lung des Induktionsproblems geweckt wurde, werden vor allem die Arbeiten von
Carnap [1945, 1952, 1967], Carnap und Jeffrey [1971], Carnap und Stegmiiller
[1972], Essler [1970], Hacking [1984], Kneale [1966], Lakatos [1968], Reichen-
bach [1932, 1935, 1983], Stegmiiller [1973] und de Wright [1965] empfohlen. Auch
die wichtigsten Werke der oben genannten Philosophen und Grundlagenforscher

*) Vgl. dazu Essler [1970]
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auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik sind im Literatur-
verzeichnis angegeben.

Der zweite Gesichtspunkt, die mathematisch formale Definition der Wahr-
scheinlichkeit, hat die Entwicklung von Rechenregeln und Gesetzen zum Ziel,
denen die Wahrscheinlichkeiten gehorchen. Von dieser Wahrscheinlichkeits-
rechnung wollen wir in Teil I dic wichtigsten und einfachsten Bausteine kennen-
lernen. Thre axiomatische Grundlage wurde 1933 durch den russischen Mathema-
tiker Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903-1987) geschaffen. Die Axiome
werden in Abschnitt 1.3.3 vorgestellt.

Auf den dritten Gesichtspunkt, die Frage nach der numerischen Bestimmung
von Wahrscheinlichkeiten, gehen wir in Abschnitt 1.3.5 ein.

In der geschichtlichen Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie sind diese
drei Gesichtspunkte stets prisent, treten aber nur selten begrifflich voneinander
getrennt auf. Insbesondere wurde in die mathematische Definition der Wahr-
scheinlichkeit die Art ihrer numerischen Bestimmung mit einbezogen. Die bei-
den auch heute noch wichtigsten Definitionen dieser Art gehen auf Laplace und
von Mises zuriick.

1.3.1 Die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition

Der franzosische Mathematiker und Astronom Pierre Simone de Laplace (1749-
1827) hat die zu seiner Zeit bekannten wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe
und Gesetze lehrbuchmafBig zusammengefafit. Sein Hauptwerk ,, Théorie analyti-
que des probabilités* erschien 1812, zwei Jahre spéter folgte ,,Essai philosophi-
que sur les probabilités“.

Als Ausgangspunkt der Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt allgemein der Brief-
wechsel zwischen den franzosischen Mathematikern Blaise Pascal (1623-1662)
und Pierre de Fermat (1601-1665) im Jahr 1654. Ausgelost wurde er durch Cheva-
lier de Méré, der Pascal cinige Fragen liber Gliicksspiele stellte, unter anderem ci-
ne Frage nach der gerechten Aufteilung der Einsétze bei Abbruch cines Spicls™).
Der hollandische Physiker und Mathematiker Christiaan Huygens (1629-1695)

sie zu dem 1657 verdffentlichten ersten Buch iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung
..De ratiociniis in ludo aleac*. Dieses Buch regte Jakob Bernoulli (1654-1705), ci-
nen Baseler Mathematikprofessor, an, sich mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
zu befassen. Sein Werk . Ars conjectandi*, das 1713 posthum verdffentlicht wur-
de, enthilt bereits so wichtige Dinge wic dic Kombinatorik, dic Binomialvertei-
lung (Bernoulliverteilung) und das spezielle Gesetz der gro3en Zahlen (Thecorem
von Bernoulli). SchlieBlich sind vor Laplace noch zu erwihnen: der nach England
gefliichtete Hugenotte Abraham de Moivre (1667-1754), dessen Buch . The doc-
trin of chances® [1718] in ciner spéteren Auflage zum crstenmal dic Normalver-
teilung (als Grenzverteilung der Binomialverteilung) enthilt, und der englische
Pfarrer Thomas Bayes (1702-1761) mit seinem Aufsatz ., An ¢ssay towards solving
a problem in the doctrine of chances”. 1763 posthum verdéffentlicht, der das be-
kannte Bayessche Theorem zum Inhalt hat,

*) Diesc Fragen sind Gegenstand einiger Ubungsaufgaben am Ende des Kapitels.

“*) Die Bricfe sind in den .(Eouvres complétes de Blaise Pascal™ [1963] und den (Eouvres
de Pierre de Fermat™ [1891-1922} wiedergegeben. Man vergleiche auch Hald [1990], cine
ausfiihrliche Darstellung der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Cardano
(1501-1576) bis de Moivre (1667-1754).
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Alle diese Wahrscheinlichkeitstheoretiker bestimmten die Wahrscheinlichkeit
(Chance) fiir das Eintreten eines Ereignisses A, indem sie die Anzahl der fir A
ginstigen Fille (der Fille, in denen A eintritt) mit der Anzahl aller méglichen
Fille verglichen, wobei angenommen wurde, daf3 jeder Fall gleichmoglich (im
Sinne von gleichwahrscheinlich) ist. Ein ,,Fall* ist gleichzusetzen mit einem Er-
gebnis des betreffenden Zufallsexperimentes. Die Kunst der Berechnung von
Wabhrscheinlichkeiten bestand (und besteht zum Teil heute noch) aus der Kunst
des richtigen Abzahlens. Dabei wird ,,richtig® gezdhlt, wenn man das Zufallsex-
periment mit seiner Ergebnismenge so formuliert, daB alle Ergebnisse als gleich-
wahrscheinlich angesehen werden kénnen. Laplace erhob diese Berechnungsart
zur Definition der Wahrscheinlichkeit. Wir legen zunichst fest:

Ein Laplace-Experiment ist ein Zufallsexperiment mit einer endlichen Ergeb-
nismenge Q, bei dem jedes Ergebnis gleichwahrscheinlich ist.

Damit lautet die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition:

In einem Laplace-Experiment ist die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereig-
nisses A definiert als

Anzahl der fiir A glinstigen Falle
Anzahl aller moglichen Fille

P(A) =

Anzahl der Elemente von A
Anzahl der Elemente von Q

Die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Ergebnisses w, genauer jedes Elemen-
tarereignisses {®}, ist demnach in einem Laplace-Experiment

P({w})= —I}T , N = Anzahl der Elemente von Q.

Beispiel 1.7

Wir betrachten das Zufallsexperiment ,,Werfen zweier Wiirfel“, dessen Ergebnismenge Q
aus allen 36 Zahlenpaaren (i, j) besteht, wobei i und j jeweils eine der sechs Augenzahlen ist
(vgl. Beispiel 1.2). Man kann annehmen, daf3 jedes dieser Ergebnisse gleichwahrscheinlich
ist, so daf es sich hier um ein Laplace-Experiment handelt:

P{(,)}) = 3_16 fiir jedes Ergebnis (i, j).

Dabei wird fiir i # j zurecht zwischen den Ergebnissen (i, j) und (j, i) unterschieden. Das Er-
eignis

A -Es werden die Augenzahlen i und j geworfen*

ij:

kann ndmlich fir i # j auf zweierlei Weise zustandekommen: Der eine Wiirfel ergibt die Au-
genzahli, der andere j oder umgekehrt. Alsoist fiiri+j

A;={(,]j),(j,1)} keinElementarereignis. Es gilt:
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P(Ay) = % - 1_18 firi+j, wahrendsichfiri=j

P(A)=P({(,D)) = ¢ ergibt

Hétte man die A;; auch fiiri # j als Elementarereignisse aufgefa3t und dementsprechend ei-
ne Ergebnismenge aus nur 21 Elementen konstruiert, so wire die Gleichwahrscheinlich-
keitsannahme verletzt und die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition nicht anwend-
bar. Der Ubung halber bestimme man die Wahrscheinlichkeiten der in Beispiel 1.6 angege-
benen Ereignisse A: ,,es wird ein Pasch geworfen, B: , die Summe der erzielten Augen ist
groBer oder gleich 10“ und C: ,,die Summe der erzielten Augenist kleiner oder gleich 3“. Sie
lauten:

6 6 3

Beispiel 1.8

Aus einer Urne mit fiinf Kugeln, zwei weiBlen und drei schwarzen, werden mit einem Griff
zufillig zwei Kugeln gezogen. Es kann angenommen werden, daf3 dabei jede Teilmenge von
zwei aus fiinf Kugeln die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, ausgewdhlt zu werden. Um dieses
Zufallsexperiment als Laplace-Experiment betrachten zu kdnnen, hat man jede solche Teil-
menge als ein mogliches Ergebnis aufzufassen. Zur Formulierung der Ergebnisse missen
auch gleichfarbige Kugeln unterscheidbar gemacht werden. Wir numerieren dazu die Ku-
gelnin der Urne mit den Zahlen 1 bis 5, wobei die weien Kugeln gerade und die schwarzen
ungerade Nummern erhalten. Die Ergebnismenge €2 besteht dann aus den folgenden 10
gleichwahrscheinlichen Ergebnissen:

o, ={1,2} w,={1,3} wy={1,4} w, = {1,5} ws = {2,3}
0, ={2,4} w, = {2,5} wg = {34} w, = {3,5} g = {4,5}

In der Regel sind hier nur die drei Ereignisse A,: ,,Unter den beiden gezogenen Kugeln sind
k weiBBe“, k = 0, 1, 2, von Interesse. Deren Wahrscheinlichkeiten sind:

3

P(Ag) =P ({0, wp,00}) = 35
6

P(A)) =P ({w;, 03, 0s, 07, 0g, W19}) = 10

P(A) =P ({)= 5.

1.3.2 Die von Misessche Wahrscheinlichkeitsdefinition

Etwa hundert Jahre nach Laplace entwickelte der 6sterreichische Mathematiker
Richard von Mises (1883-1953) eine neue Definition der Wahrscheinlichkeit (von
Mises [1919, 1928]), die sich auf die relative Hiufigkeit in langen Versuchsreihen
stiitzt. Bevor wir darauf eingehen, wollen wir einen Blick auf die Zeit zwischen
Laplace und von Mises werfen. Was war in dieser Zeit geschehen? Die Antwort
kann kurz gefait werden: Innerhaib der Wahrscheinlichkeitsrechnung viel, in der
Entwicklung ihrer Grundlagen wenig. Die Aufmerksamkeit galt der bereits von
Laplace eingeleiteten naturwissenschaftlichen Anwendung.
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In seiner Theorie der MeB3- und Beobachtungsfehler begriindete Carl Friedrich
Gauf (1777-1855) die Bedeutung der Normalverteilung (GauB-Verteilung), ver-
besserte den von de Moivre gefundenen Grenziibergang und entwickelte die Me-
thode der kleinsten Quadrate, die er als erster in einen Zusammenhang mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung brachte. Siméon Denis Poisson (1781-1840) verall-
gemeinerte das Theorem von Bernoulli, schuf dafiir den Namen ,loi des grands
nombres* (,,Gesetz der groflen Zahlen*) und entwickelte die nach ihm benannte
Poisson-Verteilung (Poisson [1837]). Auf Auguste Bravais (1811-1863) gehen die
Anfinge der Korrelationsrechnung zuriick. Dariiber hinaus wurde die Entwick-
lung der Statistik vor allem in England und RuBland vorangetrieben.

Die englische Schule stand unter dem Einfluf3 der revolutiondren Entwicklung
der Biologie durch Charles Robert Darwin (1809-1882). Sie konzentrierte sich auf
Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und vor allem Statistik im bio-
logischen Bereich. Als Vater dieser Schule kann Sir Francis Galton (1822-1911)
gelten, ein Anhédnger und Vetter Darwins. Er entwickelte die Regressionsrech-
nung und fiihrte die Methode der kleinsten Quadrate zur Berechnung der Re-
gressionskurve ein. Auf ihn geht tibrigens der Name Normalverteilung zuriick.
Sein engster Mitarbeiter und Nachfolger als Haupt der Schule war Kar! Pearson
(1857-1936), der Begriinder der modernen Biometrie. Er entdeckte die 4>-Ver-
teilung wieder, die vor ihm schon bei Friedrich Robert Helmert (1843-1917) aufge-
taucht war, entwickelte den ¥>-Anpassungstest, die Gamma- und Betaverteilung
und fiihrte die Korrelations- und Regressionsrechnung fort. Weiterhin sollen ge-
nannt werden: George Udny Yule (1871-1951) mit seinen Arbeiten tiber Vierfel-
dertafeln zu Beginn dieses Jahrhunderts und William Sealy Gosset (1876-1937),
ein Mathematiker und Bierbrauer, der 1908 seine Arbeiten iiber die t-Verteilung
unter dem Pseudonym Student veroffentlichte. Den Hohepunkt der angelsdchsi-
schen Schule bilden der bereits erwiahnte R. A. Fisher sowie Egon Sharpe Pearson
(1895-1980) und Jerzey Neyman (1894-1981). Neben zahlreichen Verfahren auf
dem Gebiet der Schitz- und Testtheorie verdanken wir Fisher vor allem die stati-
stische Theorie der Versuchsplanung und grundlegende Konzepte zur Begriin-
dung statistischer Schlisse, darunter insbesondere das Likclihood-Konzept (vgl.
Abschnitt 7.3). E. S. Pearson, ein Sohn Karl Pearsons, und J. Neyman haben die
heutige Testtheorie (vgl. Kapitel 9) und das Konzept der Konfidenzschitzung
(vgl. Abschnitt 8.2) entwickelt. Fisher, Neyman und Pearson sowie der Begriin-
der der statistischen Entscheidungstheorie, der Osterreicher Abraham Wald
(1902-1950) haben — jeweils verschiedene — Grundpfeiler der modernen (indukti-
ven) Statistik geschaffen und diirfen als ihre geistigen Viter angesehen werden.

Die russische Schule war der reinen Mathematik wesentlich enger verbunden
als die englische. Sie behandelte dic Wahrscheinlichkeitsrechnung als ein Teilge-
bict der Mathematik: Thr Griinder ist der Mathematiker Pafnuti Lwowitsch
Tschebyscheff (1821-1894), der vor allem durch die nach ihm benannte Tscheby-
scheff-Ungleichung (vgl. Abschnitt 2.6.7) und einer Verallgemeinerung des Pois-
sonschen Gesetzes der grofien Zahlen bekannt ist. Seine bedeutendsten Schiiler
waren Andrej Andrejewitsch Markoff (1856-1922), auf den dic Theorie der Mar-
koff-Ketten, cinem Teilgebiet der stochastischen Prozesse, zuriickgeht, und Ale-
xander Michailowitsch Ljapunoff (1857-1918), der als erster den zentralen Grenz-
wertsatz (vgl. Abschnitt 4.2) in seiner heutigen Form bewies. Unter den jingeren
Vertretern sind Alexander Jakowlewitsch Chintschin (1894-1959) und der bereits
genanntc A. N. Kolmogoroffhervorzuheben.
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Im Gegensatz zur Laplaceschen ist die von Misessche Wahrscheinlichkeitsdefi-
nition empirisch orientiert. Sie lautet:

Die Wahrscheinlichkeit P (A) cines Ereignisscs A ist gleich dem Grenzwert
der relativen Haufigkeiten des Auftretens von A in ciner unendlichen Fol-
ge unabhingiger Wiederholungen des betreffenden Zufallsexperimentes.

Dazu ergeben sich sofort zwei Fragen: Existiert der genannte Grenzwert iiber-
haupt, d.h. konvergiert die Folge der relativen Héufigkeiten gegen eine feste
Zahl? Und: Was soll man unter einer Folge unabhingiger Wiederholungen ver-
stehen? Beide Fragen versuchte von Mises durch den Begriff des Kollektivs zu be-
antworten.

Zur Erlauterung dieses Begriffes schreiben wir in einer Folge von Wiederho-
lungen jedesmal eine 1 oder 0 auf je nachdem, ob bei der betreffenden Wiederho-
lung A eintritt oder nicht. Auf diese Weise 148t sich jede Folge von Wiederholun-
gen durch eine Folge von Nullen und Einsen darstellen. Eine solche Folge heif3t
nach von Mises ein Kollektiv, wenn sie zwei Forderungen erfiillt: Erstens miissen
die relativen Haufigkeiten der in ihr auftretenden Einsen gegen eine feste Zahl,
sagen wir p, konvergieren, und zweitens mufl diese Konvergenzaussage (mit
demselben Grenzwert p) giiltig bleiben beziiglich jeder Teilfolge, die man aus der
urspringlichen Null-Eins-Folge auswiahlen kann, sofern die Auswahl unabhéngig
vom Ausgang der jeweiligen Wiederholung, also nur im Hinblick auf die Stelle
der Wiederholung erfolgt (Stellenauswahl). Die zweite Forderung nennt von Mi-
ses das Regellosigkeitsaxiom. Es besagt, daf3 eine Null-Eins-Folge keinem Bil-
dungsgesetz gehorchen darf, wenn sie ein Kollektiv sein soll. Mit anderen Wor-
ten: Ein Kollektiv ist cine zufdllige Folge.

Der v. Misessche Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt den interes-
santen Versuch dar, den Zufallsbegriff als Ausgangspunkt zu setzen und daraus
den Wahrscheinlichkeitsbegriff abzuleiten.

Beispielsweise wird man die Null-Eins-Folge
1t o0o1o0o101o0o10 ...,

in der sich die Eins und Null stets genau abwechseln (Bildungsgesetz), nicht als
zufillige Folge ansehen. Sie bildet auch kein Kollektiv im v. Misesschen Sinne:
Die Folge der relativen Haufigkeiten der Eins, ndmlich

konvergiert zwar gegen cinc feste Zahl, ndmlich gegen p = 1/2; wihlt man aber
aus der Null-Eins-Folge jedes Glied, das an ungerader Stelle steht, aus, so crhilt
man cine Folge, dic aus lauter Einsen bestcht, fiir welche die relativen Haufigkei-
ten der Eins mithin sdmtlich gleich 1 sind, also gegen 1 (und nicht gegen 1/2) kon-
vergieren. Das Regellosigkeitsaxiom ist nicht erfillt.

Gegen die v. Misessche Definition der Wahrscheinlichkeit auf der Grundlage
des Kollektivbegriffes werden vor allem die folgenden Einwénde erhoben:
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1) Der Kollektivbegriff ist in sich widerspriichlich: Die Eigenschaft der Regello-
sigkeit ist mit der Konvergenz der relativen Haufigkeiten unvereinbar.

2) In der Realitdt kénnen immer nur endlich viele Wiederholungen durchge-
fiihrt, also nur ein erster Abschnitt von n Gliedern der Null-Eins-Folge beob-
achtet werden. Wie kann man damit iiberpriifen, ob dieser endliche Abschnitt
der Anfang einer unendlichen Folge ist, welche die beiden Kollektiveigen-
schaften besitzt?

3) Selbst wenn man voraussetzt, daf3 die ersten n Glieder den Anfangsabschnitt
eines Kollektivs bilden, bleibt die Frage offen, wie grol n mindestens sein
muf}, um P (A) mit einer vorgegebenen Genauigkeit aus den relativen Héufig-
keiten zu bestimmen.

Sofern man sich auf die v. Misesschen Arbeiten selbst beruft, sind diese Ein-
winde gegen die Definition der Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relativer Héu-
figkeiten auch zutreffend. In der nachfolgenden Entwicklung auf diesem Gebiet,
die sich vor allem mit der Frage nach einer tragfihigen Definition einer Zufalls-
folge befalte, konnten diese Einwiinde jedoch entkriftet werden. Dic wesentli-
chen Stationen auf diesem Weg sind die Aufsitze von A. H. Copeland [1932], A.
Wald [1937],J. Ville [1939], A. Church[1940], A. N. Kolmogoroff[1965], P. Mar-
tin-Lof [1966, 1970 und C. P. Schnorr[1969. 1971], dessen Monographie ,,Zufél-
ligkeit und Wahrscheinlichkeit® einen gewissen Abschluf3 dieser Entwicklung
darstellt. Diese Arbeiten sind jedoch nur einem mathematisch fortgeschrittenen
Leser verstindlich.

Gegeniiber der auf den Kolmogoroffschen Axiomen aufbauenden Wahr-
scheinlichkeitsrechnung hat die auf von Mises zuriickgehende Theorie der Wahr-
scheinlichkeit den Vorteil, auch fiir den Begriff des Zufalls eine Erkldrung anzu-
bicten. Warum hat sie sich dennoch nicht durchsctzen kénnen? Wohl aus zwei
Griinden: Erstens wegen des hohen Grades an Komplexitét, der bereits in ihren
Grundbegriffen vorhanden ist, und zweitens, weil sic keine reichere, sondern
wohl eher eine drmere Theorie als die Kolmogoroffsche darstellt, wenn man als
Kriterium die Menge der innerhalb einer Theorie giiltigen Aussagen (beweisba-
ren Sitze) heranzicht.

1.3.3 Die axiomatische Grundlage der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Der v. Misessche Versuch einer Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
hat sich als ungeeignet herausgestellt. Die Laplacesche Definition der Wahr-
scheinlichkeit ist aus logischen Griinden nicht haltbar: Die zu definierende Grofle
»Wahrscheinlichkeit wird innerhalb der Definition in der Annahme gleich-
,wahrscheinlicher* Ergebnisse bereits vorausgesetzt. Auch andere, weniger be-
kannte Versuche (z.B. J. Venn [1866] oder J. v. Kries [1886]) waren nicht erfolg-
reicher, so daf3 noch bis weit ins 20. Jahrhundert hinein eine tragfihige Grundlage
der Wahrscheinlichkeitsrechnung fehlte. Auf diesen Umstand machte auch der
bedeutende Mathematiker David Hilbert (1862-1943) in einem im Jahre 1900 ge-
haltenen Vortrag iiber ungeloste Probleme der Mathematik aufmerksam. Seit
Hilbert hat sich die axiomatische Methode zur Begriindung einer (mathemati-
schen) Theorie durchgesetzt. Danach werden die grundlegenden Begriffe nicht
mehr explizit definiert, sondern nur noch Eigenschaften von ihnen und Beziehun-
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gen zwischen ihnen durch Axiome festgelegt. Nach Vorarbeiten anderer Mathe-
matiker®) gelang es A. N. Kolmogoroff im Jahre 1933, ein solches Axiomensy-
stem fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung aufzustellen, das seiner Einfachheit
und Allgemeinheit wegen heute fast ausnahmslos als Begriindung dieser Theorie
anerkannt wird.

Welche Eigenschaften kénnen nach Kolmogoroff zur Charakterisierung der
Wabhrscheinlichkeit herangezogen werden? Zur Beantwortung dieser Frage hal-
ten wir uns vor Augen, dal} nur solche Eigenschaften in Betracht kommen, die
auch die Laplacesche und die v. Misessche Auffassung der Wahrscheinlichkeit
aufweisen; denn die Kolmogoroffschen Axiome sollen nicht im Gegensatz zu die-
sen historischen Begriffen stehen; vielmehr sollen sie die in ihnen enthaltenen in-
tuitiven Vorstellungen tiber die Wahrscheinlichkeit in eine logisch einwandfreie
Definition einbetten. An den oben angegebenen ,,Definitionen* nach Laplace
und von Mises erkennt man nun, daf in beiden Fillen die Grofle P(A), die als
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A erklart wurde, die folgenden Eigenschaf-
ten besitzt:

Erstens ist P (A) eine nichtnegative reelle Zahl. Zweitens ist fiir das sichere Er-
eignis P (©2) = 1. Und drittens gilt fiir zwei disjunkte Ereignisse A und B stets:
P(AUB) =P (A) + P (B).

Die ersten beiden Eigenschaften sind unmittelbar klar. Die dritte Eigenschaft
ergibt sich bei Laplace, weil fiir zwei disjunkte Ereignisse A und B die Anzahl der
Elemente von AUB gleich der Summe aus der Anzahl der Elemente von A und
derjenigen von B ist. Bei von Mises erhilt man sie folgendermaBBen: Bezeichnet
man der Reihe nach mit m, m; und m, die Anzahl der Versuche, in denen AUB
bzw. A bzw. B unter n Versuchswiederholungen auftreten, so gilt, da wegen der
Disjunktheit A und B immer nur getrennt auftreten konnen: m = m; + mj,, also
auch fiir die relativen Haufigkeiten % = n% + n—: .

Diese drei Eigenschaften bilden den wesentlichen Kern der Kolmogoroffschen
Axiome. Zu ihrer Formulierung rufen wir uns noch einmal den Ausgangspunkt,
insbesondere die Betrachtung tiber Ereignisalgebren gegen Ende von Abschnitt
1.2,in Erinnerung:

In einem Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge @ werden Ereignisse
(Teilmengen von Q) betrachtet, denen eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet wer-
den soll. Die Menge aller dieser Ereignisse soll eine Ereignisalgebra bilden, eine
Forderung, die man bei Kolmogoroffin Form eines eigenen Axioms findet. Wir
wollen sie, wie oben dargelegt, stets stillschweigend als erfiillt voraussetzen und
daher nicht als eigenes Axiom erwihnen. (Strenggenommen beziehen sich die
folgenden Aussagen auf Ereignisse einer zugrunde gelegten Ereignisalgebra; mit
»fir alle Ereignisse” 0.4. ist stets gemeint , fiir alle Ereignisse, die zu der Ereig-
nisalgebra gehoren*.)

*) Broggi[1907], ein Schiiler Hilberts, und Reichenbach [1932]
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Die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung lauten:

Axiom 1: Jedem Ereignis A ist eine nichtnegative reelle Zahl P (A), ge-
nannt die Wahrscheinlichkeit von A, zugeordnet.

Axiom 2: (Normierung) P (Q) = 1.

Axiom 3a: (Additivitit) Fir zwei disjunkte Ereignisse A und B gilt stets:
P(AUB) =P (A) + P (B).

Axiom 3b: (Volistindige Additivitdt) Fiir abzidhlbar unendlich viele, paar-

weisc disjunkte Ereignisse A}, A,, A;, ... gilt stets

Die Axiome 1, 2 und 3a entsprechen den oben erwihnten drei Eigenschaften.
Fiir Zufallsexperimente mit endlichem Q kommt man damit auch aus. Das gegen-
liber Axiom 3a stirkere Axiom 3b (aus der vollstindigen Additivitit folgt die blo-
Be Additivitat, Axiom 3a hitte daher auch weggelassen werden kénnen) ist nur
fiir unendliche Ergebnismengen Q von Bedeutung.

Dicse Axiome legen die Wahrscheinlichkeit nur in formaler Hinsicht fest. Sie
enthalten keine Hinweise auf dic Beantwortung der Fragen, welche inhaltliche
Bedcutung der Wahrscheinlichkeit zukommt und wic man die Wahrscheinlich-
keit cines Ercignisses bestimmen kann. Dies ist aber nur scheinbar cin Mangel,
denn dic Offenheit der Axiome gegeniiber verschiedenen Interpretationen und
Bestimmungsmethoden hat den Grad ihrer allgemeinen Anerkennung nur er-
héht.

Eine Rechtfertigung ertahren diese Axiome zum einen durch die Tatsache, da3
sie mit den vorhandenen intuitiven Auffassungen der Wahrscheinlichkeit nach
Laplace und v. Mises vereinbar sind, zum anderen durch die Vielfalt der Resulta-
te, die man aus ihnen in Form beweisbarer Sitze gewinnen kann. Darunter spielt
das Gesetz der grofien Zahlen (vgl. Abschnitt 4.1) eine besondere Rolle: Es stellt
den v. Misesschen Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeit und den re-
lativen Héaufigkeiten in Form eines beweisbaren Satzes dar.

1.3.4 Objektive, subjektive und logische Wahrscheinlichkeit

Auf dic Frage, wic man den Begriff ,,Wahrscheinlichkeit* verstehen und inter-
pretieren soll, gibt es keine eindeutige Antwort. Man unterscheidet heute drei
verschiedene Auffassungen der Wahrscheinlichkeit. Alle drei haben die ge-
schichtliche Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie von Anfang an beglei-
tet. Diese drei Wahrscheinlichkeitsbegriffe sollen hier kurz {(und ohne Anspruch
auf wissenschaftstheoretische Exaktheit) beschrieben werden.

a) Objektive Wahrscheinlichkeit

Eine weitverbreitete Betrachtungsweise ist die Auffassung der Wahrscheinlich-
keit als eine objektive GroBe: Einem zufilligen Ereignis A ist ,seine* Wahr-
scheinlichkeit P (A) als objektives Attribut zugeordnet, man sagt auch, A besitzt
die Wahrscheinlichkeit P(A). Innerhalb eines Zufallsexperimentes ist P(A) ein
»tatsdchlicher®, vom jeweiligen Betrachter unabhingiger Wert. Charakteristisch
fiir diesen objektivistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff ist die Hdaufigkeitsinter-
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pretation der Wahrscheinlichkeit: Bezeichnet man mit r,, (A) dic relative Haufig-
keit, mit der A unter n unabhéngigen Durchfiihrungen des Zufallsexperimentes
cintritt, so ist P(A) derjenige Wert, in dessen Nihe sich dic Folge der r, (A) mit
wachsendem n ,stabilisiert™. Man spricht deswegen auch von ciner frequentisti-
schen Auffassung der Wahrscheinlichkeit. Diese Interpretation, dic sich durch
das Gesctz der groien Zahlen rechtfertigen 146t, stellt auch eine MeBvorschrift
dar, nach der ecine unbekannte Wahrscheinlichkeit P(A) bestimmt wird. Die An-
hdnger dicser Wahrscheinlichkeitsauffassung, man nennt sic kurz Objektivisten,
diirfen daher strenggenommen nur dann von der Wahrscheinlichkeit cines Ercig-
nisses reden, wenn dicses zu einem belicbig oft wicderholbaren Zufallsexperi-
ment gehdrt. (Dic Wahrscheinlichkeit dafir, dall ¢s morgen regnet, ist fiir cincn
Objcktivisten cine sinnlose Grofe. ) Die entschiedensten Vertreter dieses Wahr-
scheinlichkeitsbegriffes, der wohl zum erstenmal bei Abraham de Moivre auf-
taucht, sind Richard v. Mises und Abraham Wald sowic Egon S. Pearson und Jer-
zey Neyman. Da sich aus den Axiomen Kolmogoroffs das Gesetz der groficn Zah-
len herleiten 146t, konnen diese als mathematische Formalisicrung der objekti-
ven Wahrscheinlichkeit dienen. Man sagt dazu kurz: Dic objektive Wahrschein-
lichkeit erfiillt die Kolmogoroftschen Axiome. Damit ist fiir diese Auffassung der
Wabhrscheinlichkeit cine tragfihige mathematische Theorie vorhanden.

b) Subjektive Wahrscheinlichkeit

Kaum weniger verbreitet ist die Auffassung der Wahrscheinlichkeit als eine sub-
jektive Grofle: Einem Ereignis A wird vom jeweiligen Betrachter eine Wahr-
scheinlichkeit P(A) zugeordnet, die ausdriicken soll, welche Eintrittschance der
Betrachter dem Ereignis beimifit. P(A) ist ein vom Betrachter, insbesondere von
dessen Kenntnisstand, abhéngiges und damit subjektives Attribut von A. Ver-
schiedene Personen kénnen demselben Ereignis unterschiedliche Wahrschein-
lichkeiten zuweisen. Charakteristisch fiir diesen subjektivistischen Wahrschein-
lichkeitsbegriff ist die folgende Interpretation der Wahrscheinlichkeit als grofiter
Wettquotient.

Der Person, die dem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuordnen soll,
wird eine Wette auf das Eintreten von A angeboten, mit der Auszahlung a (einem
Geldbetrag, den sie erhilt, wenn A eintritt) und dem Einsatz e (den sie auf das
Eingehen der Wette zahlen muB3). Als Entscheidungskriterium wird die Gewinn-
erwartung zugrunde gelegt: Ist der erwartete Gewinn der Wette grofier als Null,
so geht die Person die Wette ein, ist er kleiner als Null, lehnt sie dic Wette ab, und
ist er gleich Null, so ist sie der Wette gegeniiber neutral. Mit der Wahrscheinlich-
keit P(A) gewinnt die Person den Betrag a — e, mit der Wahrscheinlichkeit P (A)
=1 - P(A)*) verliert sie den Betrag e. Der erwartete Gewinn (Verlust = nega-
tiver Gewinn) ist also gleich**)

(a—e)P(A)+ (—e)P(A) =aP(A) —e.

*) Vgl. Regel (1.3) in Abschnitt 1.4.
**) Naiheres liber den Erwartungswert findet man in Abschnitt2.6.4.
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Er ist genau dann nichtnegativ, wenn gilt P (A) = %. Daher geht die Person ge-

. . . € .
nau dann auf die Wette ein, wenn der sogenannte Wettquotient . kleiner als

P (A) ist. Wird nun die Wette (bei e = 0 beginnend) mit wachsenden Einsatzen
und konstant bleibender Auszahlung a wiederholt angeboten, so folgt: Die sub-
jektive Wahrscheinlichkeit P (A) ist gleich dem grofiten Werttquotienten, zu dem die
Person gerade noch bereit ist, die Wette auf das Eintreten von A einzugehen (ge-
nauer: sie nicht abzulehnen).

Diese Festlegung der subjcktiven Wahrscheinlichkeit bedarf einer wesentli-
chen Modifikation. Sie beruht auf der Erfahrungstatsache, daB3 eine Person ihre
Entscheidung, auf cine angebotene Wette einzugehen, nicht ausschlieB3lich vom
Wert des Wettquotienten abhingig macht: Hat z.B. die Person eine subjektive
Wahrscheinlichkeit von P (A) = 0.1 und wird die Wette auf A mit der Auszahlung
a =1 DM angeboten, so ist sic in der Regel bereit, cinen Betrag von ¢ = 10 Pfein-
zusetzen; wird aber dic Wette auf A mit a = 1000 DM angeboten, so ist es frag-
lich, ob die Person cinen Einsatz von ¢ = 100 DM dagegen setzt, obwohl in beiden
Fillen der Wettquotient gleich ist. Dieser Umstand wird beriicksichtigt, wenn
man statt der reinen Geldbetrage den Nutzen betrachtet, den die Person dem Ge-
winn eines bestimmten Betrages beimift (bzw. den Schaden, den sic durch den
Verlust eines Betrages erfihrt). Grundlage der Betrachtung wird dann die (sub-
jektive) Nutzenfunktion u = u (x) der Person: u (x) bezeichnet den Nutzen, der
dem Besitz (Kassenbestand) von x DM beigemessen wird (wobei vorausgesetzt
wird, daf3 der Nutzen durch cine reelle Zahl ausdriickbar ist). In der Regel kann
man sich u (x) als cine monoton wachsende Funktion vorstellen, deren Zuwichse
(Steigungen) mit groBer werdendem x kleiner werden (Gesetz vom fallenden
Grenznutzen). Typisches Beispiel einer solchen Funktion ist u(x) = logx. Als
Entscheidungskriterium dient nun der Erwartungswert des Nutzens: Die Wette
wird genau dann cingegangen, wenn der Erwartungswert des Nutzenzuwachses
durch die Wette grofier als Null ist.

Wir erkennen, dall man auf diese Weise zugleich mit der subjektiven Wahr-
scheinlichkeit auch den Begriff des Nutzens erkldren muf}: Grundlage einer sub-
jektiven Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein gemeinsames Axiomensystem fiir
.» Wahrscheinlichkeit* und ,,Nutzen*. In einem solchen System wird das rationale
Verhalten einer Person in Entscheidungssituationen beschrieben. ,,Subjektivi-
sten” bringen daher die Wahrscheinlichkeitstheorie in mehr oder weniger enge
Verbindung mit der Entscheidungstheorie.

Eine subjektive Wahrscheinlichkeitsauffassung findet man schon bei Huygens
und Laplace. Die wichtigsten modernen Vertreter sind neben Frank Plumpton
Ramsey (1903-1930) vor allem Bruno de Finetti (1906-1986) und Leonhard Jim-
mie Savage (1917-1971). Die von ihnen entwickelten Axiomensysteme, die in der
Sprache hypothetischer Wetten formuliert sind, lassen den Nachweis zu, daf3 die
subjektive Wahrscheinlichkeit die Kolmogoroffschen Axiome erfiillt. (Uneinge-
schrankt gilt dies nur fiir die Axiome 1, 2 und 3a; das Axiom 3b ist bei Subjektivi-
sten umstritten, kann aber ohne starke Einschrankung mit hinzugenommen wer-
den; vergleiche dazu auch Richter [1972].) Damit liegt auch fiir diese Auffassung
der Wahrscheinlichkeit eine tragfihige mathematische Theorie vor, und zwar
dieselbe wie fiir den objektivistischen Begriff. Zwischen subjektiver und objekti-
ver Wahrscheinlichkeit besteht in mathematisch formaler Hinsicht kein Unter-
schied.
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¢) Logische Wahrscheinlichkeit

Die logische oder induktive Wahrscheinlichkeit wird vornehmlich im Bereich der
Philosophie (induktiven Logik) betrachtet. Es handelt sich dabei um die am An-
fang dieses Abschnitts erwahnte Wahrscheinlichkeit, die als Bestdtigungsgrad des
Schiusses von einer Primisse auf eine Conclusio aufgefafit wird. Die logische
Wahrscheinlichkeit ordnet daher nicht einem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit
zu, wie wir es bisher gewohnt waren, sondern stellt eine Relation zwischen zwei
Aussagen dar. Bezeichnen wir die Conclusio mit A und die Pramisse mit B, so 1463t
sich diese Relation in der Form P (A; B) schreiben mit der folgenden Interpreta-
tion: P (A; B) = p bedeutet ,,der Bestatigungsgrad durch die Pramisse B fiir die
Conclusio A ist gleich p*“. Im Gegensatz zur objektivistischen und subjektivisti-
schen Auffassung stellt die logische Wahrscheinlichkeit eine zweistellige Relation
dar. Dabei spielt in ihrer Anwendung als Stiitzung induktiver Schliisse die Con-
clusio A die Rolle einer Hypothese in Form eines allgemeinen Gesetzes, wiahrend
die Pramisse B das Beobachtungsdatum in Form einzelner Fille, kurz eine Stich-
probe darstelit. Damit wird ,P (A; B) = p* gleichbedeutend mit ,,der Bestiti-
gungsgrad durch die Stichprobe B fiir die Hypothese A ist gleich p“. Man erkennt
die herausragende Bedeutung des logischen Wahrscheinlichkeitsbegriffes fiir die
induktive Statistik.

An einer mathematischen Formalisierung dieses Begriffes, der zum erstenmal
bei Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) auftaucht, haben Johannes v. Kries
(1853-1928), John Maynard Keynes (1883-1946) — vor seiner Hinwendung zur Na-
tionalékonomie —, Friedrich Waismann (1896-1959) und die bereits genannten R.
Carnap und K. R. Popper gearbeitet. Gleichwohl gibt es bis heute noch keine all-
gemein anerkannte mathematisch operationale Theorice fiir die logische Wahr-
scheinlichkeit —ihr fehlt eine Wahrscheinlichkeitsrechnung —so daf sie trotz ihrer
Bedeutung in begrifflicher Hinsicht bisher keine Anwendung zur Begriindung
statistischer Schliisse finden konnte. Wir werden daher den logischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff innerhalb dieses Lehrbuches ausklammern miissen.

1.3.5 Die Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten

SchlieBlich haben wir noch auf den dritten Gesichtspunkt einzugehen, unter dem
man den Wahrscheinlichkeitsbegriff betrachten muf}, auf die Frage ndmlich, wie
man die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ereignisses A numerisch bestimmen
kann (wenn P (A) nicht aus den Wahrscheinlichkeiten anderer Ereignisse herleit-
bar ist). Auf diese Frage gibt es im wesentlichen drei Antworten. Alle drei sind
oben bereits angesprochen worden und sollen hier nur noch einmal zusammenge-
stellt werden.

a) Empirische Bestimmung

Das Zufallsexperiment, bei dem A eintreten kann, wird n mal unabhéngig von-
einander wiederholt. Die relative Hdiufigkeit r, (A), mit der unter den n Versu-
chen A eingetreten ist, dient als Naherungswert fiir P (A). Diese Bestimmungs-
methode, die von Mises zu einer Definition von P (A) erheben wollte, liefert ei-
nen vom Betrachter unabhangigen Wert fiir P (A) und geht daher von P (A) als
einer objektiven Wahrscheinlichkeit aus. Zu ihrer Anwendung muf} man voraus-
setzen konnen, daB3 das betreffende Zufallsexperiment beliebig oft und unabhin-
gig voneinander wiederholt werden kann. Bei dieser Methode wird von einer Be-
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obachtung (Stichprobe) auf die unbekannte Wahrscheinlichkeit geschlossen. Es
handelt sich daher um eine empirisch induktive Methode. Derartige Verfahren
sind Gegenstand der induktiven Statistik und werden in Teil IT ausfiihrlich behan-
delt. Wir werden dort r, (A) als Schitzung fiir P(A) betrachten und kennenler-
nen, wie ,.gut* dicsc Schitzung ist, das heiflt wie nahe r, (A) bei P (A) liegt. Ins-
besondere werden wir ermitteln, wie grof3 n mindestens sein muf}, damit man
P(A)miteiner vorgegebenen Genauigkeit bestimmen kann.

b) Subjektive Bestimmung

In vielen Fillen kann man aus 6konomischen oder ethischen Griinden von einem
Zufallsexperiment nur eine relativ kleine Anzahl von Wiederholungen durchfiih-
ren oder beobachten, oft gibt es — gerade im wirtschaftlichen oder sozialen Be-
reich — Zufallsvorgdnge, die eine gewisse Einmaligkeit besitzen. Beispiele dafiir
sind etwa die wirtschaftliche Lage im kommenden Jahr, die Nachfrage nach ei-
nem neuen Produkt, der Konkurs einer Aktiengesellschaft, der Ausgang einer
Bundestagswahl, das Ausmaf einer Katastrophe, usw. Die empirische Bestim-
mung von Wahrscheinlichkeiten liefert dann entweder zu ungenaue Ergebnisse
oder ist vollig unméglich. In solchen Situationen kann man die unbekannte
Wahrscheinlichkeit P (A) eines Ereignisses A als eine subjektive Wahrscheinlich-
keit auffassen und ihren Wert aufgrund sachkundiger Einschitzung durch einen
oder mehrere Experten ermitteln. Zur zahlenméBigen Festlegung einer nur mehr
oder weniger unbewufit vorhandenen subjektiven Wahrscheinlichkeit kann man,
wie oben ausfiihrlich dargestellt, das Instrument Aypothetischer Wetten benutzen.
Bei der Inanspruchnahme eines Experten-Gremiums sollten die Richtlinien der
sogenannten Delphi-Methode beachtet werden, die man bei Kirsch u.a. [1973]
findet.

c¢) Bestimmung nach Laplace

Grundlage dieser klassischen Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten ist die soge-
nannte Gleichwahrscheinlichkeitsannahme, die besagt, daf3 das betrachtete Zu-
fallsexperiment eine endliche Ergebnismenge € besitzt, in der jedes Ergebnis
gleichwahrscheinlich ist (Laplace-Experiment, s.0.). In einem solchen Fall muf3
aufgrund der Kolmogoroffschen Axiome fiir die Wahrscheinlichkeit P (A) eines
Ereignisses ACK gelten:

Anzahl der Elemente von A

P(A)= Rnzahlder Elemente von &

Man kann daher P (A) nach der Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsdefinition
als Quotient aus ,,Anzahl der fiir A giinstigen Fille“ und ,,Anzahl aller moglichen
Fille* bestimmen. Diese Bestimmung ist nicht empirisch orientiert, sie geschieht
vor jeder Beobachtung von Ergebnissen des Experimentes, ist also eine a priori
Methode. (Im Gegensatz dazu stellt die empirische Bestimmung eine a posteriori
Methode dar.) Zur Begriindung der Gleichwahrscheinlichkeitsannahme wird das
schon von Laplace benutzte Prinzip vom unzureichenden Grund herangezogen:
Ist kein zureichender Grund ersichtlich, der irgendein Ergebnis vor einem ande-
ren bevorzugt erscheinen 14Bt, so betrachte man jedes Ergebnis als gleichwahr-
scheinlich. In diesem Prinzip, auf dessen Problematik wir nicht eingehen, kénnen
objektive und subjektive Elemente enthalten sein. Objektive Elemente kommen
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zur Geltung, wenn man die sachlichen Versuchsbedingungen als Kriterium fiir
die Nichtbevorzugung eines jeden Ergebnisses heranzieht. Dabei spielen Sym-
metrie- und Mischungseigenschaften des Experimentes eine besondere Rolle.
(Fir einen symmetrischen Wiirfel ist jede Augenzahl gleichwahrscheinlich. Bei
einem Kartenspiel hat jede Verteilung der Karten an die Spieler die gleiche
Wabhrscheinlichkeit, wenn man vorher die Karten gut mischt.) Subjektive Ele-
mente kommen zum Tragen, wenn man den Wissensstand des Betrachters zum
Kriterium macht: Ist dem Betrachter kein Grund fiir die Bevorzugung irgendei-
nes Ergebnisses bekannt, so ist er berechtigt, jedem Ergebnis die gleiche Wahr-
scheinlichkeit zuzuordnen. Dementsprechend kann die Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit nach Laplace sowohl subjektivistisch als auch objektivistisch orien-
tiert scin.

Zusammenfassend halten wir als unsere Grundlage fest:

Wir behandeln die Wahrscheinlichkeitsrechnung auf der Grundlage der
Kolmogoroffschen Axiome. Dabei lassen wir die Auffassung der Wahr-
scheinlichkeit als eine objektive oder subjektive GroéBe zu. Je nach konkre-
tem Anwendungsfall ist die eine oder die andere Betrachtung zweckmaBgi-
ger. Die Rechenregeln und Gesetze sind fiir beide Standpunkte dieselben.
Die numerische Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit erfolgt —situations-
bedingt — entweder a priori nach Laplace oder subjektiv oder a posteriori
empirisch.

1.4 Einige Rechenregeln

Wir wollen hier einige Regeln fiir den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten aus den
zugrunde gelegten Axiomen herleiten. Diese Regeln werden fiir uns genauso
selbstverstandlich werden wie die Axiome selbst. Betrachtet wird ein Zufallsex-
periment mit der Ergebnismenge € und beliebigen Ereignissen A, B usw. Die
beiden ersten Regeln lauten:

(1.1) P(A) =1
(1.2) P(D)=0

Mit ihnen lassen sich die Axiome 1 und 2 abrunden zu:

Fiir jedes beliebige Ereignis A gilt 0=PA)=1
Fiir das sichere Ereignis € ist P(Q)=1
Fiir das unmogliche Ereignis @ ist P(©@)=10

Beweise zu (1.1) und (1.2):

Da A und A disjunktsind, gilt nach Axiom3a: P(AUA) =P (A) + P (A)
Wegen AUA = Q erhilt man aus Axiom 2: P(AUA) =1
Es ergibt sich:

(*) P(A)+P(A)=1
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Nach Axiom 1ist P (A) = 0; daher folgt aus (¥): P (A) < 1. Regel (1.2) folgt aus
(%), indem man A = Q, A = @ einsetzt.

Unmittelbar aus (%) folgt:

(1.3) | PA)=1-P() |

Zur Herleitung der nichsten Regel gehen wir von der Situation ACB aus. In
diesem Fall ist B = AU(ANB), so daf nach Axiom 3a folgt: P (B) = P (A) +
+ P (ANB). Daraus ergibt sich: P (B) = P (A). Wir haben also bewiesen:

(1.4) | Aus ACB folgt: P(A) =P (B) |

27770,
007

A As A,

Ay

Abb. 1

Eine weitere Regel betrifft eine Zerlegung von : Man sagt, die Ereignisse A,
A,, ..., A, bilden eine (endliche) Zerlegung von Q, wenn sie paarweise disjunkt
sind und wenn A|UA,U...UA, = Q ist. Fur irgendein weiteres Ereignis B gilt
(vgl. Abbildung 1): B = (BNA,) U(BNA,) U... U(BNA,). Daraus erhilt man
mit Hilfe von Axiom 3:

Bilden A, ..., A, eine Zerlegung von L, so gilt fir jedes
(1.5) Ereignis B:

P(B) = izil P(A,NB)

SchlieBlich wollen wir noch den Additionssatz fiir zwei beliebige (nicht not-
wendig disjunkte) Ereignisse herleiten. Er lautet:

(1.6) | P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB) |

Beweis:

Mit Hilfe von Abbildung 2 erkennt man:

AUB = (ANB) U (ANB) U (ANB)
A =(ANB) U(ANB)
B = (ANB) U (ANB)
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Abb.2

Dabei werden jeweils auf den rechten Seiten Vereinigungen disjunkter Ereig-
nisse gebildet. Nach Axiom 3 folgt:
P(AUB) =P (ANB) + P (ANB) + P (ANB)
P(A) P (ANB) + P (ANB) B
P(B) P (ANB) + P(ANB)

Ein Vergleich dieser drei Gleichungen liefert den Satz (1.6).

(T

Beispiel 1.9

Wir betrachten das Zufallsexperiment ,,Zweimaliges Werfen eines Wiirfels*, dessen Ergeb-
nismenge Q aus allen 36 Zahlenpaaren (i, j) besteht, die als gleichwahrscheinlich angesehen
werden (Laplace-Experiment). A sei das Ereignis ,,Sechs im ersten Wurf* und B das Ercig-
nis ,,Sechs im zweiten Wurf“. Dann ist AUB das Ereignis ,,mindestens eine Sechs unter den
beiden Wiirfen*“. Wir wissen:

P(A)=P(B)= é und P (ANB) = P ({(6,6)}) = 3_16 .Nach Satz (1.6) erhalten wir daraus:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = %+ % _%:%

1.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten die bedingte Wahrscheinlichkeit zunédchst im Spezialfall eines La-
place-Experimentes. Dic Ergebnismenge © habe N Elemente. Darin scicn A und
B zwei Ercignissc: A besitze k Elemente, B besitze | Elemente und ANB besitze
m Elemente. Dannist

k

P(A)=x P(B)=% und P(ANB) =g

Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeit von B mit dem zusétzlichen Wis-
sen, daf3 A eingetreten ist bzw. unter der Annahme, daf3 A eintritt. Wir nennen
dies die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A und bezeich-
nen sie mit P (BIA). Die Kenntnis, da} A eingetreten ist, reduziert die urspriing-
liche Ergebnismenge Q auf die Teilmenge A; von den N méglichen Fillen ver-
bleiben nur noch k; darunter gibt es m Fille, in denen B eintritt, nimlich die Ele-
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mente von ANB. Unter der Bedingung, daf A eingetreten ist, gibt es also m fiir
B giinstige Falle unter k (gleichwahrscheinlichen) méglichen Féllen. Daher gilt:

P(BIA) = % Mit der Umformung
m _m/N _P(ANB)

k kN P(A)
erhalten wir in Laplace-Experimenten den Zusammenhang

_P(ANB)
P(BIA) = “P@A)
Diese Beziehung wird.benutzt, um P (BIA) fiir beliebige Zufallsexperimente
zu definieren:
Mit P (BiA) bezeichnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von B unter der
Bedingung A (d.h. unter dem Wissen oder der Annahme, daB A eingetreten ist
bzw. eintritt). Sie ist fur P (A) # 0*) definiert als

P (ANB)

Aus dieser Definition ergibt sich unmittelbar der sogenannte Multiplikations-
satz fiir zwei beliebige Ereignisse A und B:

(1.8) | P(ANB)=P(BIA)P(A) |

Beispiel 1.10

Aus einer Urne, in der sich 5 Kugeln befinden, davon 3 schwarze und 2 weifle, werden nach-
einander und ohne Zuriicklegen zufallig 2 Kugeln entnommen. Man kann davon ausgehen,
dafB bei jedem Zug jede in der Urne befindliche Kugel mit gleicher Wahrscheinlichkeit ge-
zogen wird. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daB 2 schwarze Kugeln entnommen wer-
den? Wir betrachten die Ereignisse A; ,,beim i-ten Zug erscheint eine schwarze Kugel®,

i=1,2. DannistP(A;) = % . Wenn A, eingetreten ist, befinden sich vor der zweiten Zie-
hung noch 4 Kugeln in der Urne, darunter 2 schwarze und 2 weifle. Daher gilt:
P(A,lA) = % . Wir erhalten somit mit Hilfe von (1.8) die Antwort auf unsere Frage:
2 3 3
P(AINA) =P(AJADP(A)=~ ==

Man kann den Multiplikationssatz auch auf mehr als zwei Ereignisse ausdeh-
nen. Fiir drei Ereignisse A|, A,, A;erhélt man durch zweimalige Anwendung von
(1.8):

P(AlﬁAzﬂA3) = P (A3|A10A2) P (AlnAz) =

*) Der in der Definition stehende Nenner soll fiir jede im folgenden auftretende bedingte
Wahrscheinlichkeit von Null verschieden sein.
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(1.9) P(A,NA,NA;) =P (A) P (AJJA) P (AIANAY)

Auf analoge Weise erhilt man fiir n Ereignisse A, A,, ..., A, den allgemeinen
Multiplikationssatz:

(1.10) | P(AN..NA)=P(A)P(AJA) ..P(AJAN..NA, ) |

Beispiel 1.11

Aus ciner Urne mit N Kugeln, darunter M schwarze und N—M weif3e, werden nacheinan-
der und ohne Zuriicklegen zufillig n Kugeln entnommen (1 < n < M). Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dabei n schwarze Kugeln zu ziehen? Bei jedem Zug haben alle noch in
der Urne befindlichen Kugeln die gleiche Wahrscheinlichkeit, gezogen zu werden. A; sei
das Ereignis ,,beim i-ten Zug erscheint eine schwarze Kugel“,i= 1,2, ..., n. Dann gilt:

M M-—1 M-2
P(A) = N’ P(AyA)) = N=T P(AjlANA) = N
und P(A,JAN...NA, )= H:_ll)) s0 daB gemiB (1.10) folgt:

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da alle n gezogenen Kugeln schwarz sind, ist
M M-1 M-(n-1)

P(AN..NAY) = T 27 - N D)

Wendet man (1.8) auf die in der Summe von (1.5) auftretenden Wahrschein-
lichkeiten P (A; N B) an, so erhdlt man den sogenannten Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit:

Bilden die Ereignisse A, ..., A, eine Zerlegung von €, so gilt fir
(1.11) irgendein weiteres Ereignis B:

P(B)= I P(BIA)P(A)

Beispiel 1.12

In einem Betrieb wird ein Massenartikel auf drei Maschinen M, M, und M3 hergestellt. Die
Maschinen sind an der Gesamtproduktion wie folgt beteiligt: M; mit 50%, M, mit 40% und
M; mit 10%. Die Maschinen arbeiten nicht fehlerfrei. Der AusschuBBanteil betrigt bei M,
3% ,bei M, 6% und bei M; 11%. Wie grofl ist der AusschuBanteil der Gesamtproduktion?

(Wird ein Element aus einer Grundgesamtheit zufallig ausgewihlt, so gilt: Die Wahr-
scheinlichkeit, daB} dieses Element eine bestimmte Eigenschaft hat, ist gleich dem Anteil der
Elemente mit dieser Eigenschaft in der Grundgesamtheit.)

Wir betrachten die Ereignisse:

A;: Einzuféllig aus der Gesamtproduktion gewihltes Stiick wurde von Maschine M; herge-
stellt. (i=1,2,3)
B: Ein zufallig aus der Gesamtproduktion gewihltes Stiick gehort zum Ausschuf.

Aus den angegebenen Daten liest man ab:

P(A)=0.5 und P(BIA,)=0.03
P(A,) =04 und P(BIA,)=0.06
P(A)=0.1 und P(BIA;)=0.11
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Da A, A,, Aseine Zerlegung bilden, erhalten wir nach (1.11):

P(B) =P (BIA,) P (A)) + P (BIA) P (A,) + P (BIA;) P (A;) =
=0.03-0.5+0.06-0.4 +0.11-0.1 = 0.05

Der AusschuBanteil der Gesamtproduktion betragt 5%.

Sachverhalt und Berechnung lassen sich gut durch ein sogenanntes Baumdiagramm darstel-
len (Abbildung 3):

0.03 Ausschull
Maschine 1
Nicht-
0.5 0.97 Ausschul
0.06 Ausschuf3
Gesamt- 0.4 )
produktion Maschine 2
Nicht-
94
0-9 Ausschuf
0.1 0.11 AusschuB
Maschine 3
0.89 Nicht-
Ausschul3

Abb. 3 Aufteilung der Gesamtproduktion auf die einzelnen Maschinen und deren Pro-
duktionen auf Ausschuf3 und Nicht-Ausschufl. Der Ausschuf3anteil der Gesamt-
produktionist0.5-0.03+0.4-0.06 +0.1-0.11 = 0.05.

1.6 Der Satz von Bayes

Thomas Bayes bchandelte das Problem, welcher Zusammenhang zwischen
P (AIB) und der inversen Wahrscheinlichkeit P (BIA) bestcht. Zur Herleitung
seines Satzes gchen wir auf die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ge-
méaf (1.7) zuriick; nachihr gilt:

P(BNA) _P(ANB) P(A) _ P(A)
PB) = PA)  PE ~PBA pE. dh

P(AIB) = P (B)

P(BIA)P(A)

(1.12) P(AIB)= )

Dies ist bereits der Kern der Bayesschen Regel. Thre eigentliche Bedeutung er-
hiilt sic, wenn man (1.12) auf den Fall einer Zerlegung Ay, ..., A, von Q anwen-
det. Setzt man fiir A ein A, ein und ersetzt man P (B) gemaB3 (1.11), so erhélt man
als Ergebnis den Satz von Bayes (Bayessche Regel):
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Bilden die Ereignisse A, ..., A, eine Zerlegung von Q und ist
B irgendein weiteres Ereignis, so gilt fir jedes A,;
1.13) P(BIA)P(A;
( parpy = P EAPA)
Z P (BIA) P(A)

Beispiel 1.13

Wir betrachten zu Beispiel 1.12 (mit den dort eingefiihrten Ereignissen A, A,, A; und B)
das folgende Problem. Ein zufillig aus der Gesamtproduktion gewiahltes Stiick wird iiber-
priift und zum Ausschuf} gerechnet; wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein der-
artiges Stiick von Maschine M; hergestellt wurde? In dieser Situation ist das Ereignis B ein-
getreten, gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A; unter der Bedingung B, also
P (A;IB). Wir wenden (1.13) an und erhalten (zu den einzelnen Zahlen vergleiche man Bei-
spiel 1.12):

P(BIA)P(A)) _ P(BIA)P(A) _0.03-05

P(AB) = — ) G55 = 0-30
2 P(BIA)P(A)
P(AZIB)=%650‘4=0.48 und P (A4B)=0.22

Seine charakteristische Bedeutung erfiahrt der Satz von Bayes durch die folgen-
de Anwendungsweise:

1) Die Versuchsanordnung eines Zufallsexperimentes ist oft nur unvollstindig
bekannt; man sagt dann, das Experiment hingt noch von gewissen Umweltzu-
stinden ab. Ay, ..., A, mogen die das Experiment beeinflussenden Zustdnde
sein; dabei wird vorausgesetzt, daf3 die A, ..., A, sich gegenseitig ausschlieBen
(paarweise disjunkt sind) und alle moglichen Zustinde beschreiben (vollstindig
sind), also eine Zerlegung bilden. Man weif3 zwar nicht, welcher der n Zusténde
vorliegt, besitzt aber Anhaltspunkte fiir die Chancen, mit denen dies der Fall ist;

dieses Vorwissen moge sich in Form der Wahrscheinlichkeiten P (A)),i=1,...,n,
angeben lassen. Man nennt die P (A,) die a priori Wahrscheinlichkeiten. Oft han-
delt es sich dabei um subjektive Wahrscheinlichkeiten. Ist Giber A, ..., A, kein

weiteres Wissen vorhanden, so wendet man haufig das Prinzip vom unzureichen-
den Grund an und betrachtet jedes A als gleichwahrscheinlich.

2) Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da3 bei Durchfithrung des Experimentes ein
Ereignis B eintritt, 148t sich nun nicht mehr unmittelbar angeben, sondern nur als
bedingte Wahrscheinlichkeit P(BIA;) unter der Bedingung, da3 der Zustand A;
vorliegt, i =1, ..., n. Man nennt die P (BIA,) auch die Experiment- bzw. Modell-
wahrscheinlichkeiten. Sie miissen fiir jedes i bestimmbar sein.

3) Nun wird der Versuch durchgefiihrt und das Ereignis B beobachtet. Mit Hilfe
der Regel von Bayes lassen sich dann die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P (A;IB) berechnen, sie heilen die a posteriori Wahrscheinlichkeiten und gelten
als Verbesserung der a priori Wahrscheinlichkeiten mittels der Beobachtung B.
Der Wissensstand iiber dic Umwecltzustande wird vor der Beobachtung durch die
a priori Wahrscheinlichkeiten, nach der Beobachtung durch die a posteriori
Wabhrscheinlichkeiten wiedergegeben: Man lernt durch die Beobachtung gemdf3
der Bayesschen Regel hinzu.
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Beispiel 1.14

In einer Urne befinden sich N Kugeln, darunter M schwarze und N—M weiBe. M ist unbe-
kannt. (N soll bekannt sein.) Die moglichen Werte von Msind 0, 1, ..., N. Sie werden als die
moglichen Zustinde Ay, A, ..., Ay der Urne aufgefaBt, wobei wir mit A; den Zustand
«M = i* bezeichnen. Uber die Urne moge kein weiteres Wissen vorhanden sein, so daf
man nach dem Prinzip vom unzureichenden Grund annehmen kann, dal} jedes A, gleich-

wahrscheinlich ist. Die a priori Wahrscheinlichkeiten lauten also P (A;) = fiir jedes i.

ot
N+1
Das Zufallsexperiment besteht in der zufélligen Wahl einer Kugel. Mit B bezeichnen wir
das Ereignis, daB die gewihlte Kugel schwarzist. Dann gilt: P (BIA;) = % fiir jedesii.
Nun wird das Experiment durchgcfﬁhrt und der Eintritt von B beobachtet. Dann erhalten
wir nach (1.13) fiir jedes j =0,1, ..., N:
1

P(BIA)P(A)
P(AB)=— -
Z, P(BIA)P(AY

1

|+

i N+1
Im Nenner dieses Ausdrucks steht P(B). Er
N

L

N N
"q .
P

r1+

4Bt sich berechnen als

i1 1 ; 1 N(N+1)
P(B}_uuNN+] N(N+1)i§1 N(N+1) 2 5

Wir erhalten daher als a posteriori Wahrscheinlichkeiten:

P(AB) = firj=0,1,....,N

__21
N(N+1)
Nach der Beobachtung einer schwarzen Kugel ist die a posteriori Wahrscheinlichkeit fiir
alle j > g grofBer als die dazugehdrigen a priori Wahrscheinlichkeiten, fiir j < l:-— sind sie
kleiner — ein Ergebnis, das wir auch intuitiv erwartet hétten.

An einer Gegeniiberstellung der a priori und a posteriori Wahrscheinlichkeiten in Abbil-
dung 4 erkennt man den durch die Beobachtung B erzielten Wissenszuwachs.

Der Vollstandigkeit halber sind dort auch noch die a posteriori Wahrscheinlichkeiten

nach der Beobachtung B (., weiBe Kugel*) abgebildet. Sie lauten: P (A;IB) = :%:;%
0 1 N 0 1 N2 N 0 1 N2 N
a priori a posteriori a posteriori
Wahrscheinlichkeiten Wahrscheinlichkeiten Wabhrscheinlichkeiten
P(A) P(A;1B) P (A, B)

Abb. 4 A priori und a posteriori Wahrscheinlichkeiten zu Beispiel 1.14
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1.7 Unabhingige Ereignisse

Wir betrachten den Fall, daf fiir zwei Ereignisse A und B die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von B unter der Bedingung, da3 A eintritt, genauso grof3 ist wie die
Wahrscheinlichkeit von B selbst, d.h.: P (BIA) = P (B). Dann beeinfluf3t das Ein-
treten von A die Chance fiir das Eintreten von B nicht, man nennt B unabhéngig
von A.

Umgekehrt erhalten wir, falls B unabhéngig von A ist, fiir die bedingte Wahr-

scheinlichkeit P (AIB) mit Hilfe von (1.12):
_PBIA)P(A)_PB)P(A) _

P(AIB) = P(B) =TP®) P(A)
d.h.: Aist auch unabhingig von B. Daher ist der Unabhangigkeitsbegriff symme-
trisch in A und B, man spricht von der Unabhéngigkeit von A und B. Um diese
Symmetrie auch formal zum Ausdruck zu bringen, beachten wir, daf3 nach
Definition von P (BIA) in (1.7) die Beziehung P (B) = P (BIA) dquivalent ist mit
P (ANB) =P (A)P(B),sodal wirerhalten:

A und B sind genau dann voneinander unabhéngig, wenn gilt:

(1.14) P(ANB) =P (A)P(B)

Davon ausgehend 148t sich der Unabhingigkeitsbegriff auf mehr als zwei Er-
eignisse verallgemeincrn: Die Ercignisse A, ... A hcilen unabhangig, wenn fiir
jede Auswahl A; |, Aj, ... Aj ausihnen (mit 1 =m =nund A; # A fiiralley; #
# 1) gilt: '

(1.15) | P(ANAN..NA ) =P(A)P(A,) - P(A,) |

Man nennt (1.14) und auch (1.15) dic Multiplikationsregel fiir unabhéngige Er-
eignisse und benutzt sic folgendermaBien: Wenn man aufgrund der Kenntnis der
Versuchsanordnung davon ausgehen kann, dafl sich zwei Ereignisse A und B aus
sachlichen Griinden nicht becinflussen kénnen, so darf man P(ANB) gemif
(1.14) berechnen. Entsprechendes gilt fiir (1.15).

Beispiel 1.15

Ein Wiirfel wird n mal nacheinander geworfen. Man kann davon ausgehen, daf} dic einzel-
nen Wiirfe sich gegenseitig nicht beeinflussen. Daher sind Ereignisse, die verschiedene
Wiirfe betreffen, stets voneinander unabhingig. Wir betrachten das Ereignis A;: ,,Beim i-
ten Wurf wird eine Sechserzielt“,i =1, ..., n.

Fiirjedesiist P(A) = é DaA|, A,, ..., A unabhingig voncinandecr sind, gilt
1
P (AlmAZHHAn) = P(Al) p (AZ) P(An) = (6)"

1 . .
d.h.: die Wahrscheinlichkeit, n mal hintereinander eine Sechs zu werfen, ist (6 ), sie wird

mit groBer werdendem n verschwindend klein.

Wir wollen auch noch die folgende Frage beantworten: Wie grol muf3 n mindestens sein,
damit die Wahrscheinlichkeit, daB sich unter den ersten n Wiirfen mindestens eine Sechs
befindet, groBer als 0.9 ist?



Kapitel 1: Grundlagen 27

Sei B, das Ereignis, daB sich unter den ersten n Wiirfen mindestens eine Sechs befindet.
Dann gilt: B, = A|NA,N...NA, und wegen der Unabhingigkeit der A;, ..., A, folgt:

P(B) =P (A)P(A)P(A)=(D)

_ 5
PB)=1-P(B,)=1—( %)“ ist groBer als 0.9, wenn (%)" < 0.11ist; wegen (5)12 =0.112

und (%)13 =0.093 lautet die Antwort: n mufl mindestens gleich 13 sein.

Fragen zur Wiederholung

1.

Erklaren oder erldutern Sie die folgenden Begriffe: Zufallsexperiment, Er-
eignis, sicheres Ereignis, unmdgliches Ereignis, Elementarereignis.

2. Was versteht man unter einem Laplace-Experiment?

10.

11.
12.

. Wie lautet die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition? Welchen Ein-

wand (aus logischer Sicht) gibt es gegen sie?

. Wie versuchte von Mises, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu defi-

nieren? Welche Einwiande gibt es dagegen?

. Beschreiben Sie die axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit durch

die drei Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

. Welche verschiedenen Auffassungen des Wahrscheinlichkeitsbegriffes gibt

es?

. Welche drei Moglichkeiten gibt es, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

zu bestimmen?

. Was versteht man unter der Additivitat der Wahrscheinlichkeit? Wie lautet

der Additionssatz fiir zwei (nicht notwendig disjunkte) Ereignisse?

. Wie ist die bedingte Wahrscheinlichkeit erklart? Wie lautet der Multiplika-

tionssatz fiir zwei (nicht notwendig unabhéngige) Ereignisse?

Wann nennt man zwei Ereignisse unabhéngig? Wie lautet die Multiplika-
tionsregel fiir zwei unabhéngige Ereignisse?

Welchen Zusammenhang beschreibt der Satz von Bayes?

Was versteht man unter a priori bzw. a posteriori Wahrscheinlichkeiten?
Welche Rolle spielt dabei der Satz von Bayes?

Aufgaben

1. A, B und C seien drei Ereignisse eines Zufallsexperimentes mit der Ergeb-

nismenge 2. Man gebe in mengentheoretischer Schreibweise die Ereignisse
an, daf

a) A und B eintreten, aber nicht C

b) keines der drei Ereignisse eintritt

¢) genau eines der drei Ereignisse eintritt

d) hochstens zwei der drei Ereignisse eintreten.

Eine Miinze wird dreimal geworfen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkei-
ten der Ereignisse
A: Es tritt mindestens einmal ,,Wappen* auf
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Es tritt genau cinmal ,, Wappen* auf
Es tritt hdchstens einmal ,,Wappen* auf.

. Man zeige: Sind die Ereignisse A und B unabhingig, so auch

a) AundB, b) AundB, c¢) AundB.

. Ist es wahrscheinlicher, bei vier Wiirfen mit einem Wiirfel mindestens eine

Sechs zu werfen oder bei 24 Wiirfen mit je zwei Wiirfeln mindestens cine
Doppel-Sechs? (Eine Frage des Chevalier de Méré an Pascal)

. Zwei Personen A und B gehen das folgende Spiel ein: Eine Miinze wird wie-

derholt geworfen; wenn bei einem Wurf ,, Wappen*“ erscheint, erhilt A cinen
Punkt, sonst B. Wer zuerst fiinf Punkte erzielt, hat gewonnen und crhilt den
Einsatz (den A und B je zur Hilftc cingesetzt haben). Nach sieben Wiirfen
hat A vier Punkte und B drei. Das Spicl mul3 abgebrochen werden. Wie lau-
tet die gerechte Aufteilung des Einsatzes, wenn man unter ,.gerecht® cine
Aufteilung im Verhéltnis der Gewinnchancen verstcht? (Bekannteste Frage
de Mérés an Pascal, wobei de Méré nur an dic beiden folgenden Moglichkei-
ten dachte: entweder cine Aufteilung im Verhéltnis der gewonnenen Spicle,
also 4:3, oder im umgekehrten Verhiltnis zu den noch fehlenden Punkten,
also2:1.)

. Wievicle Wiirfe mit je zwei Wiirfeln braucht man mindestens, um mit ciner

Wahrscheinlichkeit von mehr als 50% mindestens einc Doppel-Sechs zu er-
zielen? (Eine Frage, die ebenfalls dem Briefwechsel zwischen de Méré und
Pascal zugeordnet wird.)

. Einem Urlauber ist von seinem Ferienort bekannt, daf} auf einen Tag ohne

Regen mit Wahrscheinlichkeit 4/5 wieder ein niederschlagsfreier Tag und
auf einen Tag mit Regen mit Wahrscheinlichkeit 3/5 wieder ein Tag mit Nie-
derschlag folgt. Er ist an einem Tag ohne Regen angekommen und mochte
drei Tage spéter eine Tour unternehmen. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, dafl er dazu einen Tag ohne Niederschlag erwischt?

. Aus einer Urne mit N Kugeln, darunter M schwarze und N—-M weifle, wer-

den nacheinander und ohne Zuriicklegen zwei Kugeln zufillig entnommen.
A, sei das Ereignis ,,beim i-ten Zug erscheint eine schwarze Kugel“,i =1, 2.
Man zeige:

a) P(A) =P (Ay)

b) A, und A, sind abhéngige Ereignisse.

. Vondrei Urnen U, U, und U, wird eine zufillig ausgewéhlt; jede Urne hat

die gleiche Wahrscheinlichkeit, gewéhit zu werden. Die Urnen enthalten nur

schwarze und weile Kugeln, U, 7 schwarze und 3 weie, U, 5 schwarze und

5 weile, Uz 2 schwarze und 8 wei3e. Aus der gewéhlten Urne wird anschlie-

Bend eine Kugel zufallig gezogen.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dabei eine schwarze Kugel zu zie-
hen?

b) Es wurde eine schwarze Kugel gezogen: Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, daB sie aus Urne U, (bzw. U, bzw. U,) stammt?

Ein Labortest zur Erkennung einer Krankheit K, an der 5% einer bestimm-
ten Bevolkerung leiden, besitze die folgende Wirkungsweise: Hat eine Per-
son die Krankheit K, so zeigt der Test diese mit Wahrscheinlichkeit 0.96 auch
an; hat eine Person die Krankheit K nicht, so zeigt der Test K immerhin noch
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mit Wahrscheinlichkeit 0.16 an. Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB eine zufillig aus der Bevolkerung gewéhlte Person

a) an der Krankheit K leidet, obwohl der Test ,,nicht K* indizierte

b) an der Krankheit K nicht leidet, obwohl der Test K indizierte

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einem gewissen Werk ein Erzeugnis

der Norm geniigt, sei gleich 0.90. Ein Priifverfahren ist so angelegt, daf3 es fiir

ein der Norm gentigendes Stiick das Resultat ,,normgerecht* mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0.95 anzeigt. Fir ein Stiick, das der Norm nicht gentigt,
zeigt das Priifverfahren das Resultat ,,normgerecht“ immerhin noch mit einer

Wabhrscheinlichkeit von 0.10 an.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein unter diesem Priifver-
fahren fiir normgerecht befundenes Stiick auch tatsachlich die Norm er-
fullt?

b) Wie grof} ist diese Wahrscheinlichkeit, wenn das Priifverfahren fiir dassel-
be Stiick zweimal unabhéngig voneinander das Ergebnis , normgerecht*
angezeigt hat?

Bei einem Wiirfelspiel mit zwei Wiirfeln betrachten wir die Ereignisse

A: erster Wiirfel zeigt eine gerade Zahl

B: zweiter Wiirfel zeigt eine ungerade Zahl

C: die Summe der beiden Augenzahlen ist gerade.

Man zeige, dafB} je zwei der drei Ereignisse voneinander unabhéangig, alle drei
Ereignisse aber voneinander abhéngig sind.



