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Vorwort 

Das n-te Stat is t ikbuch 

Z u m E r s c h e i n e n e ines we i te ren L e h r b u c h s der Sta t is t ik m ü s s e n sich die 

A u t o r e n s e l b s t v e r s t ä n d l i c h f r agen lassen, w e s h a l b nun noch ein so lches 

W e r k geschr ieben w o r d e n ist. Se lbs t in der Besch ränkung auf d ie Veröf fent -

l i chungen der letzten Jah rzehn te s t rebt ihre Zahl (in A n l e h n u n g an die Ge-

se tze der großen Zahl ) Ober alle überschaubaren Größen . Daß d ies im expo-

n e n t i e l l e n W a c h s t u m d e s s t a t i s t i s c h e n W i s s e n s t o f f s s e i n e R e c h t f e r t i g u n g 

f indet , ist kaum zu behaup ten , denn die meisten W e r k e s ind w ie d iese Ein-

füh rung auch und nehmen an der Wissensexp los ion nur sehr gedämpf t teil. 

H a u p t g r u n d ist w o h l d ie S c h w i e r i g k e i t d e r Ü b e r m i t t l u n g d e s s ta t i s t i schen 

W i s s e n s s t o f f e s , d e n der a m e r i k a n i s c h e M a t h e m a t i k e r J .A . P a u l o s ( Inter-

na t iona l Hera ld Tr ibüne, 'You dol ts a re wrong about math ' , 25 .4 .1991 , 7) in 

s c h ö n e r Anschau l i chke i t wie fo lgt charak ter is ie r t : "Mos t s t u d e n t s (and most 

adu l t s ) c a n n o t in te rpre t g raphs , do not u n d e r s t a n d Stat ist ical no t ions , are 

u n a b l e to m o d e l s i t ua t i ons m a t h e m a t i c a l l y , s e l d o m e s t i m a t o or c o m p a r e 

m a g n i t u d e s , are i m m u n e to mathemat i ca l beauty and, most d is t ress ing of all 

in a d e m o c r a c y , hard ly eve r d e v e l o p a cr i t ical , skep t i ca l a t t i t ude toward 

numer ica l , spat ia l a n d quant i ta t ive da ta or conc lus ions . " 

A u f g r u n d d ieser Erkenn tn is ist das Hauptan l iegen ein p ä d a g o g i s c h e s : Zuge-

schn i t ten auf den S t u d i e n g a n g des Wi r t scha f t sw issenscha f t l e rs an der Uni-

ve rs i tä t der B u n d e s w e h r H a m b u r g , sei es für e inen Vo lksw i r t , Be t r iebswi r t 

o d e r W i r t s c h a f t s i n g e n i e u r , w i r d S ta t i s t i k in e i n e r z w e i t r i m e s t r i g e n Vor -

lesung angeboten , näml ich als 

( 1 ) e i n e E in führung in d ie fo rma le Un te rsuchung von M a s s e n e r s c h e i n u n g e n , 

für d ie es ke ine a u s r e i c h e n d e subs tanzw issenscha f t l i che Erk lä rung gibt , 

(2 ) e in Zwe ig der Mathemat ik , und vor al lem 

(3 ) e in Sys tem von Ver fah ren , Techn iken , Vere inbarungen , E r f a h r u n g e n und 

B e i s p i e l e n . 

Stat ist ik, Wissen und Wahrheit 

G r u n d l e g e n d dabe i ist d ie Überzeugung , daß es ein I r rg laube ist, d a ß Daten, 

Z a h l e n oder b loße T a t s a c h e n für s ich se lbst sprechen. Im Regel fa l l ist das 

n icht der Fall, w ie z .B. d ie bekann te Aussage : "das G las ist ha lb leer" oder 
"das Glas ist halb vol l " i l lustr iert . Fak ten müssen aufbere i te t und ana lys ie r t 

w e r d e n . Dazu kommt , d a ß über Stat ist ik, Wissen und Wahrhe i t v iel Schwach-

s inn pa laver t wi rd, z .B. "es g ibt d ie e in fache Lüge und es g ibt die stat ist i-

sche Lüge". Solche f lot ten Sprüche machen das Fach noch schwier iger , als es 

d e m Studenten ohneh in erscheint . 

Der S tandpunk t in d ieser Vor lesung ist der wie in der Chi rurg ie : so wie man 

mit d e m Messer hei len kann, so kann man auch dami t tö ten. In al len Anwen-

d u n g e n , bei d e n e n es um mater ie l le In teressen geht , ist es se lbs tve rs tänd-

lich, d a ß auch d iese Wissenscha f t a ls Strei thi l fe h e r a n g e z o g e n wird. 

So w i e in der Kar ika tu r von Dr. T o m a s c h o f f sol l te unser F a c h z u m i n d e s t 



VI Vorwort 

nicht gesehen werden: 

späteren Leben Statistik nicht hauptberuflich nutzt, einigen Gewinn davon-
tragen. Sollte der Leser das nicht glauben, so wollen wir ihm zumindest 
unsere Überzeugung kundtun: 
Für Statistiker gilt zumindest, was für Astrologen gilt "We are not" says 
Florida astrologer Jan Walsek, "(wo)men who hang onto superstitions and 
watch soap operas all day. We are professionals with a body of knowledge 
that enables us to render advice." (Newsweek 22.1.1990). 
Dieses zu lernen, soll dieses Buch eine Hilfe sein. 

Dank 

Bei der Erstel lung des Buchmanuskripts sind wir unseren Mitarbeitern 
Thomas Bradtke, Anke Frier, Günter Kopp, Uta Lieberum, Christian Schnack, 
Silke Voß und Yanqing Xia zu Dank verpflichtet. Rainer Dyckerhoff verdanken 
wir das Programm für die t-Verteilungstafel. Herrn M. Weigert vom Verlag 
Oldenbourg danken wir für die gute und freundliche Zusammenarbeit in der 
Erstellung des Buches. 

Alle Fehler gehen selbstverständlich zu unseren Lasten. 
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D e s k r i p t i v e S t a t i s t i k 

1 G r u n d b e g r i f f e der deskr ip t iven Stat is t ik 

1.1 E i n f ü h r e n d e Begr i f fe 

Gegenstand jeder stat is t ischen Untersuchung ist eine Gesamthei t von sta-
t is t ischen Elementen, die G r u n d g e s a m t h e i t oder P o p u l a t i o n . Bet rachtet 
man in einer stat ist ischen Erhebung die ganze Populat ion, dann spricht man 
von einer Gesamterhebung. Ein Beispiel hierfür sind Volkszählungen, z.B. die 
für die Bundesrepubl ik vom Mai 1987. Im Regelfal l s ind solche Gesamt-
erhebungen aber aus Kostengründen zu aufwendig. Damit ist im al lgemeinen 
der Gegens tand einer stat is t ischen Untersuchung nur eine T e i l e r h e b u n g 
oder S t i c h p r o b e . Dabei ist besonders zu beachten, wie die St ichprobe 
gezogen wird, d.h. wie die zu untersuchenden (auszuwählenden) Elemente der 
S t i chprobe aus der Grundgesamthe i t ausgewähl t werden. Werden die zu 
b e t r a c h t e n d e n E lemen te zufä l l ig bes t immt , so spr i ch t man von e iner 
Z u f a l l s s t i c h p r o b e . Was dabei Zufa l l ist, ist ke ineswegs se lbs tver -
ständl ich und wird noch erläutert. Im fo lgenden werden wir stets von einer 
Zufa l lss t ichprobe ausgehen, wenn wir von einer St ichprobe sprechen. Ein 
ve rwandte r , jedoch nicht unbedingt übere ins t immender Begri f f ist der der 
r e p r ä s e n t a t i v e n S t ichprobe . Für sie werden die Elemente so ausgewähl t , 
daß sie im Blick auf die untersuchte Frage die Grundgesamthe i t get reu 
w i d e r s p i e g e l n . Dies Er fo rdern is ist eben fa l l s n ich t se lbs t ve rs tänd l i ch , 
obwohl es für zah l lose stat is t ische Un te rsuchungen als uner läßl ich oder 
w ü n s c h e n s w e r t v o r a u s z u s e t z e n ist . Man d e n k e nur an p o l i t i s c h e 
Meinungsumfragen oder Market ingstudien. 

Jede stat is t ische Untersuchung bezieht sich auf M e r k m a l e . Die Elemente 
der Erhebung, die U r l i s t e (ob Voll- oder Tei lerhebung) sind Träger dieser 
Merkmale, und es wird untersucht, welche M e r k m a l s a u s p r ä g u n g bei jedem 
einzelnen Element, dem M e r k m a l s t r ä g e r , vorkommt. Dafür ist es besonders 
wicht ig, die verschiedenen Arten von Merkmalen zu unterscheiden. 



2 Deskriptive Statistik 

1.2 K lass i f ika t ion von Merkmalen 

Die versch iedenen Arten, Typen, Klassen von Merkmalen werden dadurch 
gekennze ichne t , wie ihre Ausprägungen dargeste l l t und geordnet werden 
können. 
Beginnend mit dem schwächsten Merkmalstyp sind dies die folgenden: 

(A) N o m i n a l e M e r k m a l e 
Ein Merkmal heißt n o m i n a l , wenn seine Ausprägungen nicht in eine 
angfo lge gebracht werden können, z.B. Vornamen (Hilde, Klaus, Peter, 
Susanne, . . . ) ; gesel lschaf tsrecht l iche Beze ichnungen (AG, GmbH, KG); 
G laubensbekenn tn i s (kathol isch, evange l isch , jüd isch , mus l imisch, . . . ) ; 
Parteien (CDU, CSU, FDP, GRÜNE, SPD,...); Krankheiten (TB, Krebs, MS, 
Kinderlähmung,. . . ) . 

(B) Q u a l i t a t i v e M e r k m a l e 
Ein Merkma l he ißt q u a l i t a t i v oder o r d i n a l , wenn es zwar in 
e ineRangfolge gebracht werden kann, aber die Rangunterschiede nicht 
gemessen werden können, d.h. das Merkmal läßt sich nicht natürlich 
einer reel len Zahl zuordnen. Be isp ie le hierfür s ind: Lebensst i l (auf 
g roßem Fuß, mittel, bescheiden, dürf t ig), charakter l iche Eigenschaf ten 
(gu therz ig , g le i chgü l t i ge r Typ,. . . , Cha rak te rschwe in ) , E x a m e n s n o t e n 
(1.0,1.3, 1.7, 2.0,. . . ) , Konjunkturver lauf (auf, g le ich, ab), Gebur ts tage 
(15.Apri l , 11.Mai, 12.Mai, 22. September), Popular i tätsskalen in Punkten 
(4 Pluspunkte sind nicht doppelt so gut wie 2 Pluspunkte!). 

(C) Q u a n t i t a t i v e M e r k m a l e 
Ein Merkmal heißt quant i tat iv oder k a r d i n a l , wenn es sich natürlich 
einer reel len Zahl zuordnen läßt, d.h. die Ausprägung ist eine reelle 
Zahl. 

Das heißt insbesondere auch, daß Rangunterschiede gemessen werden 
können (z.B.Temperaturen, Flutmarken, Erträge, Zei tpunkte u.a.). Für die 
fo lgenden Über legungen ist dies die wicht igste Klasse. Sie hat die 
größte Vielfalt der Analysever fahren und Zahl der Anwendungen und 
steht im Mittelpunkt der Betrachtung. 
Unter den quant i ta t iven Merkmalen ist insbesondere noch die Unter-
tei lung in stetige und diskrete zu sehen: 

( C . 1 ) D i s k r e t e und s t e t i g e M e r k m a l e 

Ein Merkmal heißt d isk re t , wenn es höchstens abzählbar viele Ausprä-
gungen hat. Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
endlich viele Ausprägungen: z.B. Geschlecht (weibl ich, männl ich); die 
Anzahl der tägl ichen Geburten in einer Klinik; die Tage des Jahres (365 
im Regelfal l) , Mögl ichkei ten einer Lottozahl (49), Examensnoten (1.0, 
1.3, 1.7,..., 4.0, 4.3, 4.7, 5.0); d ie Verkaufszah len e ines best immten 
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Autohänd lers . 
Abzählbar unendlich viele Ausprägungen sind mehr theoret isch von 
Interesse, z.B. die Zahl der Sterne im Universum, Anzahl der Mißerfolge 
bis zum ersten Erfolg bei einem Glücksspiel. 

Ein Merkmal heißt s te t ig ( k o n t i n u i e r l i c h ) , wenn es nicht diskret 
ist, d.h. überabzählbar viele Ausprägungen hat, z.B. die Zeit, Einkom-
mens- und Umsatzzahlen. 
Bei der Beobachtung stetiger Merkmale erhält man durch entsprechende 
Maßeinhei ten (für die Zeit etwa: Sekunden oder Minuten, für Längen: 
Meter oder Zentimeter) diskrete Daten. Wegen ihrer Vielfalt faßt man 
sie dann aber zu Klassen zusammen. 

(C.2) Quant i f i z ie rung von qual i tat iven Merkmalen 
In v ie len S i tua t ionen werden nomina le oder o rd ina le /qua l i t a t i ve 
Merkmale quant i f i z ie r t , z.B. nominalen Skalen werden Zahlen zuge-
ordnet : 
nominale Skala: +++ ++ + 0 - - - — 
quant i tat ive Skala: 3 2 1 0 - 1 - 2 - 3 oder 

100 50 25 0 - 2 5 - 5 0 - 1 0 0 
Hier ist besondere Vorsicht in den Schlußfolgerungen angebracht. 

(C 3) D lskret is ierung von stet igen Merkmalen 
In vielen Situationen werden stetige Merkmale d i s k r e t i s i e r t : 
Stetige Skalen werden in Intervalle eingeteilt, z.B. das Messen von Fir-
mengrößen nach Umsatzhöhe (unter 1 Mio DM, 1 Mio bis unter 2 Mio DM, 
2 Mio DM und darüber; monatliche Arbeitnehmereinkommen: unter 1000 
DM, von 1000 DM bis 2000 DM, über 2000 DM). In diesem Fall spricht 
man von k lass ier ten oder g rupp ie r ten Daten. 
Umgekehr t werden diskrete Merkmale, die mit sehr vielen Ausprä-
gungen auftreten, wie stetige behandelt. Sie werden als q u a s i s t e t i g e 
oder approximat iv stetige Merkmale bezeichnet (z.B. Verkaufszahlen 
pro Tag von LP's in einem Schallplattengeschäft). 



4 Deskriptive Statistik 

Diagramm zur M e r k m a l s k l a s s i f i k a t i o n 

Eine Merkmalsklassifikation 

(ordinal) (kardinal) 

approximat iv 

Legende: • mögliche Übergänge 

1.3 Aufgaben 

A u f g a b e 1.3.1 

Zur Verbesserung der Personalplanung wird ein Mitarbeiter beauftragt, Daten über alle 
Beschäftigten zusammenzutragen, die sich unter anderem auf das Alter, das Geschlecht, die Stellung 
im Unternehmen, die Dauer der Unternehmenszugehörigkeit und das Gehalt beziehen sollen. 

a) Was ist die statistische Einheit der Untersuchung? 
b) Was ist die statistische Gesamtheit (Masse, Population)? 
c) Welcher Art sind die oben erwähnten Merkmale? 

(nominal, qualitativ, quantitativ; diskret, stetig) 
d) Welches sind mögliche Ausprägungen dieser Merkmale? 

A u f g a b e 1.3.2 
Um die Auswirkungen der kommenden Tarifabschlüsse auf die eigenen Lohn- und Gehaltszahlungen 
abschätzen zu können, führt die Firma Nagel, Holz & Co. bei 100 ihrer 500 Beschäftigten eine 
Erhebung durch, bei der Alter, Tarifklasse, außertarifliche Zahlungen und Geschlecht festgestellt 
werden. 

a) Geben Sie die Grundgesamtheit der Erhebung an. 
b) Welcher Art sind die angeführten Merkmale? 
c) Geben Sie mögliche Merkmalsausprägungen dieser Merkmale an. 
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2 H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g e n 

2.1 D iskre te M e r k m a l e 

Nach Durchführung einer statist ischen Erhebung - und dies wird im folgenden 
fast stets als erfolgt angesehen - ist das Datenmater ia l (die Url iste) so 
aufzuberei ten, daß man die Fülle der Beobachtungen intel lektuel l aufnehmen 
und ve ra rbe i t en kann. Als e rs tes werden e in ige e in fache g raph ische 
Darste l lungen vorgeführ t , die sich in der Praxis bewähr t haben. Sie f inden 
sich z.B. in Ze i tungen, Fi rmenber ichten, Fernsehnachr ichten. Dazu wird der 
Begr i f f der Häuf igke i tsver te i lung e ingeführ t : 

Seien {b-| ,b2 b n } die beobachteten Ausprägungen eines beliebigen Merk-

mals X aus einer Erhebung der Länge n. Nicht al le bj ( H 1 , 2 n}) sind 

no twend ige rwe ise versch ieden, so daß die ve rsch iedenen Ausprägungen 
{x-| , X 2 , . . . , x k } . (K<n) mit den a b s o l u t e n H ä u f i g k e i t e n n ^ ( k = 1 , 2 , . . . , K ) 
mehrfach beobachtet wurden. Offensicht l ich gilt: 

K 

5 > k = n ; 
k=l 

K=n trifft nur dann zu, falls alle Beobachtungen verschieden sind. 

2.1.1 Beispiel 
Die Menge der n Beobachtungen {b-|,b2 b n ) seien die Ergebnisse von n=100 
W ü r f e n e ines Wür fe ls . Als M e r k m a l s a u s p r ä g u n g e n g ib t es d ie sechs 
versch iedenen Augenzahlen {1,2,3,4,5,6}. Für die der Größe nach sort ierten 
M e r k m a l s a u s p r ä g u n g e n se ien d ie fo lgenden Häu f i gke i t en n|< (k=1,. . . ,6) 
beobachtet worden: 

{ x i , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 , x 6 } 
{ 1 5 , 2 0 , 2 0 , 1 0 , 1 5 , 2 0 }, n=100, K=6 

bzw. als Tabelle: 

x k 1 2 3 4 5 6 

n k 1 5 2 0 2 0 1 0 1 5 2 0 
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2.1.2 Def ini t ion 
Sei M ={x-| ,X2,...,x|<} die Menge von beobachteten verschiedenen Merkmalsaus-
prägungen; sei weiter 

M —> R^ 

g: | ^ _ j n k , fal lsx=xk(k=l,...,K) 
• g ( x ) : = { ' 

0 , sonst 

und 
M [0,1] 

1 
x -> f(x) := — g(x) 

Die Funktion f heißt e m p i r i s c h e Häuf igke i ts funkt ion . 
Der Graph dieser Abbildung heißt S tabd iagramm. 

Offensicht l ich lassen sich solche Stabd iagramme für alle Merkmale er-
stellen. Für das Beispiel 2.1.1 ergibt sich: 

Das Schema eines Stabdiagramms 

f 

2.1.3 Bemerkung 
Es ist 

f: M —> [0, 1] mit 
0.15, x=l 
0.20, x=2 

. 0.20, x=3 
f(x) = | 0.10, x=4 

0.15, x=5 
0.20, x=6 
0.00, sonst 

Offensichtl ich unterscheidet 
durch die Skalierung. 

sowie g: M —> R + mit 
15, x=l 
20, x=2 

, 20, x=3 
g ( x ) = | 10, x=4 

15, x=5 
20, x=6 

0, sonst 

sich der Graph von g vom Graphen von f nur 
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Da es sich um Empirie (=Beobachtungen aus der Praxis) handelt, spricht man 
auch von empi r ischen Häuf igke i ten (d.h. empir ische abso lu te Häut igkei ten 
bzw. empir ische relat ive Häuf igkei ten) . 

Sei X ein quant i f i z ie r tes ord ina les oder ein kard ina les Merkma l mit K 
v e r s c h i e d e n e n M e r k m a l s a u s p r ä g u n g e n zu j e w e i l s n^ (k = 1,2 K) und 

insgesamt n Beobachtungen. Mit der Definit ion der re la t iven Häuf igke i ten 
n k f k := f ( x k ) = 

läßt sich aus den f - | , f2,- - . 'K der Begriff der k u m u l i e r t e n ( emp i r i schen) 

H ä u f i g k e i t s v e r t e i l u n g kons t ru ie ren : 

F i := f 

F 2 : = U + = F i + f2 
f 3 : = f1 + f2 + f3 = f 2 + f3 

F « > f i + f2 + ••• + fK = FK-1 + fK 
U m g e k e h r t lassen sich d ie re la t iven Häuf igke i ten aus der kumul ie r ten 
Häuf igkei tsver te i lung bes t immen bzw. zurückgewinnen: 

f i = F l 
f j = Fj - Fj_-| (¡=2,3 K) 

2.1.4 Def in i t ion 
Seien die Ausprägungen {x-| ,X2,...,X|<} der Größe nach geordnet, 

d.h. x-| <X2<.. <X(<; dann heißt die Funktion 

M -> [0,1] 

F: | 0 f ü r x <x, 

x —> F(x) = | 

X f j = F, f ü r x > x , 
i: Xj <x 

e m p i r i s c h e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n . 
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Der Graph von F sieht typischerweise fo lgendermaßen aus (Werte aus Bei-
spiel 2.1.1): 

Fa 
1 -

f 1 

f 2 

f 4 

f 3 

f 5 

f 6 

Für die empir ische kumul ier te Häuf igkei tsvertei lung (kurz: Vertei lung) gilt: 
Die Vertei lung ist eine monoton nichtfallende Treppenfunktion. 

Ein wei teres , sehr be l iebtes Dars te l lungsver fahren ist das K u c h e n d i a -
g r a m m ( p i e - c h a r t , das auf die berühmte engl ische Wohl tä ter in Florence 
Night ingale zurückgeht , die es als erste benutzte, um dem bri t ischen Parla-
ment d ie Häuf igkei ten verschiedener Kriegsleiden vor Augen zu führen). 
Die re lat iven Häuf igke i ten n^ werden dazu benutzt , e ine Kre isscheibe in 
proport ionale Kre issegmente zu zerlegen, d.h. man teilt die 360° des Kreises 
in Winkel a ^ en tspreched f^= n^/n = a^/2-n. 

Zu Beispiel 2.1.1 ergibt sich: 
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So lche Kuchend iag ramme eignen s ich insbesondere auch zur Au fbere i tung und 
Dars te l lung von nomina len Merkma len . 

2.2 S t e t i g e M e r k m a l e 

Bei s te t igen Merkma len faßt man d ie Beobach tungen zu schon vor Beg inn der 
E rhebung fes t zu legenden K lassen Kj z u s a m m e n . W e n n mögl ich sol l ten d iese 
K lassen al le d ie g le iche Bre i te haben. O f tma l s empf ieh l t es s ich dennoch , 
dort , w o die me is ten Beobach tungen zu e rwar ten s ind, d iese K lassenbre i ten 
k le iner zu ha l ten als in den Bere ichen , in denen relat iv w e n i g e Beobach tun -
gen z u erwar ten sind. 

2 .2 .1 B e i s p i e l 
Zur S c h ä t z u n g zukünf t iger Kos ten führ t e ine K rankenve rs i che rung bei ihren 
Mi tg l iedern e ine Umfrage durch, bei der auch das Merkma l Körpergewicht (in 
K i l og ramm) be t rach te t wi rd. Unter den männ l i chen Be f rag ten gab es dazu 
fo lgendes Ergebn is : 

K j : [50,60) [60,70) [70,75) [75,80) [80,90) [90,110) 

nj: 5 25 30 25 10 5 

Dabei bedeutet nj d ie Häuf igkei t von Beobachtungen in der Klasse Kj. 

2 . 2 . 2 D e f i n i t i o n 
Die Funkt ion 

f: { r , falls XG K: 
1 x - > f ( x ) = | AK, 

0 , sonst 

heißt e m p i r i s c h e D i c h t e f u n k t i o n . Dabei bedeute t A K j d ie Brei te der Klas-

sen Kj . Der Graph der Dichtefunkt ion heißt H is togramm. 

Für das Beisp ie l 2.2.1. erhält man für f fo lgende Funkt ionswer te : 

0.0050 , für x e [50,60) 

0.0250 , für x e [60,70) 

f ( x ) = 1 0 0600 , für x s [70,75) 
0.0500 , für x g [75,80) 

0.0100, für x g [80,90) 

0.0025, für x G [90,110) 



10 Deskriptive Statistik 

Das zugehörige Histogramm hat dann das folgende Aussehen: 

. 0 6 0 -

.045-

.030-

.015-

50 60 70 75 80 90 110 X 

Da über die Verteilung der Beobachtungen innerhalb der Klassen keine Infor-
mation vorl iegt, trifft man die Annahme, daß diese Beobachtungen sich 
innerhalb der Klassen gleichmäßig verteilen. Das bedeutet, daß man für die 
kumul ier ten Häuf igkei ten die relativen Häuf igkei ten für die Klassenober-
grenzen aufaddiert und die so erhaltenen Punkte durch Geradenstücke verbin-
det. Die Steigung eines solchen Geradenstücks ist dann genau der Wert der 
Dichtefunktion in dieser entsprechenden Klasse. 
Die zu Beispiel 2.2.1 gehörende Vertei lungsfunkt ion hat dann fo lgendes 
Aussehen: 

Mit dieser Funktion lassen sich die Anteilswerte unmittelbar angeben: 
Es bezeichnet nämlich F(x) den Anteil der jenigen Männer, deren Körper-
gewicht höchstens x kg beträgt. 
Beispielsweise ist der Anteil der Männer, deren Gewicht höchstens 70 kg be-
trägt 30 %, der Anteil, deren Gewicht höchstens 80 kg beträgt 85 %, usw. 
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Fällt der Wert x nicht auf eine K lassengrenze, sondern ins Innere einer 
Klasse, so läßt sich der entsprechende Antei l aufgrund der Annahme, daß 
sich alle Beobachtungen innerhalb einer Klasse g le ichmäßig verte i len, durch 
eine e infache Dreisatzrechnung best immen: 
A l l geme in gi l t : 

u 
x-x• n • 

(1) F(x) = F(x,U) + - — = F(x.U) + (x-x")f(x) f ü r x e K j . 
AK, n 

u 
Dabei bedeutet x, die Untergrenze der Klasse Kj. 

2.3 Quant i l e 

2 .3 .1 D e f i n i t i o n 
Unter e inem a -Quant i l (oder a - F r a k t i l ) versteht man den jen igen Wert x, 
für den gilt: F(x) = a (0 < a < 1). 

Bei stet igen Merkmalen kann d ieses x eindeut ig best immt werden, bei dis-
kreten Merkmalen wird man im a l lgemeinen kein solches x f inden. Man be-
zeichnet dann als a -Quan t i l d ie jen ige beobach te te Ausprägung x j , für die 

g i l t : 
F(x) > a und 1-F(x)+f(x) > a. 

In Worten bedeutet dies, daß als a-Quant i l diejenige Beobachtung genommen 
wird, bei der die kumul ier ten relat iven Häuf igkei ten erstmal ig den Wert a 
übers te igen . 
Für speziel le Quanti le gibt es entsprechende Bezeichnungen, etwa: 
Das 1. Quarti l: Es ist der Bereich von Beobachtungen zwischen der ersten 
Beobachtung und der kleinsten Beobachtung x 1 / 4 , für die F(x1y4 ) > 0.25. 

Das 2. Quarti l ist der Bereich von Beobachtungen zwischen der Beobachtung 
x i / 4 und der kleinsten Beobachtung X2/4, für die F(x2/4) ^ 0.50. 
Das 3. Quarti l ist der Bereich von Beobachtungen zwischen der Beobachtung 
X2/4 und der kleinsten Beobachtung X 3 / 4 , für die F(x3/4) > 0.75 

Das 4. Quarti l ist der Bereich von Beobachtungen zwischen der Beobachtung 
X3/4 und der k le insten Beobachtung X4/4, für die F(X4/4) = 1.00 (d.h. der 
letzten Beobachtung). 

Für Beispiel 2.2.1 erhält man etwa als 0.30-Quanti l den Wert x = 70. 
Das erste Quart i l , also der Punkt x mit F(x) = 0.25 best immt s ich aus 
Gleichung (1) durch Umformung nach x: 

u F(x)-F(x:) 
= xs + !—AK: 

n 
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In Beispiel 2.2.1 ist offensichtl ich x = 60 + 0 2 ^ _ 0 0 5 io = 68 . 

TÖÖ 

Bei einer Unterteilung in 10% Schritte (statt wie bei Quanti len in 25% 
Schritte) heißen die Quantile Dezile. 

2.4 Aufgaben 

Aufgabe 2.4.1 
Bei einer Erhebung zu dem Merkmal X: Eintrittspreise der Fahrgeschäfte auf dem Hamburger 
Dom (das ist der Hamburger Jahrmarkt) erhielt man folgende Beobachtungen: 

x k (in DM) 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 5.00 6.00 
n k 3 7 5 5 15 10 5 

a) Bestimmen Sie die empirische Häufigkeitsfunktion und die empirische Verteilungsfunktion des 
Merkmals X. 

b ) Zeichnen Sie die Graphen der empirischen Häufigkeitsfunktion und der empirischen Vertei-
lungsfunktion des Merkmals X. 

c ) Welcher Anteil der Geschäfte verlangt einen Eintrittspreis von 
- höchstens DM 4 . 0 0 
- mehr als D M 3 . 5 0 
- mindestens DM 3 . 5 0 
- mindestens DM 2 . 8 0 und höchstens DM 4.90? 
Drücken Sie diese Anteile mit Hilfe der Verteilungsfunktion und der Häufigkeitsfunktion aus. 

Aufgabe 2.4.2 
Bei einer Erhebung zu dem Merkmal X: Fahrtdauer einer Fahrt mit den jeweiligen Fahrgeschäften 
auf dem Hamburger Dom (in Sekunden) erhielt man folgende Beobachtungen: 

1 20 bis 150 5 
über 1 5 0 bis 180 8 
über 1 80 bis 200 8 
über 2 0 0 bis 220 1 0 
über 2 2 0 bis 250 1 5 
über 2 5 0 bis 300 4 

a) Bestimmen Sie die empirische Dichtefunktion und die empirische Verteilungsfunktion des 
Merkmals X. 

b ) Zeichnen Sie die Graphen der empirischen Dichtefunktion und der empirischen Verteilungs-
funktion des Merkmals X. 

c) Welcher Anteil der Geschäfte bietet eine Fahrtzeit von 
- höchstens 220 sec 
- mehr als 220 sec 
- mindestens 220 sec 
- höchstens 185 sec 
- mindestens 175 sec und höchstens 240 sec ? 
Drücken Sie diese Anteile mit Hilfe der Verteilungsfunktion aus. 

d) Wie lange muß eine Fahrt mindestens dauern, damit sie zu den 30 % der am längsten dauernden 
Fahrten gehört? 

e) Bestimmen Sie das 1. bis 4. Quartil und interpretieren Sie die Werte. 
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A u f g a b e 2 . 4 . 3 
In e iner Kl in ik w i rd an 50 T a g e n d ie Anzah l der G e b u r t e n pro T a g ermi t te l t : 

Anzah l x de r Anzah l der Tage 
t ä g l i c h e n mit x G e b u r t e n 
G e b u r t e n 

0 6 
1 1 0 
2 2 9 
3 3 
4 2 

a) B e s t i m m e n S ie d ie re la t iven Häuf igke i ten und den An te i l de r T a g e m i t höchs tens x Gebu r t en , und 
g e b e n S ie d ie emp i r i s che Häu f igke i t s funk t ion f und d ie emp i r i sche Ve r te i l ungs funk t i on F expl iz i t 
an. 

b) S te l len S ie d ie Funk t ionen f und F g raph isch dar . 
c) Wie hoch ist der Ante i l der Tage mit 3 oder mehr G e b u r t e n täg l ich ? 
d) W ie hoch ist der Ante i l der Tage , an d e n e n ke in K ind gebo ren w i rd ? 
e) B e r e c h n e n S ie d e n Wer t de r emp i r i s chen Ve r te i l ungs funk t i on a n der Ste l le x = 3 .6 und inter-

pre t ie ren S ie d a s Ergebn is . 
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3 V e r d i c h t u n g der Daten 

3.1 L a g e p a r a m e t e r 

Um die Charakter is t iken von vor l iegendem Datenmater ia l überbl icken zu 
können, verdichtet man die Daten mit Hilfe von Maßzahlen. 

3.1.1 D e f i n i t i o n 
Die Ausprägung, die am häufigsten beobachtet wurde, für die also gilt 

x m o d > xi mit f(xj) = max {f(xk) | k=1 K} 

heißt M o d u s oder M o d a l w e r t . ^ 

Offensicht l ich f indet der Modalwert innerhalb der deskr ip t iven Statist ik 
s innvol le Anwendung nur bei d iskreten Merkmalen. Bei theore t ischen 
Verteilungen (s. u. Kap. 8) kann der Modus entsprechend auch auf stetige 
Verteilungen angewandt werden. 

3.1.2 D e f i n i t i o n 

Der Wert x m e c j , für den gilt 

F ( x m e d ) ^ 0 . 5 und 1 - F ( x m e d ) + f ( x m e d ) > 0.5, 

also die Obergrenze des 2. Quartiis, heißt M e d i a n . M 

3.1.3 D e f i n i t i o n 
Ist X ein diskretes Merkmal, dann ist 

l n K 

(1) x = - X b, = X * k f ( x k ) 
i = l k-1 

das a r i t h m e t i s c h e M i t t e l oder der M i t t e l w e r t von X. 

Ist X ein stetiges Merkmal und bezeichnet x k d ie K lassenmi t te der k- ten 

Klasse, dann ist 
K , n - v^ n k 

(1)' x = X Xk — 
kT, n 

das a r i t h m e t i s c h e M i t t e l oder der M i t t e l w e r t von X. 

Zu Beispiel 2.1.1 ist x m o d nicht eindeutig zu best immen, denn die Ausprä-

gungen 2, 3 und 6 wurden jeweils 20 mal beobachtet. Dagegen ergibt sich für 

den Median und das arithmetische Mittel x m e d = 3 und x =3 .5 . 

Zu Beispiel 2.2.1 kann der Modalwert nicht bestimmt werden, da das Merkmal 

stetig ist; für den Median gilt x m e d = 73.333 und es ist x = 73.625. 
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3.2 S t r e u u n g s p a r a m e t e r 

3.2.1 Def in i t ion 
Die Differenz zwischen der größten und der kleinsten beobachteten Aus-
prägung wird als S p a n n w e i t e bezeichnet. t f 

3.2 .2 . De f in i t ion 
Ist X ein diskretes Merkmal, dann ist 

2 1 n — 2 ^ 2 
(2) s = - I ( b , - x ) = £ ( x k - x ) f ( x k ) 

n i — 1 k=l 

die mi t t le re quadra t i sche A b w e i c h u n g oder die e m p i r i s c h e V a r i a n z 
des Merkmals X. 

Ist X ein stetiges Merkmal und bezeichnet x k d i e K lassenmi t te der k- ten 
Klasse, dann ist 

die mi t t lere quadra t i sche Abwe ichung oder die e m p i r i s c h e V a r i a n z 
des Merkmals X. 
Die posit ive Wurzel von s 2 wird als (empirische) S t a n d a r d a b w e i c h u n g 
bezeichnet . ^ 

Aus später deutl ich werdendem Grund wird auch die folgende Modifikation 
von empirischer Varianz und Standardabweichung benutzt: s* = V^T 
d.h. anstatt durch n wird durch (n-1) in (2) bzw. (2)' geteilt. 

* 2 2 n 

s = s — - und n-1 

Zu Beispiel 2.1.1 erhält man s 2 = 3.05 und s = 1.7464 und zu Beispiel 2.2.1 

erhält man s 2 = 87.7969 und s = 9.37. 

3.3 Die St reuungszer legung 

Häufig setzen sich Stichproben aus gesondert erhobenen Teilstichproben zu-
sammen, beispielsweise für die gesamte BRD aus den einzelnen Bundeslän-
dern. In solchen Fällen ist der folgende Satz von Bedeutung. 
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3.3.1 Satz 
Sei eine Stichprobe von n Beobachtungen in I Tei lst ichproben jewei ls vom 
Umfang nj (i=1,2 1) gegeben, d.h. 

i 
{xi,...,xn) = {xn,xi2,...,xin1;x2i /x22,..-,x2n2;...;x I1 /x I2 /... /x In i); n = X n f , 

i = l 

dann gilt für die Mittelwerte 

- ^ " i -
(3) x = X — X j 

i = 1 

und für die empirischen Varianzen 

(4) s2 = X — sf + X ^ i ( x - i T ) 2 

. , n 1 . , n 1 

i=l i=l 

B e w e i s : 
Für (3) ergibt sich: 

1 n i x.. 1 n- n i x• • 1 n-
" Z X f . X T i l ^ . Z ^ 

1=1 j=i 1=1 j=i 1 1=1 

Für (4) ergibt sich für den Fall I = 2 (Die Veral lgemeinerung auf I > 2 ist 
o f f e n s i c h t l i c h . ) : 

2 1 ^ 2 ^^ 2 
s = - ( X ( x l f x l ) + ( x 2 j - x

2 ) ) = 
j=i j=i 

n l n 2 

= ( [ " i j - x ] + [ x - x , ] ) 2 + ( X ( [ x 2 j - x ] + [X-X2])2) = 
j=l j=l 

l 2 n; _ 2 2 

= - X X ( t x i j " x i ] + [X-Xj] - 2[xjj - Xj] [X-Xj]) = 
n i=l j=l 

2 n • 1 "i i i n ' , 

1 = 1 j=l 1 )=1 

4 I ( x - x , ) ( I (Xij-Xj)). 
i=l j=l 

n i 
Wegen X ( x i f x i ) = 0 ergibt sich daraus 

i=i 

2 n l 2 n 2 2 n , 2
 n 2 , - - ,2 

s = — s, + — s? + — (x - x , ) + — (x - x , ) . • 
n 1 n i n ' n z 
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3.4 K o n z e n t r a t i o n s m a ß e 

Konzentrat ionsmaße werden benutzt, um Vermögens- , E inkommens- oder 
ähnl iche Vertei lungen auf einer Population darzustel len. Dabei ordnet man 
vorgegebenen Antei len der Populat ion d ie en tsprechenden Antei le des 
betrachteten Merkmals folgendermaßen zu: 
Man ordnet die Anteile der Population in der Weise, daß der Antei l des 
betrachteten Merkmals wächst, wie im folgenden Beispiel dargestel l t : 

3.4.1 Beispie l 
Seien 5 Eigentümer von Vermögen verglichen, deren Vermögen 

{z-| Z2 Z3 Z4 Z5 } = {20 1 0 4 0 90 4 0 } bzw. sortiert 
{y-l y2 Y3 Y4 ys } = {10 20 4 0 40 9 0 } ,bzw. skal iert 
{w-| W2 W3 W4 W5} = {5% 10% 20% 20% 45% } bzw. kumuliert 
{F-| F 2 F 3 F 4 F 5 } = {5% 15% 35% 55% 100%} betrage. 

Das bedeutet, daß die ärmste der fünf betrachteten Personen ein Vermögen 
von 10 Einheiten, die nächste ein Vermögen von 20 Einheiten besitzt usw. bis 
zur reichsten, die ein Vermögen von 90 Einheiten besitzt. 
Graphisch läßt sich dieser Sachverhalt fo lgendermaßen darstel len: 

Vermögen 
100 % 

55% 

35% 

15% -| 

5% 
0% 

Popu la t i on 

100 % 

Bei Gleichheit der Vertei lung stimmt die untere Kurve mit der Diagonalen 
überein. 


