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Vorwort zur 3. Auflage

In der vorliegenden dritten Auflage wurden die bekannt gewordenen Unstimmigkeiten
korrigiert und beseitigt. In Teil I {iber Mehrgrofenregelung wurde ein neues Kapitel
iiber den Entwurf von Zustandsreglern im Frequenzbereich eingefiigt.

Die Strukturierung des Buches in drei Teile wird beibehalten und nachfolgend im Ein-
zelnen beschrieben:

Teil I: MehrgrifSen- Regelsysteme

Zur Einfithrung wird in Kapitel 1 die Drehzahlregelung eines Gleichstrommotors als
typisches Eingrofsensystem vorgestellt, und die Entwurfsanforderungen an einen Regel-
kreis werden erldautert. Ausgehend von der Darstellung eines Eingréfensystems durch
eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung wird der Ubergang zu einer Beschrei-
bung durch n Differentialgleichungen 1. Ordnung, der so genannten Zustandsdarstel-
lung, entwickelt. Die Variablen dieser n Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die
Zustidnde des Systems. Diese Darstellungsart ermoglicht Regelkonzepte, die auf der Ba-
sis von Ubertragungsfunktionen nicht realisierbar sind. Verschiedene Normalformen der
Zustandsdarstellung werden erstmals aufgezeigt, und es wird die Berechnung der Uber-
tragungsfunktion aus der Zustandsdarstellung erléautert.

In Kapitel 2 werden vier verschiedene Beispiele von technischen Mehrgrofsensystemen
vorgestellt. Dies sind eine Hydraulik-Kaskade, der Schwebeflug eines Hubschraubers, ei-
ne Destillationskolonne und ein Dampferzeuger. Durch eine vektorielle Erweiterung der
Eingrofensystem-Zustandsdarstellung konnen diese Mehrgrofensysteme ebenso durch
eine Zustandsdarstellung beschrieben werden. Die nummerischen Zahlenwerte der Bei-
spiele werden angegeben. Daran schlieftt sich die nummerische Losung der Vektordiffe-
rentialgleichung, die Ermittlung der Ubertragungsmatrix von Mehrgrofensystemen, die
Stabilitdt und die Verkniipfung von Mehrgrofensystemen durch Reihen-, Parallel- und
Kreisschaltung an.

Die Fragen der Steuer- und Beobachtbarkeit und die Normalformen von Mehrgrofsen-
systemen sind Thema des Kapitels 3. Ausgehend von den Definitionen der Steuer-
und Beobachtbarkeit werden deren Kriterien plausibel gemacht. Dieses Konzept der
Steuer- und Beobachtbarkeit ist bei der Regelung von Eingrofensystemen auf der Basis
von Ubertragungsfunktionen irrelevant, da die Ubertragungsfunktion ohnehin nur den
steuer- und beobachtbaren Systemteil erfasst. Anschliefend werden die von den Eingro-
Rensystemen bekannten Normalformen der Zustandsdarstellung auch fiir die Mehrgro-
Rensysteme vorgestellt und ihre Berechnung demonstriert.

Die Regelung von Eingrofensystemen durch den klassischen PID-Regler gestattet nur
eine Einstellung der Pole des geschlossenen Regelkreises auf bestimmte, durch die Aste
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einer Wurzelortskurve vorgegebene Positionen in der s-Ebene. Dagegen konnen mit
den Mitteln der in Kapitel 4 vorgestellten Polfestlegung die Pole des geschlossenen
Regelkreises beliebig festgelegt werden, falls die Steuerbarkeit des Mehrgrofensystems
gegeben ist. Bei den Eingrofsensystemen erfolgt diese Polfestlegung mittels Zustands-
vektorriickfithrung vorteilhaft unter Verwendung der Regelungsnormalform. Auch bei
den Mehrgrofsensystemen ermoglicht die Verwendung der Brunovsky-Form eine analy-
tische Polfestlegung. Nummerische Methoden erlauben die Beriicksichtigung von Emp-
findlichkeitsmaften, welche die Lage der Pole unempfindlich gegen Parametervariatio-
nen der Mehrgrofsen-Regelstrecke macht. Man spricht von einer robusten Polfestlegung.
In einem gesonderten Abschnitt werden verschiedene Methoden zur Auswahl der ge-
wiinschten Pollagen untersucht

Als alternative Methode zur Polfestlegung fiir die Auslegung von Reglern mittels Zu-
standsvektorriickfiihrung wird in Kapitel 5 die optimale Zustandsregelung betrachtet.
Wie bei den Eingrofensystemen kann man eine konstante Riickfithrmatrix K der Zu-
standsvektorriickfiihrung so bestimmen, dass bestimmte quadratische Giitekriterien er-
fiillt sind. Diese integralen Kriterien bewerten die Abweichung des Zustands- und Stell-
vektors von der Ruhelage. Das Minimum des Integralkriteriums liefert die Losung P
einer Matrix-Riccati-Gleichung, die dann die Berechnung der Riickfiihrmatrix K er-
moglicht. Ansatz und Losung dieses quadratischen Reglerproblems werden plausibel
gemacht und an Beispielen demonstriert. Auch die Verschiebung der Pole des geschlos-
senen Mehrgrofen-Regelkreises auf Werte kleiner —a in der s-Ebene mithilfe der opti-
malen Regelung wird demonstriert.

Die Zustandsvektorriickfilhrung iiber eine Riickfiihrmatrix K, die mit den Methoden
der Polfestlegung oder der optimalen Regelung berechnet wird, setzt die Kenntnis des
Zustandsvektors x(t) voraus. In Kapitel 6 wird gezeigt, wie man diesen Zustandsvek-
tor aus den gemessenen Ein- und Ausgangsgrofien eines Mehrgrofiensystems mit ei-
nem Zustandsbeobachter ermitteln kann. Ein derartiger Zustandsbeobachter bildet die
Struktur des untersuchten Mehrgréfensystems nach. Die Berechnung der hierbei erfor-
derlichen Riickfithrmatrix L des Ausgangsfehlers kann sowohl mit den Methoden der
Polfestlegung als auch mittels der quadratischen Regelung erfolgen. Damit ist man in
der Lage, ein Mehrgrofensystem mittels Zustandsvektorriickfithrung zu stabilisieren,
ohne den Zustandsvektor direkt zu messen, da der Zustandsbeobachter die Schétzung
des Zustandsvektors ermdglicht. In einem gesonderten Unterkapitel wird gezeigt, wie
man durch intelligente Verwendung der Messgrofien die Ordnung des Beobachters re-
duzieren kann und zu einem Beobachter reduzierter Ordnung gelangt. Die Auslegung
des Zustandsbeobachters und die Auslegung der Riickfiithrmatrix fiir die Zustandsvek-
torriickfithrung des Mehrgrofensystems sind unabhéngig voneinander, wie das Separa-
tionstheorem zeigt.

Die in den Kapiteln 2 bis 6 behandelte Theorie der Mehrgrofensysteme ist erforderlich,
um das in Kapitel 7 untersuchte zentrale Problem der Regelungstechnik, das Fiihrungs-
und Storverhalten von (in diesem Fall) Mehrgrofensystemen zu verstehen. Zunéchst
wird die Fiihrungsgrofenaufschaltung behandelt, mittels der im Rahmen einer Steue-
rung die Regelgrofen auf den Sollwert gefiihrt werden. Die dann untersuchte integra-
le Ausgangsvektorriickfithrung mit einem PI-Mehrgrofenregler demonstriert, wie durch
diese Struktur alle s Regelgrofen auf ihre Sollwerte geregelt werden. Dies gilt auch beim
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Auftreten von Parameterdnderungen der Mehrgrofien-Regelstrecke. Sollen die Regelgro-
fen mit vorgeschriebenem Zeitverhalten auf die Sollwerte einschwingen, so kann man
dies mit einem Modellfolgeregler erreichen, dessen Auslegung sich anschliefst. Die Un-
terdriickung von Storgrofen durch Schitzung und Aufschaltung ist Thema des letzten
Abschnitts Storgrofsenaufschaltung. Durch Einsatz eines kombinierten Zustands- und
Storbeobachters zusammen mit einem dynamischen Kompensator wird dieses Problem
gelost.

Das neu eingefiigte Kapitel 8 iiber den Entwurf von Zustandsreglern im Frequenzbe-
reich ermoglicht besonders im Eingrofsenfall einen einfachen direkten Entwurf der Reg-
leriibertragungsfunktionen. In einem Entwurfsschritt werden auf der Grundlage des Se-
parationstheorems ohne explizite Auslegung eines ordnungsreduzierten Beobachters die
Pole der Strecke mit Zustandsriickfiihrung und des Beobachters festgelegt. Die Unter-
driickung von konstanten und sinusférmigen Stoérsignalen kann in besonders einfacher
Weise erfolgen.

Das Ziel von Teil I des Buchs ist, dem Leser mit moglichst wenig Mathematik eine
grundlegende Einfiihrung in die Regelung von Mehrgrofensystemen zu ermoglichen. Es
werden wesentliche Grundlagen der Zustandsdarstellung und -regelung von Mehrgro-
Rensystemen behandelt. Fiir Vertiefungen und weiterfiihrende Untersuchungen wird auf
die umfangreiche Literatur zu dieser Thematik verwiesen. Alle vorgestellten Methoden
werden am Beispiel der Hydraulik-Kaskade demonstriert. Zum Selbststudium sind die
Daten weiterer Beispiele aufgefiihrt.

Teil II: Digitale Regelung

Die Kapitel 9 bis 16 fiihren auf die Regelung von Eingrofensystemen zuriick. Die Ent-
wurfsanforderungen von Kapitel 1 beziiglich Fiihrungs- und Stérverhalten bleiben erhal-
ten, erreicht werden sollen die Entwurfsziele mittels Verwendung digitaler Regler. Dazu
werden in Kapitel 9 zunichst die Komponenten eines digitalen Regelkreises vorgestellt.
Die Wirkung von Abtaster und Halteglied, die A/D- bzw. D/A-Wandlung! und die
Verwendung eines Mikrocontrollers zur Regelung werden erldutert. Abschliefend wird
der Abtastvorgang mathematisch beschrieben.

Die mathematische Behandlung von Zahlenfolgen zu den Abtastzeitpunkten k7" ermog-
licht die in Kapitel 10 vorgestellte Theorie der z-Transformation. IThre Rechen- und
Transformationsregeln werden erldutert und mit vielen Beispielen demonstriert. Diese
z-Transformation erméglicht in Kapitel 11 die Einfiihrung der z-Ubertragungsfunktion.
Die Berechnung der z-Ubertragungsfunktion fiir die Regelstrecke mit vorgeschaltetem
Halteglied und nachgeschaltetem Abtaster ist dabei das zentrale Thema. Abschlieffend
werden Rechenregeln fiir das Rechnen mit z-Ubertragungsfunktionen fiir die Reihen-,
Parallel- und Kreisschaltung von digitalen Systemen aufgefiihrt.

In Kapitel 12 werden Stabilitit und Zeitverhalten diskreter Systeme untersucht. Zu-
néchst werden Stabilitdtskriterien von z-Ubertragungsfunktionen erldutert und Bedin-

!A/D- und D/A-Wandlung bezeichnet die Analog/Digital- bzw. die Digital/Analog-
Wandlung von Signalen.
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gungen fiir die Lage der Pole in der z-Ebene genannt. Ein Vergleich zwischen der Lage
der Pole in der s-Ebene und der z-Ebene schliefit sich an.

Die zentrale Aufgabe der digitalen Regelung, die Ermittlung der in einem Mikrocon-
troller zu implementierenden Reglergleichung, ist Thema von Kapitel 13. Erst werden
verschiedene Methoden der digitalen Realisierung analoger Regler vorgestellt und mit-
einander verglichen. Dabei erweist sich die Diskretisierung mit der Methode der bili-
nearen Transformation als besonders vorteilhaft. Dann folgt der Entwurf von digitalen
Kompensationsreglern mit den Methoden von Ragazzini und der Reglerentwurf auf end-
liche Einstellzeit. Infolge von Stellgliedbegrenzungen kann es bei integrierenden Reglern
zu einem Regleriiberlauf (Wind-Up) kommen. Mafinahmen gegen diesen Regleriiberlauf
schlieffen das Kapitel ab.

In Kapitel 14 werden die von der klassischen Regelungstechnik bekannten Ortskurven-
verfahren des Reglerentwurfs mithilfe des Bode-Diagramms und der Wurzelortskurve
auf digitale Regelsysteme iibertragen.

Im folgenden Kapitel 15 iiber den Entwurf digitaler Kompensationsregler werden ohne
vorherigen Entwurf analoger Regler und anschliefsende Diskretisierung direkt digita-
le Kompensationsregler nach verschiedenen Methoden entworfen. Ein Entwurf mittels
Polvorgabe wird dabei ebenfalls vorgestellt.

Das Kapitel 16 {iber adaptive und selbsteinstellende Regler behandelt das Autotu-
ning von Reglern, Gain-Scheduling, selbsteinstellende Regler sowie Modell-Referenz-
Adaptive Systeme. Diese komplexen Entwurfsverfahren ermoglichen eine Regleranpas-
sung an sich verdndernde Parameter der Regelstrecke.

Das Ziel von Teil IT des Buchs ist, den Leser mit einfachen Mitteln mit den Methoden
der digitalen Regelung vertraut zu machen. Anhand vieler Beispiele erfolgt eine Ein-
fiihrung in die Thematik, und die zahlreichen Aufgaben ermdoglichen die selbstédndige
Erarbeitung des Stoffes. Dabei wird das Ziel des Entwurfs digitaler Regler, die Ermitt-
lung der im Mikrocontroller zu programmierenden Reglergleichung, nicht aus den Augen
verloren.

Teil III: Fuzzy-Regelung

Die Ermittlung und Anwendung der Methoden der Fuzzy-Logik auf die Auslegung von
Reglern fiir Eingroflensysteme bilden den Inhalt der Kapitel 17 bis 20 des Buches. Be-
gonnen wird in Kapitel 17 mit der Definition unscharfer Mengen, den Fuzzy-Mengen,
deren Zugehorigkeitsfunktion, anders als bei den klassischen Mengen, die Elemente der
Grundmenge auch auf Werte zwischen Null und Eins abbildet. Nach der Vorstellung ty-
pischer Fuzzy-Mengen werden UND-, ODER- und NICHT-Operator fiir Fuzzy-Mengen
erldutert. Die Einfilhrung von linguistischen Variablen und Termen schliefst sich an. Mit
der Abbildung ,scharfer Messwerte auf ihren Zugehorigkeitsgrad (die Fuzzifizierung)
endet das Kapitel.

Kapitel 18 beginnt mit den Regeln fiir Fuzzy-logisches Schliefien, den Fuzzy-Relationen
und leitet iiber zur Fuzzy-Inferenz. Hierunter versteht man die Erarbeitung einer Schluss-
folgerung auf der Basis des Wahrheitsgehaltes von Préamissen. WENN-DANN-Regeln



Vorwort IX

beschreiben formal die Verkniipfung von Pramisse und Konklusion (Schlussfolgerung).
Die Erlauterung dieser Fuzzy-Inferenz erfolgt am Beispiel einer Fiillstandsregelung eines
Behilters. Verwendet wird hierbei die MAX-MIN-Inferenz, jedoch weitere Inferenzme-
thoden werden ebenso erldutert. Die Defuzzifizierung, d. h. die Gewinnung eines ,schar-
fen“ Ausgangswertes aus der Ergebnis-Fuzzy-Menge der Fuzzy-Inferenz schliefit sich an.

In Kapitel 19 wird die Anwendung der beiden vorangehenden Kapitel auf den Regler-
entwurf vorbereitet. Die Konstruktion statischer und dynamischer Fuzzy-Regler wird
ebenso erlautert wie die Konstruktion von Zwei- und Dreipunktreglern auf der Basis
der Fuzzy-Inferenz. Die Beschreibung des Ein-/Ausgangsverhaltens von Fuzzy-Reglern
durch Kennlinien und Kennflichen verdeutlicht die Wirkungsweise. Der Einfluss un-
terschiedlicher Fuzzy-Mengen und unterschiedlicher Inferenzmethoden wird fiir einen
Fuzzy-PD-Regler anhand seiner Kennflichen demonstriert, bevor sich die Generierung
von Fuzzy-PI- und -PID-Reglern anschlieft.

Die beispielhafte Anwendung von Fuzzy-Reglern im Regelkreis im Vergleich zu einem
konventionellen Regler wird in Kapitel 20 fiir eine Verzogerungsstrecke untersucht. Dies
beinhaltet auch die Untersuchung des Einflusses verschiedener Inferenzmethoden. Es
schlieft sich die Untersuchung einer Storgrofenaufschaltung iiber einen Fuzzy-Regler
fiir die Regelung einer integrierenden Regelstrecke an. Den Abschluss dieses Kapitels
bildet ein Blick in die Problematik der Stabilitdt von Fuzzy-Regelungssystemen.

Das Ziel von Teil IIT des Buches ist, dem Leser ein Verstdndnis fiir den Einsatz der
Fuzzy-Logik in der Regelungstechnik zu vermitteln. Daher wird der Vergleich zur kon-
ventionellen Regelung hiufig betont. Beispiele und Aufgaben sollen die Einarbeitung
erleichtern.

Anhang

Der Anhang bietet mit seinen Formeln zur Matrizenrechnung die Moglichkeit fehlen-
des Formelwissen nachzuschlagen. Dies kann nicht die intensive Beschéftigung mit der
Matrizenrechnung, die in Teil I des Buches erforderlich ist, ersetzen. Jedoch sind hier
einige, speziell in der Regelungstechnik hilfreiche Zusammenhénge leicht zu finden.

Allgemeine Bemerkungen

Voraussetzung fiir den Leser dieses Buches ist eine Grundvorlesung in Regelungstech-
nik. Die normalerweise in einer derartigen Vorlesung vermittelten Kenntnisse von PID-
Regelungen sind nach wie vor die Basis und die erste Wahl zur Losung von regelungs-
technischen Aufgaben. Die Ziele der Autoren sind es, die iiber eine derartige Grundvor-
lesung hinausgehenden Theorien der Regelungstechnik in den drei Bereichen Mehrgro-
fenregelung, digitale Regelung und Fuzzy-Regelung zusammenfassend in einem Buch
darzustellen. Dabei wird der mathematische Aufwand so gering wie méglich gehalten.
Das Buch eignet sich sowohl fiir den in der Praxis tdtigen Ingenieur zur schnellen Ein-
arbeitung in die Problematik als auch fiir Studenten als Textbuch fiir weiterfiithrende
Vorlesungen zur Regelungstechnik. So sind z. B. die behandelten Themengebiete Inhalt
von Vorlesungen an der Hochschule Miinchen in der Fakultét fiir Elektrotechnik und
Informationstechnik.
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Auf den Internetseiten des Oldenbourg Wissenschaftsverlages http:\\www.olden-
bourg-wissenschaftsverlag.de sind unter dem Buchtitel die MATLAB-Programme
einiger gerechneter Beispiele sowie weitere Informationen zum Buch zu finden. Dies soll
insbesondere das Selbststudium und die ersten Schritte der Anwendung der Verfahren
erleichtern. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, dass der Leser leistungsfahige Programm-
systeme wie z. B. MATLAB, DORA, MATRIXX ... zur Verfiigung hat.

Zur Unterscheidung vom normalen Text werden Beispiele und Aufgaben mit dem Zei-
chen [J abgeschlossen.

Dank

Die Autoren mochte sich bei den Herren Prof. Dr. Wolfgang Héger und Prof. Dr. Dr. h.c.
Hans-Joachim Kroll fiir wertvolle Anregungen bedanken. Der Dank geht aufierdem an
den Oldenbourg Verlag, bei dem wir jederzeit ein offenes Ohr fiir Probleme und Wiinsche
fanden.

Miinchen Gerd Schulz und Klemens Graf
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Teil 1

Mehrgrofsen-Regelsysteme






1 Zustandsdarstellung
von Eingrofkensystemen

Eine Einfiihrung in die Regelung von technischen Systemen wird im Allgemeinen an-
hand von Eingrofensystemen durchgefiihrt. Diese Systeme oder Anlagen besitzen eine
Stellgrofse fiir ihre Beeinflussung und eine dominierende Ausgangs- oder Regelgrofe.
Beispiele hierfiir sind ein Gleichstrommotor (Stellgrofe: Steuerspannung und Regelgro-
fe: Drehzahl oder Drehwinkel), ein Fliissigkeitsbehélter (Stellgrofe: Zufluss pro Zeitein-
heit und Regelgrofe: Fiillstand) oder eine Raumheizung (Stellgrofe: Heizleistung und
Regelgrofe: Temperatur).

In diesem Kapitel soll zunéchst eine Einfithrung in die Beschreibung von Eingréfiensy-
stemen durch Differentialgleichung und Ubertragungsfunktion gegeben werden. Sowohl
der Regler als auch die Regelstrecke werden derart beschrieben. Durch Messung und
Riickfithrung der Regelgrofe, Soll-/Istwertvergleich und Verwendung eines Reglers ent-
steht dann der klassische einschleifige Regelkreis.

Die Betrachtung der Eingrofensysteme wird einfiihrend am Beispiel des dynamischen
Verhaltens und der Regelung eines permanenterregten Gleichstrommotors durchgefiihrt.
An diesem Beispiel lésst sich die typische Untersuchung von Regelsystemen gut erldu-
tern, da ein derartiger Motor die hinreichende Komplexitét fiir die Analyse aufweist.
Dabei werden auch die Anforderungen an die Auslegung von Regelkreisen kurz aufge-
flihrt.

Ausgehend von dieser Einfithrung wird dann zur Beschreibung von dynamischen Sy-
stemen durch die Zustandsgleichungen iibergegangen. Die Zustandsdarstellung wird zu-
néchst allgemein an einem Beispiel zweiter Ordnung erldutert. Die Losung wird dann
auf Systeme n-ter Ordnung verallgemeinert. Da die Form der Zustandsdarstellung nicht
eindeutig ist, werden einige unterschiedliche kanonische Formen der Zustandsdarstel-
lung betrachtet.

1.1 Klassische Eingrokenregelung

Beschreibung. Bei der Regelung von Eingrofiensystemen werden Regelstrecken mit
einer Ein- und einer Ausgangsgrofe, dargestellt als Block wie in Abb. 1.1, geregelt.
Die Regelgrofe bezeichnet man iiblicherweise mit x(t), das Stellsignal mit y(¢) und die
Storgrofe(n) mit z(t).
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lStt’)rgr(’jﬁe z(t)

Stellgrofe y(t) Regelgrofe x(t)
— ==

Regelstrecke

Abbildung 1.1: Blockdarstellung einer Regelstrecke

Die gleichungsmiifige Beschreibung des Ubertragungsverhaltens einer derartigen Regel-
strecke geht im Allgemeinen von den zugrunde liegenden Differentialgleichungen aus.
Dies soll am Beispiel eines Gleichstrommotors erldutert werden, dessen technologische
Ersatzdarstellung Abb. 1.2 zeigt:

i Ra La
o L Ma, N /Wm
€A w
UA N ‘ ) S

O

Abbildung 1.2: Technologische Ersatzdarstellung eines Gleichstrommotors

Die Grundgleichungen fiir die Beschreibung des Gleichstrommotors lauten’:

UA = Raia + L dé;? + en Maschengleichung

eA = 2mn-c¥; Induktionsgesetz

Mg = ix4-c¥; Momentengleichung

Mg — My = 27J- ((11—? Impulssatz (Bewegungsgl.).

Durch Einsetzen und Umformen ermittelt man dann die resultierende Differentialglei-
chung des Gleichstrommotors zu:

2nJL, . 2nJRa . Ry La .
. . 2reWy-n = —— My, — —— My, (1.1
o0, 7l + T, n+2nc¥y-n=uz T, m U, My. (1.1)

Eingangsgrofe des Motors ist die Ankerspannung u,(t) und die Ausgangsgrofe ist die
Drehzahl n(t) (oder gegebenenfalls auch der Drehwinkel (¢)). Das Lastmoment m,, (t)
ist die auf den Motor wirkende Stérgrofe.

'Hierin bedeuten: J - Tragheitsmoment, R4 - Ankerkreiswiderstand, L4 - Ankerkreisin-
duktivitét, Uy - verketteter Fluss, ¢ - Maschinenkonstante, mq(t) - Antriebsmoment, m.,(t) -
Lastmoment.
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Diese Beschreibung des dynamischen Verhaltens des Gleichstrommotors durch eine Dif-
ferentialgleichung wird in der Regelungstechnik im Allgemeinen iiberfiihrt in die Be-
schreibung durch eine oder mehrere Ubertragungsfunktionen:

N(s) = Fs,(s) - Ua(s) + Fs.(s) - M (s), (1.2)

;nitli N(s) = L{n@t)}, Ua(s) = L{ua(t)}, My (s) = L{mw (1)} und den Ubertragungs-
unktionen

N(s) 1
. _ _ d 1.3
SO " e e, ™
R L
TN T B S e, |

Die Blockdarstellung von Abb. 1.1 wird dann ersetzt durch die Blockdarstellung nach
Abb. 1.3 mit den Ubertragungsfunktionen als Blocken in der Darstellung:

Regelstrecke My (s)

Ua(s) L |N(s)

Fs,(s) O

Abbildung 1.3: Blockdarstellung mit Ubertragungsfunktionen

Nach Riickfiihrung der Regelgrofe und Entwurf eines Reglers mit der Ubertragungs-
funktion Fr(s) entsteht dann der in Abb. 1.4 dargestellte einschleifige Regelkreis mit

Regelstrecke | My (s)

UStiJ'r (S FSZ <S)
Ur

[ Fn(e) BRSP4 o (oL

Abbildung 1.4: Fin-
schleifiger Regelkreis

der Fithrungsgrofe Ny (s) und einer zusitzlich hinzugefiigten Versorgungsstorgrofe
Ustsr(s), wie z. B. Schwankungen der Ankerspannung.

2Mit £{z(t)} = X(s) wird die Laplace-Transformierte der Gréke x(t) bezeichnet.
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Fiir die Regelung eines derartigen Systems hat sich der (reale) PID-Regler mit der
Ubertragungsfunktion

14+ Tns+ TnTys?
Tns- (14 Tps)

(1.5)

mit X,(s) = Ugr(s), Xe(s) = Nw(s) — N(s) und T, Tv und Tp als Zeitkonstanten,

als der geeignete Regler erwiesen®.

Tritt keine Laststorung (mw (¢)) auf, so geht der obige Regelkreis nach Abb. 1.4 iiber in

die Standarddarstellung eines einschleifigen Regelkreises nach Abb. 1.5. Der Entwurf der
Storgrofe Z

Stellgrofe torgroe Z(s)

Y(s) g

Sollwert W (s) Regelgrofie X (s)

FR(S) Fs(s)

Abbildung 1.5: Einschleifiger Regelkreis

Ubertragungsfunktion F r(s) ist die zentrale Aufgabe der klassischen Regelungstechnik.
Ein dominierendes Entwurfsverfahren ist dabei das Verfahren der dynamischen Kom-
pensation, bei dem Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion der Regelstrecke
durch geeignete Nullstellen und Pole des Reglers kompensiert werden. Andere Ent-
wurfsverfahren gehen auf grafische Darstellungen wie z.B. das Bode-Diagramm oder
die Wurzelortskurve iiber und leiten unter Zuhilfenahme dieser Ortskurven die Uber-
tragungsfunktion des Reglers ab.

Entwurfsanforderungen. Die zentralen Anforderungen an den Regelkreis beim Ent-
wurf dieser Regler-Ubertragungsfunktion Fr(s) lauten dabei:

1. Der Regelkreis muss stabil sein. Ohne diese Hauptforderung ist die Erfiillung
weiterer Anforderungen nicht moglich, bzw. hinféllig.

2. Der Regelkreis soll ein ,gutes” Fiihrungsverhalten aufweisen. D.h., nach Vorgabe
einer Fithrungsgrofe w(t) soll die Regelgrofe x(t) auf die Fiithrungsgrofe ein-
schwingen. Dieser Einschwingvorgang ist nidher zu spezifizieren. Falls die Fiih-
rungsgrofe zeitverdnderlich ist, soll die Regelgréfe der Filihrungsgrofe folgen.

3. Der Regelkreis soll ein ,gutes* Storverhalten aufweisen. D.h., der Einfluss einer
Storung z(t) auf die Regelgrofe z(t) soll gering sein. Dieser Einfluss wird be-
schrieben durch Grofen eines Einschwingvorgangs.

3Dabei soll aufter Acht gelassen werden, dass die Verwendung zweier einschleifiger Regel-
kreise in Form einer Kaskadenregelung bei einem Gleichstrommotor bessere Ergebnisse liefert.
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4. Der Einfluss von Parameterinderungen auf das dynamische Verhalten des Regel-
kreises soll gering sein. D. h., der Regelkreis soll moglichst unempfindlich (robust)
gegeniiber Schwankungen von Parametern (z. B. der Regelstrecke) sein.

Einen guten Uberblick iiber die Methoden und Verfahren zum Entwurf geeigneter Regler
findet man in der Literatur wie z. B. [19], [22], [43], [45], [53], [57], [62], [64], [65].

1.2 Zustandsgleichungen von Eingrofsen-
systemen

1.2.1 Ermittlung aus der Differentialgleichung,
Normalformen

Einfiihrung. Die Beschreibung von dynamischen Systemen durch Zustandsgleichun-

gen ldsst sich anschaulich an einem System 2. Ordnung erkldren. Dies kénnte z. B. der

Gleichstrommotor von Abschnitt 1.1 sein, bei dem zunéchst das Stormoment m., (t) zu

Null angenommen wird. Die Differentialgleichung eines derartigen Systems lautet dann
in allgemeiner Form:

as Ty + a1 Ty + ag o = by xe . (1.6)

Hierin entspricht x.(t) der Eingangsgrofie und z,(t) der Ausgangsgrofie des Systems.
Mit den Substitutionen

T1 = T, und (1.7

o ~—

i’l = .%"a = T2 (1.8
kann Gleichung 1.6 umgeformt werden zu

.. . 1 .
T = 172:@—~[7a1 Zoq — o Tq + bo T
2

1
= —- [—a1 To — ag 1 + bg LL’E] . (19)
ag

Aus der Differentialgleichung 2. Ordnung werden zwei Differentialgleichungen 1. Ord-
nung, dies sind die Gleichungen 1.8 und 1.9. Aus diesen zwei Differentialgleichungen 1.
Ordnung bildet man dann eine Vektordifferentialgleichung 1. Ordnung wie folgt:

T ._ 0 1 L1 0
HEEEARAR .

az
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Die Ausgangsgrofe x,(t) folgt dann aus Gleichung 1.7 zu

Nun werden die folgenden Abkiirzungen?

0 1 0
T N B I
a2 az as

mit A als Dynamikmatrix, b als Eingangsvektor und ¢’ als Ausgangsvektor einge-
fithrt. Darin ist ¢’ der transponierte Vektor von c. Die Grofen x; und o heifien die
Zustandsvariablen des Systems, sie bilden den Zustandsvektor x(¢)

_ o) | _ | zalt)
20=| ) = |60
Mit diesen Abkiirzungen kann dann die Differentialgleichung 2. Ordnung als Vektordif-
ferentialgleichung 1. Ordnung in der allgemeinen Form

rT=A-x+b-z,
T, = ¢l - x

geschrieben werden. Diese Darstellung einer Differentialgleichung durch eine Vektordif-
ferentialgleichung mit den Matrizen A, b, ¢ und dem Zustandsvektor & nennt man die
Zustandsdarstellung der Differentialgleichung.

Aufgabe 1.1: Berechnen Sie die Matrizen A, b, ¢’ und den Zustandsvektor x fiir die
folgende Differentialgleichung;:

Fa(t) + 4d6(t) + 3z (t) = 2z (2).

.. 0 1 0 T
Losung:A[34],b{2],cT[10]und:c[x.a} O

Aufgabe 1.2: Berechnen Sie die Matrizen A, b, ¢’ und den Zustandsvektor z fiir die
Differentialgleichung des Gleichstrommotors nach Gleichung 1.1 mit u 4 (¢) als Eingangs-
grofe:
2nJLy .. 27JRa
C\I/f C\Iff

nA2mcVy-n=1uy

4Fettgedruckte Grofbuchstaben bezeichnen Matrizen und fettgedruckte Kleinbuchstaben
bezeichnen Vektoren. Skalare Gréfien werden durch nicht fettgedruckte Kleinbuchstaben be-
zeichnet.
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0 1 0
Losung: A = ()2 Ra | b = [ U }, ' = [10] und
T JLa  La 2w JL 4

x:m 0

Sprungfihige Systeme, Regelungsnormalform der Zustandsdarstellung. Die
zwei Differentialgleichungen 1.8 und 1.9 kénnen in einem Simulationsdiagramm (siehe
Abb. 1.6) dargestellt werden. Darin entspricht der Block mit dem Integralzeichen einer
Integration, und die anderen Blocke stellen die Multiplikation mit einem konstanten
Faktor dar.

Te T Tq = T9 T1 = Tq
b + a a
— & - I I
a
o Abbildung 1.6: Simulati-
onsdiagramm der Vektor-
a0 differentialgleichung
ay

Mit diesem Simulationsdiagramm kann man sich auf einfache Art und Weise auch die
Herleitung der Zustandsgleichungen fiir Differentialgleichungen mit Ableitungen der Ein-
gangsgrofe x.(t) klarmachen. Das Vorgehen soll wieder fiir eine Differentialgleichung 2.
Ordnung erldutert werden. Die Differentialgleichung laute

g Toq+ a1 Tq +ag Tg = by e + b1 Te + by Ze (1.11)

die Eingangsgrofie x. (t) ist also bis zu zweimal abgeleitet. Systeme, bei denen die hochste
Ableitung der Grofien x,(t) und z(t) in der Differentialgleichung identisch ist, bezeich-
net man als sprungfihige Systeme. Bei einem Sprung der Eingangsgrofe z.(t) dndert
sich auch die Ausgangsgrofie sprungformig. Anstelle der Differentialgleichung 1.11 wird
zunéchst die reduzierte Differentialgleichung

az I+ a1 &1 +ag r1 = Te (1.12)

analysiert. Fiir diese reduzierte Differentialgleichung gilt analog zu Abb. 1.6 das Simu-
lationsdiagramm von Abb. 1.7.

Das reduzierte System hat als alleinige Eingangsgrofse nur z., und die zugehoérige Aus-
gangsgrofie resultiert dann als x1 (t). Die rechte Seite der Differentialgleichung 1.11, d. h.
die Anregung der Differentialgleichung, lautet jedoch vollstandig

bo Ie+b1 x.e+b2 j?e .

Da Eingang x. den Ausgang x; ergibt (siehe Abb. 1.7) bzw. Eingang byz. den Ausgang
box1, muss Eingang by &, den Ausgang by, ergeben (da die Differentiation eine lineare
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Te T T 1
— & J J
a Abbildung 1.7: Si-
a2 mulationsdiagramm der
reduzierten Differential-
ag gleichung
az

Operation darstellt) und ebenso muss boZ. den Ausgang bod erzeugen. Somit resultiert
die Ausgangsgrofe x, dieser Differentialgleichung dann als lineare Uberlagerung von

b0$1+b1 T1+ by 1 = 2 .

Dieser Aufbau des Ausgangssignals z, ergibt dann eine Erweiterung des Simulations-
diagramms 1.7 und ist in Abb. 1.8 dargestellt [36].
ba
N

by O
. J+
Te Z1
1
a5 il bo

ag
as

Abbildung 1.8: Simulationsdiagramm der vollstindigen Differentialgleichung 2. Ord-
nung

Aus diesem Simulationsdiagramm 1.8 leitet man dann die Zustandsdarstellung der Dif-
ferentialgleichung 2. Ordnung wie folgt ab. Es gilt:

x'l = T2 (113)
B = dp =t — Loy — Ly (1.14)
Qa

Ty = bgp X1+ b1 22+ by To . (1.15)
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Diese Gleichungen 1.13 und 1.14 ergeben die Vektordifferentialgleichung

¢ 0 1 0
T ) (23]
2 as as 2 a2

mit der Dynamikmatrix A und dem Eingangsvektor b wie folgt:

a=] % ] b_m. (1.16)

az  az az

Das Einsetzen von Gleichung 1.14 in 1.15 ergibt dann
ZTq = bo x1 + b1 T2+ ba do

T a a
=b0$1+b1$2+b2'{———1$2——0$1}

az az ag

b
= {bobzﬂ} cr1+ {b1bzﬂ} Ty — e
az az az

a a Z1 ba
= [bo— b2 b1b2a—;]'{x2}+{£]-xe. (1.17)
Dann lauten die mit Ausgangsvektor ¢!’ und Durchgangsfaktor d bezeichneten Gréfen
b
e’ =[bo—b22 by —by2] d= [ﬂ . (1.18)
2

Dieser Durchgangsfaktor d ist nur bei einem sprungfihigen System, d.h. bei einer Dif-
ferentialgleichung mit gleicher Ordnung der héchsten Ableitung von z, und z,. von Null
verschieden.

Die Extrapolation der Ergebnisse von Gleichung 1.16 und 1.18 fiihrt von der Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung in der Form

n n—1 . . n
Ap Ty +ap_1 T ¢+ ...+ a124 + agxy = bgZe +b1Ze + ...+ by Te
zu den dazugehdrigen Zustandsgleichungen:

& =A-x+b x (1.19)
zo =clx+d -z, (1.20)

mit den Matrizen und Vektoren

0 1 0 - 0 0
0 0 r ... 0 0

A= : b=| : (1.21)
0 0 0o - 1 0
_G4 @ G . _Gn-1 1
A, A, Ay, an an,

¢ = [bo—bn® by — byl by — by 92 - by — by 22t ] (1.22)

d = [b—"} , (1.23)

an
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und dem Zustandsvektor = zu

Z1

Tn

Diese Form der Zustandsdarstellung bezeichnet man als Regelungsnormalform und die
Form der A-Matrix bezeichnet man als Frobenius-Form. Man kann die Zustandsbe-
schreibung dieses Systems mit den Matrizen A, b, ¢ und d und dem Zustandsvektor x
(Anfangszustand z(0)) in einem Blockschaltbild, wie in Abb. 1.9 gezeigt, darstellen®.
Dabei reprasentiert der Block mit dem Integralzeichen die Integration des Zustandsvek-
tors x. Die anderen Blocke enthalten die jeweiligen Systemmatrizen.

d
x(0)
Ze(t) a(t) O x(t) Za(t)
b J...dt Py
Jr
A

Abbildung 1.9: Allgemeines Blockschaltbild der Zustandsbeschreibung

Nicht sprungfihige Systeme. Bei einem nicht sprungfihigen System (d.h. b, = 0)
vereinfachen sich bei unverénderter Dynamikmatrix A und unveréndertem Eingangs-
vektor b der Ausgangsvektor ¢! und der Durchgangsfaktor d zu:

CT = [bo bl b2 bn—l] und d=0. (1.24)

Besonders einfach wird die Zustandsdarstellung fiir eine normierte Differentialgleichung
mit a, =1 und b, =0

n n—1 . . n—1
Ty + Ap_1 T +...4+a1Lq + aorq = boxe +b1Ze + ...+ bp1 T o .

Dann besitzt fiir diese Differentialgleichung die Regelungsnormalform die Matrizen

o 1 0 -- 0 0
o 0 1 -- 0 0
A= : : : : b= |: (1.25)
0 O 0o - 1 0
—ag —a; —az -+ —Ap-1 1
"= by b by - by ] d=0. (1.26)

Es werden vektorielle GroRen im Blockschaltbild durch breite Pfeile dargestellt.
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In der letzten Zeile der Matrix A stehen die Koeffizienten a; mit negativem Vorzeichen.
Oberhalb der Hauptdiagonalen von A steht eine Eins, alle weiteren Elemente von A
sind Null. Der Vektor ¢” enthélt die Koeffizienten b;. Vektor b ist bis auf das letzte
Element gleich Null.

Die normierte Blockdarstellung dieser Form mit a,, = 1, b, # 0 und einzelnen Integra-
toren zeigt Abb. 1.10. Die mit einem Faktor multiplizierte Aufsummierung der z; und
ihrer Ableitungen ergibt die Ausgangsgrofe x,.

o Zq(1)
\ i i i
by, bn—1 b1 bo
Le (t) ~ I gi f nigl_ N f T; f T
B An—1 ai ag

O

Abbildung 1.10: Normierte Blockdarstellung der Regelungsnormalform

Aufgabe 1.3: Berechnen Sie die Matrizen A, b, ¢’ in Regelungsnormalform und den
Zustandsvektor x fiir die folgende Differentialgleichung;:

To () + 624(t) + 11&4(t) + 624(t) = 3x(2) .

0 1 0 0 1
Losung: A= 0 0 1|, b= |0], cT:[3OO], T = | a2
—6 —11 —6 1 T3

Aufgabe 1.4: Berechnen Sie die Matrizen A, b, ¢’ in Regelungsnormalform und den
Zustandsvektor « fiir die folgende Differentialgleichung:

Lo () + 284(t) + 446 () + 324(t) = xe(t) + 32 (t) + 2%(t)

0 1 0 0 1
Losung: A= 0 0 1 |, b=]|0]{, cT:[132], T=|x2| . a
-3 —4 -2 1 x3
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Aufgabe 1.5: Berechnen Sie die Matrizen A, b, ¢! und d in Regelungsnormalform sowie
den Zustandsvektor x fiir die folgende Differentialgleichung:

2 T o (8) + 4 (t) + 5ig(t) 4+ 3xa(t) = Te(t) + 3de(t) + 4io(t) + 2 Te (1)

0 1 0 0
Losung: A = 0 0 1|, b=]|01], = [72 -2 0] sowie
—-1,5 =25 =2 0,5
Z1
d=1undx= | 22 |. O
Zs3

Beobachtungsnormalform. Die als Beobachtungsnormalform bezeichnete Darstel-
lung soll anhand einer Differentialgleichung dritter Ordnung entwickelt werden. Es gelte
die Differentialgleichung

Ty + oy + a1Zq + agTe = boxe + b1Te + bale .

Es wird als erstes der Term agx, auf die rechte Seite gebracht und die Zustandsvariable
1 definiert:

= jjl
Ty + aokq + @124 = boxe — Agxy + b1Te + boe = b1Ze + T1 + boZe .

Danach bringt man den Term a;2, auf die rechte Seite und definiert die Zustandsva-
riable &s:
= jQ
Tq + 2% = b1de + &1 — a10q + boe = baZe + T2 .
Zuletzt bringt man den Term ay %, auf die rechte Seite und definiert die Zustandsvariable
T3 =T, ,dh 23 =u1u,4
Tog= bQIe + T2 —agx, = T3 .

Die Zusammenfassung der eingefiihrten Definitionen der Zustandsvariablen ergibt:

x'l = boIe — apTq
Ty = biTe + 21 — a1,
T3 = ba%e + X2 — A2,

Tg — I3
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Daraus resultiert die Zustandsdarstellung
z° 00 —ao x bo
To = (10 —a To | + [ b1 | - 2e und
T3 01 —as 3 ba
T
T =[001]- |
3
Abb. 1.11 zeigt eine Blockdarstellung dieses Systems in Beobachtungsnormalform.
Te I ' }
bo b1 ba
% T f X1 )\ To f X2 )\ T3 f LTgq = T3
ap aq a9
t t t

Abbildung 1.11: Blockdarstellung der Beobachtungsnormalform

Die Erweiterung dieser Darstellung fiir eine normierte Differentialgleichung n-ter Ord-
nung

n . . . n—1
Ty + ...+ aoZg + a1%q + agTq = boTe + b1 + ...+ bp—1 e

ergibt die Zustandsdarstellung in Beobachtungsnormalform als

Iy 000...—&0 X1 bO
xTo 100...—&1 X9 bl
T3 _ 010... —as .| T3 + bo T und (1.27)
Ty 00 1 —an_1 Ty b1
Z1
€2
2, =[00...01] |3 (1.28)
Tn

In dieser Beobachtungsnormalform lassen sich besonders einfach mehrere Eingangsgro-
fen, wie z. B. Stell- und Storsignal bei der Differentialgleichung des Gleichstrommotors,
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beriicksichtigen. Die Zustandsdarstellung des Gleichstrommotors nach Gleichung 1.1
lautet dann

X1 ¢

T2

n=lo1]-| 2]

0] ) [ | e [
= A . + 27 JL 4 'UA+[ 7r1A:|.mw
1 75—? €2 0 Ty

bzw. in Kurzform

T = A-:B—i—b-ua—i—bl-mw

n:CT'ﬂ'J.

Das Blockschaltbild dieser Zustandsdarstellung zeigt Abb. 1.12.

J Moy (t)

/

b

ua(t) a(t) x(t) n(t)

Abbildung 1.12: Blockschaltbild des Gleichstrommotors mit zwei Eingangsgrofien

Diagonalform der Zustandsdarstellung. Die Reprasentation einer Differentialglei-
chung durch ihre Zustandsdarstellung ist, wie die beiden obigen Normalformen zeigen,
nicht eindeutig. Der nachfolgenden Differentialgleichung mit m <n

Ap Ty + ...+ a2y + a1Zq + agTq = boTe + b1Te + ... + by T
entspricht die Ubertragungsfunktion

F(s):Xa(S) :bo 4+ b1 s + by 2+ ...+ by, s™
Xe(s) ap + a1 s + a2 $2+...+a, s”

Die Residuendarstellung dieser Ubertragungsfunktion lautet fiir einfache Pole Spi von
F(s)
Xa(9) a; Qs oy

F(s) = - ,
(s) Xe(s) o+ S — Sp1 + S — Sp2 Tt S — Spn
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Die Terme «; sind die Residuen. Der Term «g ist nur fiir m = n von Null verschieden.

Jeder Einzelterm X;(s)/Xc(s) = 3 f‘ls - entspricht hierbei einer Differentialgleichung
pi

1. Ordnung

jiZSpi'Ii‘i’ai'xe .

Der Ausgang x,(t) ist dann die Summe der n einzelnen Terme x;(t). Hieraus kann man
direkt eine einfache Zustandsdarstellung ableiten zu

T Sp1 0 --- 0 I a1
p
X2 0 Sp2 0 €To n (65)
= . Te
Ty 0 0 -+ spn Ty Qi
T
T2
o= 1 1 - 1] | | +ao -2
Tn

mit den Systemmatrizen und Vektoren

sp1 0 -+ 0 oy
0 Sp2 0 (65

A=| . . b= | . (1.29)
0 0 - S an

=711 - 1] d=[ag] . (1.30)

Diese Darstellungsform bezeichnet man als Diagonalform der Zustandsdarstellung, oder
auch als Jordan’sche Normalform.

Aufer der bisher genannten Regelungs- und Beobachtungsnormalform sowie der Diago-
nalform existieren weitere Normalformen der Zustandsdarstellung von Systemen. Mit
geeigneten Transformationen [36] (siehe auch Kapitel 3.3) konnen die Darstellungen von
einer in die andere Normalform umgerechnet werden.

1.2.2 Ermittlung aus den Systemgleichungen

Eine weitere Methode zur Aufstellung der Zustandsgleichungen, die sich insbesondere
bei den Mehrgrofensystemen als sehr vorteilhaft erweist, geht von den zugrunde lie-
genden Systemgleichungen aus. Dies soll am Beispiel des Gleichstrommotors erldutert
werden.
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Die vier Grundgleichungen fiir die Beschreibung des Gleichstrommotors lauten gemaf
Seite 4

UA = Rpaita + Ly ddL{‘ + eqn Maschengleichung

€A = 2mn-c¥; Induktionsgesetz

Mg = ia-cVUy Momentengleichung

Mg — My = 27J- (31—7; Impulssatz (Bewegungsgl.).

Herleitung ohne Lastmoment. Es sei fiir die folgenden Betrachtungen zunéchst das
Lastmoment m,,(t) = 0. Nach Ersetzen von e4(t) in der Maschengleichung und m,(¢)
im Impulssatz resultieren die zwei Gleichungen:

Qi
uUA RAZ'A+LA%+27T7’L-C\I/JC

d
in Uy = 27rJ-d—7Z . (1.31)

Nun bringt man die Terme mit der Ableitung auf die linke Seite und erhalt:

di 1 .

_d? = L—A-{—RAZA—27TR'C\I/f+uA}
dn 1

D PN U

a3y Larelsd

W&hlt man nun als Zustandsvariablen die Grofen i4(¢) und n(t), so lauten die Zu-
standsgleichungen

[i;;((tt))]': [_T—g_g —2?’“] , [’;*é?] N {%] uald) .

2nJ

Die Ausgangsgrofie n(t) resultiert zu
_ ia(t)
n(t) = [01]. {n(t) ] .

Es resultiert eine andere Zustandsdarstellung als in Aufgabe 1.2. Wahrend dort die Zu-
standsvariablen die Grofen n(t) und n(t) waren, sind es bei der obigen Vorgehensweise
die Groften n(t) und i4(t). Die Zustandsvariablen sind im Allgemeinen physikalisch
messbare Grofsen, bzw. man wihlt sie als solche. Dies ist bei den Verfahren, die zu den
speziellen Normalformen fiihren, nicht immer der Fall. Das Ein-/Ausgangsverhalten
von u4(t) nach n(t) ist dasselbe obwohl andere Zustandsvariablen vorliegen. Dies liegt
daran, dass die Zustandsdarstellung beziiglich der Zustandsvariablen und der Matrizen
A, b ... nicht eindeutig ist, obwohl das Ein-/Ausgangsverhalten unverindert erhalten
bleibt.
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Herleitung mit Lastmoment. Ist das Lastmoment 1, (¢) nicht gleich Null, so lautet
Gleichung 1.31

d
iA-C\I’f=27TJ-d—7Z+mw .

Aufgelost nach n folgt daraus:

dn Uy
=1 i,

1
At 2rmJ 21w J T

Damit resultiert die Zustandsdarstellung fiir den Gleichstrommotor mit Stell- und Stor-

grofke zu:
. oqe 7&7270‘1’f . 1
HE A R RN A
n Sy 0 n “ s

Die Dynamikmatrix A entspricht bei dieser Vorgehensweise keiner der zuvor behandel-
ten Normalformen fiir Eingrofensysteme. Die Ausgangsgleichung fiir n(¢) bleibt unver-
andert

n(t)=[01]- [27;“(%)} .

Auch in dieser Form kann man die Regelstrecke Gleichstrommotor als Block mit zwei
Eingdngen und einem Ausgang in einem Blockschaltbild darstellen. Diese Blockdarstel-
lung ist dann dquivalent zu der Darstellung nach Abb. 1.9, die Systemmatrizen sind
nun jedoch andere.

Die in diesem Abschnitt behandelte Ermittlung der Zustandsgleichungen aus der Sy-
stemdarstellung stellt die Grundlage der Zustandsdarstellung von Mehrgrofensystemen
dar.

1.3 Ermittlung der Ubertragungsfunktion

Herleitung. Die Beschreibung eines Eingrofiensystems durch die Zustandsdarstellung
wurde in den Gleichungen 1.19 und 1.20 angegeben zu

=A-xz+b x (1.32)
t, =cl x+d- . . (1.33)

Diese Zustandsdarstellung kann mithilfe der Laplace-Transformation in eine Ubertra-
gungsfunktion iiberfiihrt werden. Die Laplace-Transformation von Gleichung 1.32 ergibt

s-X(s)=A-X(s)+b-Xc(s),
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mit s als Laplace-Variable und X (s) = L{x(t)} bzw. X.(s) = L{z.(t)} als Laplace-
transformierte Grofen x(t) bzaw. z.(t). Fasst man die Grofen mit X (s) auf der linken
Seite zusammen, so erhilt man

{sI — A}-X(s) =b- Xc(s) ,

mit I als Einheitsmatrix. Die Linksmultiplikation dieser Gleichung mit {sI — A}~!
fiihrt dann zu

X(s)={sI—A}""-b-X.(s) .

Setzt man diese Losung fiir X (s) ein in die Laplace-transformierte Gleichung 1.33
Xu(s)=c' X(s)+d-Xe(s),
(mit X, (s) = L{x4(t)}) so resultiert fiir X,(s) die folgende Gleichung:

Xu(s)=cl - {sT — A} -b-X.(s)+d-X(s) .

Abschliefend fasst man noch die Terme mit X.(s) zusammen und erhélt als Ergebnis
die Gleichung

Xa(s)=[c" - {sI—A}"" - b+d] Xc(s) . (1.34)

Die zu Gleichung 1.34 gehorende Ubertragungsfunktion lautet dann

=cl {sT-A}"'-b+d. (1.35)

Die Anwendung dieser Gleichung soll an dem einfachen Beispiel von Aufgabe 1.1 erldu-
tert werden.

Beispiel 1.1: Es seien die Zustandsmatrizen eines Systems gegeben zu

0 1 0
A—{34], b—{2}, cT:[lO]undd:O.

Man beginnt mit der Berechnung der Matrix {sI — A} welche man auch als charakte-
ristische Matriz® bezeichnet. Sie lautet hier

{sl—A}= [g s—|—14} :

6Niheres hierzu siehe Abschnitt 2.4.
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Die Inverse dieser Matrix resultiert zu:

ls -1 s+4 1
(sl A}_I_AdJ[?, s+4} B [3 s} (1.36
’ _Dt s —17] s-(s+4)+3° -36)
3 s44

Die Determinante der charakteristischen Matrix Det(sI — A) also

s -1

D“{3 s+4

] =s5-(s+4)+3=5+45+3=(s+3)-(s+1),
ist das charakteristische Polynom. Es gilt also allgemein die folgende Beziehung:

Det(sI —A) = s" 4+ a,_ 15" " +...+a15+ ag
=(s=A)(s—A2) (s =) (1.37)

mit \; als Wurzeln” der charakteristischen Gleichung (Det(sI — A) = 0 ) und a; als Ko-
effizienten der charakteristischen Gleichung. Die Wurzeln der charakterischen Gleichung
sind gleichzeitig die charakteristischen Werte oder Figenwerte der Matrix A (siehe An-
hang A.5). Diese Zusammenhénge werden in Kapitel 2 noch ausfiihrlicher betrachtet.

Die Linksmultiplikation von Gleichung 1.36 mit ¢ = [1 O] ergibt dann

s+4 1]

o {3 s B [S+4 1]
cl - {sI - A} _[10]'3~(s+4)+3_8'(3+4)+3.

Die abschliefende Rechtsmultiplikation mit b = [0

2] fiihrt dann zu:

c'{sT—-A})"'b=

[s+4 1] [0}[‘”4 1][(2)} 2

s-(s+4)+3 |2 s-(s+4)+3 T 9@ t4s+3

Damit lautet die Ubertragungsfunktion F (s) der gegebenen Zustandsdarstellung unter
Beachtung von d = 0 dann

 Xa(s) 2
Fls) = Xe(s) s24+4s+3°

O

"Man bezeichnet die Wurzeln einer Gleichung mathematisch auch als Nullstellen der Glei-
chung.



22 1 Zustandsdarstellung von Eingrdfiensystemen

Aufgabe 1.6: Die Zustandsmatrizen eines Systems sind gegeben zu: A = [_2 _5},

b= [;], cT:[2 O]undd:O.

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion dieser Zustandsdarstellung.

25+ 14

Lo cF(s) = ———— O
osung: F(s) 7 155 12
0 1 0
Aufgabe 1.7: Die Zustandsmatrizen eines Systems sind gegebenzu: A=| 0 0 1 |,
-3 —4 =2
0
b=1|0], = [1 32] und d = 0.
1
Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion dieser Zustandsdarstellung.
252 4+ 35+ 1
Losung: F(s) = S Ss O

3+ 252445+ 3

Aufgabe 1.8: Die Zustandsmatrizen eines Systems sind gegeben zu: A = {12 34}

b= [;], cT:[2 l]unddzl.

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion dieser Zustandsdarstellung.

s2 4+ 7s+ 18

Losung: F(s) = 713512



2 Zustandsdarstellung
von Mehrgrofsensystemen

Allgemeines. Im Unterschied zu den Eingrofensystemen weisen die Mehrgréfien-
systeme mehrere Eingangsgrofen und mehrere Ausgangsgrofen auf. Beispiele hierfiir
sind ein Hydrauliksystem bestehend aus mehreren Behéltern mit Zu- und Abfliissen
(Stellgrofen: Zufluss 1, 2 ... und Regelgrofen: Fillstand 1, 2 ...), die Langsbewe-
gung eines Flugzeugs (Stellgrofen: Hohenruder und Schub, Regelgrofen: Flughdhe und
Geschwindigkeit), ein Dampferzeuger (Stellgrofsen: Frischwassereinspeisung und Brenn-
stoffzufuhr, Regelgrofen: Dampfdruck und Dampftemperatur).

Auch hier werden die interessierenden Regelgrofien (Istwerte) mit den entsprechenden
Sollwerten verglichen und als Eingangsgrofien in einen Mehrgrofenregler gefithrt. Dieser
liefert dann die Stellsignale, die dafiir sorgen, dass die Regelgréfsen zu den Sollwerten
gefithrt werden.

Mehrgrofen-Regelsysteme kénnen wie Eingrofiensysteme sowohl im Zeitbereich durch
Differentialgleichungen als auch im Frequenzbereich durch Ubertragungsfunktionen be-
schrieben werden. Beide Darstellungen konnen ineinander tiberfiihrt werden. Das Schwer-
gewicht bei den Untersuchungen soll hier auf die Darstellung im Zeitbereich gelegt wer-
den. Auf die Analogie zu Eingrofsensystemen wird an den Stellen wo es moglich ist
hingewiesen.

2.1 Mehrgrofsensysteme
2.1.1 Einfiihrung

Definitionen. Systeme mit mehreren Eingangs- und Ausgangsgrofien bezeichnet man
in der Regelungstechnik als Mehrgrofensysteme oder als Mehrgrofen-Regelsysteme. Es
wirken gleichzeitig mehrere Eingangsgroften auf das System ein und beeinflussen wech-
selseitig die vorhandenen Ausgangsgrofien. Die Ein- und Ausgangsgrofen werden zu
Vektoren wie folgt zusammengefasst':

ul(? yl(i) Zl(i)
wy = | o= [P =Y (2.1)
ur(t) ys(t) 2q(t)

'Es wird ab hier die fiir die Zustandsdarstellung von Systemen iibliche Schreibweise mit
u = x. als Eingangsvektor und y = x4 als Ausgangsvektor verwendet.
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mit u(t) als Vektor der r Stellgrofen, y(t) als Vektor der s Ausgangsgroken und z(t) als
Vektor der g Storgrofen. Der Ubergang zu diesen im Vergleich zum Eingrofsensystem
gednderten Bezeichnungen ist durch die in Kapitel 1 eingefiihrte Zustandsdarstellung
bedingt.

Die Blockdarstellung? einer Mehrgréfen-Regelstrecke zeigt Abb. 2.1.

Storgrofen z(t)

Stellgrofen w(t) Ausgangsgrofien y(t)

C—— > Regelstrecke [———>

Abbildung 2.1: Mehrgrifien-Regelstrecke

Jede der Stell- bzw. Storgrofen uq, o € {1...r}, bzw. zg, 8 € {1...q}, beeinflusst eine
oder mehrere der Ausgangsgrofen y.,, v € {1...s}. Ein- und Ausgangsgrofen sind also

Regelstrecke mit internen Kopplungen

w — o
U2 Y2
Uy Ys

Abbildung 2.2: Mehrgrifien-Regelstrecke mit internen Kopplungen

miteinander verkoppelt. Dies deutet die Abb. 2.2 (fir z(¢) = 0) an.

Diese Regelstrecken mit mehreren Eingangs- und Ausgangsgréfen werden mit Reglern
geregelt, die ebenfalls mehrere Ein- und Ausgangsgrofien enthalten. Es liegen mehrere
Regelgrofen und somit auch mehrere Sollwerte vor. Somit entsteht ein mehrschleifiger
Regelkreis, wie ihn Abb. 2.3 darstellt.

Bevor auf die mathematische Beschreibung derartiger Mehrgrofen-Regelstrecken sowie
auf die Beschreibung und den Entwurf der Mehrgrofienregler eingegangen wird, sollen
zunéchst einige Beispiele fiir diese Mehrgrofien-Regelsysteme vorgestellt werden.

2Es werden vektorielle GroRen in der Blockdarstellung als breite Pfeile hervorgehoben.
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Storgrofen z(t)
Stellgrofen

Sollwerte w(t)  e(t) u(t) Ausgangsgrofien y(t)
I I > Regler ———> Regelstrecke

| :

Abbildung 2.3: Mehrschleifiger Regelkreis — Mehrgrofien-Regelsystem

2.1.2 Beispiele von Mehrgrofsensystemen

Beispiel 2.1 Hydraulik-Kaskade: Ein Hydrauliksystem, bestehend aus drei verbundenen
Fliissigkeitsbehiltern, enthalte die Stellgrofen® Q z,1 und @ z,3 und die zwei Stérgrofen
Q ap2 und Q 4p3. Der Fiillstand h; und hg in den Behéltern 1 und 3 soll geregelt werden.
Abb. 2.4 zeigt die technologische Ersatzdarstellung dieser Regelstrecke.

:‘h Qzu1 Qzu3 ﬂ’j

ha
i Vi | Vs s Vs
| < |

><1
L v

l‘ Q Av2 Qs l

Abbildung 2.4: Regelstrecke Hydraulik-Kaskade

Die Bauteile V4 bis V, sollen Ventile darstellen. Aus technischen Griinden kann z. B.
die Regelgrofe ho nicht gemessen werden, sondern nur die Gréfen hy und hs sind
messtechnisch erfassbar. Aufgrund der Verkopplung der drei Behélter ist die Stellgréfse
Q741 nicht nur fiir Behélter 1 zustdndig, sondern sie wirkt ebenso auf Behélter 2 und
3. Entsprechendes gilt fiir die Stellgrofe @ z,3 und die Storgrofen @ ape und Q 4ps3.

3Mit der Groke @ als Menge pro Zeiteinheit.
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Die klassische Eingréfenregelung kann diese Regelaufgabe nicht bewiéltigen, da die Sy-
stemgrofsen Druck, Fiillstand, Zufluss und Abfluss sich gegenseitig beeinflussen. Dies ist
eine typische Aufgabe fiir eine Mehrgréfenregelung.

Beispiel 2.2 Hubschrauber-Schwebeflug: Die Bewegung eines Hubschraubers im Schwe-
beflug stellt ebenfalls ein Mehrgrofen-Regelsystem dar. Abb. 2.5 zeigt die Aufsicht und
Seitenansichten eines Hubschraubers.

Abbildung 2.5: Aufsicht und Seitenansichten eines Hubschraubers [54]

Stellgrofen fiir die Bewegung des Hubschraubers sind z. B. der Anstellwinkel des Haupt-
rotors aps und des Heckrotors ap. Ausgangsgrofen sind z. B. die Hohe z(¢) und der
Gierwinkel* W(t). Auch bei diesem Beispiel sind die Systemgréfen, wie z. B. Hohe z,
Vertikalgeschwindigkeit Z, Gierwinkel ¥, Gierwinkelgeschwindigkeit U sowie Rotordreh-
zahl ) miteinander verkoppelt. Eine oder mehrere Eingrofenregelungen sind nicht in
der Lage, das System zufriedenstellend zu regeln.

Beispiel 2.3 Destillationskolonne: In einer Destillationskolonne soll die aus zwei Be-
standteilen bestehende Fliissigkeit mittels Destillation in ihre beiden Bestandteile zer-
legt werden. In Abb. 2.6 ist die technologische Ersatzdarstellung gezeigt.

Das Fliissigkeitsgemisch wird bei a in die Anlage eingefiillt. Der schwerer siedende Be-
standteil sinkt in der mit Fiillkérpern und Zwischenbdden gefiillten Kolonne hinab und
sammelt sich im unteren Teil, dem ,,Sumpf“. Die mit Dampf beheizte Heizschlange im
Sumpf trennt die leichter siedenden Bestandteile, die sich als Dampf im , Kopf* der Ko-
lonne sammeln und im Kiihler d kondensieren. Das leichter siedende Produkt wird bei

4Der Gierwinkel ist der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor des Hubschraubers
und seiner Lingsachse.
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Abbildung 2.6: Aufbau einer Destillationskolonne

b abgezogen und das schwerer siedende bei c. Mehrere Regler regeln die Temperatur
im Kolonnenkopf bzw. Temperatur und Fiillstand im Sumpf. Ist der Reinheitsgrad der
Produkte b und c¢ nicht ausreichend, so kénnen diese Produkte bei a wieder dem Pro-
zess zugefilhrt werden. Regelgrofien dieser Kolonne sind die Temperatur z; im Kopf,
Temperatur z2 und Fillstand x3 im Sumpf und die betreffenden Stellgréften sind die
Ventilstellungen y1, yo und ys. Aufgrund der Verkopplung der Systemgréfien kénnen
auch hier die Grofen unabhéngig voneinander nicht zufriedenstellend geregelt werden,
sodass eine Mehrgréflenregelung vorzunehmen ist.

Es ist ein Mehrgrofenregler so zu entwerfen, dass durch geeignete Riickfiihrung der
Mess-(Regel-)grofien 1 bis a3 die Stellgrofen y; bis y3 so angesteuert werden, dass die
Regelgrofen die gewlinschten Werte annehmen.

Beispiel 2.4 Dampferzeuger: In einem Dampferzeuger (Abb. 2.7) wird das zugefiihrte
Speisewasser in einem Kessel erhitzt, um den Dampf zu erzeugen. Die Aufheizung des
Speisewassers geschieht im Feuerraum des Kessels. Regelgrofen sind der Fiillstand z;
des Speisewasserbehélters, die entnommene Dampfmenge 2, die zugefithrte Luftmenge
x3 sowie der Feuerraumdruck z4. Als Stellgrofen stehen zur Verfiigung die Einstellung
der zugefiihrten Speisewassermenge iiber ein Stellventil y;, die zugefiihrte Brennstoff-
menge yo (hier z. B. Gas), die Stellklappe fiir die Regelung der zugefiihrten Luftmenge
ys sowie die Stellklappe y4 fiir die Regelung des Feuerraumdrucks. Als Storgrofien treten
beispielsweise auf: der Heizwert des Brennstoffs, die Menge des entnommenen Dampfes,
Speisewasserdruck und Speisewassertemperatur, die Verschmutzung der Feuerung . ...
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Abbildung 2.7: Aufbau eines Dampferzeugers

Auch hier ist das System so verkoppelt, dass ein getrennter Reglerentwurf fiir die Re-
gelung der Gréfsen 1 bis x4 nicht zu einem befriedigenden Ergebnis fiihrt.

O

2.2 Zustandsgleichungen von Mehrgrofen-
systemen

2.2.1 Herleitung aus den Systemgleichungen

Grundlagen. Der Ubergang von den Zustandsgleichungen fiir Eingrofensysteme zu

den Zustandsgleichungen flir Mehrgrofensysteme lésst sich formal sehr einfach an den
Zustandsgleichungen 1.19 und 1.20 (mit v = 2, und y = z,) zeigen:

T=A-x+b-u
y=cl-x+d u.

In diesen Gleichungen sind die Ein- und Ausgangsgréfe v und y skalare Grofen. In
einem Mehrgrofsensystem sind die Ein- und Ausgangsgrofen v und y jedoch Vektoren.
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Dann werden die zugehorigen Vektoren b und ¢ und der Skalar d ebenfalls zu Matrizen
und es resultiert die folgende Zustandsdarstellung:

t=A-xz+B-u (2.2)
y=C-z+D u. (2.3)

Auch hier ist die Matrix D nur fiir sprungfihige Systeme von Null verschieden. Fiir
ein System mit r Eingangsgrofien, s Ausgangsgrofien und einem Zustandsvektor der
Dimension n ist A eine n x n Matrix, B eine n x r Matrix, C eine s x n Matrix und
D eine s x r Matrix.

Die nachfolgende Umformung eines Systems vierter Ordnung in die Zustandsdarstel-
lung zeigt die Ermittlung der Systemmatrizen und -vektoren. Das Gleichungssystem
fiir ein System mit zwei Eingdngen wuq(t), uz(t) und zwei Ausgingen y;(t), y=(t) sei
beispielsweise gegeben zu:

r1 = —2x1 — 3r2 + U1

x.g = $172$2+I4

x.g = —Zo — X3+ 2U2
Ty = 11 — 3r3 — 4T4 + U7 und
y1 = T2 + 223

Yo = T2+ 23— T4+ U .

Schreibt man diese Gleichungen in Matrizenform so resultiert:

1 230 07 [z 10
X9 o 1 -2 0 1 X9 00 U1
za| 10 =110 | |as|T]02] |u
T4 1 0 -3 74_ T4 10

{El_
Yy | 012 0 €To 00 (5%
ol o1t 1| |as| 10| | ue

T4

r—2-30 0 10
1 -2 0 1 00

A=\ 1.1 0 B=149
1 0 -3 -4 10
(012 0 00

C:_011f1 und D—{m]
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und Zustands-, Ein- und Ausgangsvektor des Systems lauten:

Z1

x = T2 , u= “ und Yy = (& .
zs3 U2 Y2
T4

In allgemeiner Form kann diese Zustandsdarstellung durch das Blockschaltbild nach
Abb. 2.8 représentiert werden (Anfangszustand x(0) = xg).

> D
(0)
u(t) & (t) & z(t) y(t
B J...dt C
+
A

Abbildung 2.8: Blockschaltbild der Zustandsbeschreibung eines Mehrgréfiensystems

Falls zuséitzlich zum Eingangsvektor u ein weiterer Eingangsvektor z (z. B. ein Storein-
gang) vorhanden ist, dann wird dieser Eingang iiber eine zusitzliche Eingangs- und
Durchgangsmatrix B, bzw. D, wie folgt erfasst:

t=A-x+B-u+B, =z (2.4)
y=C-z+D-u+D, z. (2.5)

Aufgabe 2.1: Ermitteln Sie die Systemmatrizen A, B, C und gegebenenfalls D des
folgenden Differentialgleichungssystems:

T1 = —2x1 — T2 + 34 + 2uq + ug
To = X1 —4x9 + T4 — Us
T3 = 2x1 — o — X3 + 3uq
Ty = 1 —3T3 — 224 + U1 und
Y1 = T1 — T2 + 2x3 — 3us
Yo = 2T2 + w3 — x4 + U .
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Losung:
r—2 -1 0 3 21
1 -4 0 1 0 -1
A=19 110 B=139
L1 0 -3 -2 10
[1-12 0 0 -3
C__02171 und D—[lo}. O

Nachfolgend sollen einige Beispiele fiir die Zustandsdarstellung der technischen Mehr-
grofensysteme gegeben werden, die zuvor vorgestellt wurden.

Beispiel 2.5 Hydraulik-Kaskade: Die technologische Ersatzdarstellung der untersuchten
Hydraulik-Kaskade zeigt Abb. 2.4. Fiir eine derartige Kaskade gelten die folgenden
Grundgleichungen:

pi = p-g-h; Druck im Behélter ¢
dh;
QEin —Qaus = A;i- e Fiillstandsgleichung Behalter ¢
Qay = K, -(po—p») Ventilgleichung fiir Ventil j

mit p; als Druck in kPascal am Boden des jeweiligen Behélters, p in kg/dm? als spezifi-
sche Dichte der Fliissigkeit, g als Gravitationkonstante in m/s?, A; als Grundfliiche des
i-ten Behilters in m?, K; als Ventilkonstante des Ventils j in m*s/(10® kg), und dem
Zu- und Abfluss pro Zeiteinheit Q in m?/s sowie dem Ventildurchfluss pro Zeiteinheit
Qap von Behiilter a in Behilter b in m3/s.

Stellt man fiir die drei Behé&lter mit ihren Zu- und Abfliissen und die Ventile nach obiger
Vorgabe die Grundgleichungen auf, so lauten diese:

hi = Ai : /(QZul — Q12)dt
1
he = Ai : /(Qu — Q23 — Qapz)dt
2
hs = Ai : /(QZus + Q23 — Qapz)dt
3
Q2 = K1 - (p1 —p2)
Q23 = Ky - (p2 — p3)
Qavz = Kq-po
Qaps = K3 - p3
pL=p-g-h
P2 =p-g-he
p3 =p-g-hs.
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Die Ableitungen der Gleichungen fiir den Fiillstand h; und das Einsetzen der Gleichun-
gen fiir den Druck in die jeweiligen Durchfliisse ergibt

hl = Ail : (QZul - Q12)

hy = Ai2 (Q12 — Q23 — Qap2)

hs = Ai (Qzuz + Q23 — Qap3) und
3

Q12 = Kipg-hy — Kipg - ha
Q23 = Kapg-ha — Kapg - hs .

Das Einsetzen der Gleichungen fiir die Durchfliisse in die Ableitungen der Fiillhdhen h;
ergibt die resultierenden Gleichungen

, 1

hi = I (Qzu1 — K1pg - h1 4+ K1pg - ha)

, 1

he = 5 (K1pg -h1 — Kipg - ha — Kapg - ho + Kapg - hs — Q ap2)
1

hs = o (Qzus + Kapg - ha — Kapg - hg — Qap3) ,

die nur noch in Matrixform zu schreiben sind. Damit lauten dann die Zustandsgleichun-
gen der Hydraulik-Kaskade:

I e I I I Y
]7’2 _ +K;}sg 7K2597Kj§g +KZ§!] | he
hs 0 +8zea - _Kapg || s
1
- 0 0 0
G Q Q
+l0 o | |®zur| L L o |.]|ka2| 2.6
0 L [sz 642 1 Q Ab3 (2:6)
A3 AB

Die Hydraulikkaskade ist ein verkoppeltes System, wie man an der Dynamikmatrix A
erkennt. Die Fiillsténde h; beeinflussen sich gegenseitig, da sonst A eine Diagonalmatrix
wére. Da nur hy und hj3 als Ausgangsgrofien gemessen werden, lautet die Ausgangsglei-
chung (mit [h;] in m):

w—[ﬂ—m?]' i 2.7)
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Mit den Zahlenwerten A; = 8 m?, Ay = 10 m?, A3 = 12 m?, p = 1kg/dm?, g = 10
m/s?, K1 = K2 = 0,1 m*s/(103kg) lauten die Zustandsgleichungen dann:

ha —0,125 0,125 0 hi
he| =] 01 —02 01 by |+
hs 0  0,0833 —0,0833 hs
0,1250 0 0 0
+1 0 0o |- [gzul] +1-01 0 : [gAb2] . (2.8)
0 0,0833 Zu3 0 —0,0833 Ab3
" Q Q
Hierin sind & = | he | der Zustandsvektor, u = { Zul ] der Stellvektor, z = [ Abz}
hs Qzu3 Qb3
der Storvektor und y = [Zl } der Ausgangsvektor. |
3

Beispiel 2.6 Hubschrauber im Schwebeflug: Das nachfolgende Zustandsmodell beschreibt
die Bewegung eines Helikopters im Schwebeflug (siehe Seite 26) in der Vertikalen und
um die Hochachse [75].

z 0 044989 0 0 0 Mz
3 0 —0,4022 0 0 0 3
| =10 0 0 4,008 0 |
NG 0 —0,009793 0 —0,7637 —0,9658 NG
Q 0 0,03684 0 —1,498 —3,000 L Q

0 0

1204 0 .

+] 0 0o || (2.9)
—1,728 —6,541 | LT
6,680 —6,984

[‘ﬂ:[(l)g(l)gg]' (2.10)

FORSEISIIR

In diesen Zustandsgleichungen sind die skalierten Zustandsvariablen die Hohe z (bezo-
gen auf 1 m), die Vertikalgeschwindigkeit 2 (bezogen auf 0,5 m/s), der Gierwinkel ¥



