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Vorwort

Finanzmathematik ist ein anwendungsbezogenes Fachgebiet der Mathematik, das als
eigenstandiges Lehrfach im Rahmen des Studiums der Wirtschaftswissenschaften seinen
festen Platz an den Hochschulen hat. Eine typische Aufgabe der Finanzmathematik ist
es, mehrere Geldbetrége zu einem Betrag zusammenzufassen, um Vergleiche mit anderen
Zahlungsstromen anstellen zu kénnen.

Das vorliegende Buch behandelt die Grundlagen der Finanzmathematik. Es gliedert
sich in neun Kapitel. Nach der Festlegung der Notation im ersten Kapitel wird im
zweiten Kapitel die lineare Verzinsung vorgestellt. Das dritte Kapitel befasst sich mit
verschiedenen Berechnungsmoglichkeiten von Zinseszinsen. Auf der Grundlage dieser
Verzinsungsarten wird im vierten Kapitel die Rentenrechnung dargelegt. Hier werden
Berechnungsformeln erarbeitet, um regelméfige Zahlungen iiber einen langeren Zeit-
raum rechnerisch zu erfassen. Im fiinften Kapitel schliefst sich die sogenannte Tilgungs-
rechnung an. Bei regelméfigen Zahlungen iiber einen ldngeren Zeitraum wird hierbei
unterschieden nach Zins- und Tilgungsbetrigen. Die effektive Verzinsung wird im sech-
sten Kapitel erlautert. Im siebten Kapitel werden die drei Methoden der Investitions-
rechnung dargestellt: Kapitalwertmethode, interner Zins und Annuitdtenmethode. Im
achten Kapitel werden Abschreibungsverfahren aufgezeigt.

Jedes Kapitel enthélt Beispiele, um die Leserin bzw. den Leser sukzessive an den Lern-
stoff heranzufiihren. Das neunte Kapitel stellt etliche Aufgaben (mit Losungen) zum
Uben bereit. Im Anhang befinden sich Tabellen mit Auf- und Abzinsungsfaktoren.

Das Buch richtet sich an Studierende der Wirtschaftswissenschaften. Durch die vielen
Beispiele sowie Aufgaben mit Losungen kann der Inhalt auch autodidaktisch im Selbst-
studium erarbeitet werden. Ferner gibt es in dem Buch Zeitachsen, gerade wenn etliche
Teilbetriige vorliegen, ist das Zeichnen einer Zeitachse wichtig, um den Uberblick iiber
die Zahlungsstrome zu behalten.

Ich danke allen Horerinnen und Horern meiner Vorlesung Finanzmathematik, die mit
ihren Fragen mafigeblich dazu beigetragen haben, aus meinem Skript dieses Buch reifen
zu lassen.

Koln Jutta Arrenberg
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1 Einfiihrung

Aufgabe der Finanzmathematik ist es, fiir langwierige Zahlungsvorgénge kurze, prag-
nante Berechnungsformeln zu entwickeln, mit deren Hilfe gewiinschte Ergebnisse und
Vergleiche schnell und bequem berechnet werden kénnen. Wir beschéftigen uns in die-
sem Buch mit der Herleitung solcher Berechnungsformeln.

Bevor wir mit dem finanzmathematischen Rechnen beginnen, legen wir die zukiinfti-
ge Notation fest. Gemessen an den vielen Formeln, die wir spéter erarbeiten werden,
umfasst die Notation nur einige wenige Bezeichnungen.

Definition 1.1
Ko Anfangskapital

K, Endkapital nach n Jahren

n Laufzeit in Jahren

D Zinsfufl pro anno (bei 4% Jahreszinsen betragt p = 4)

i = 155 Zinssatz pro anno (bei 4% Jahreszinsen betrigt i = 0,04)

q = 1+ 155 Zinsfaktor pro anno (bei 4% Jahreszinsen betrigt ¢ = 1,04)

Neben diesen sechs Bezeichnungen spielen die folgenden beiden Rechenoperationen in
der Finanzmathematik eine zentrale Rolle: Mit dem Begriff Aufzinsen wird die Re-
chenoperation bezeichnet, die von Ky zu K, fiihrt. Mit dem Begriff Abzinsen wird
hingegen die Rechenoperation bezeichnet, die von K, zu K fiihrt.

In der Finanzmathematik werden im Wesentlichen zwei Zinsarten unterschieden: Im
ersten Fall gibt es keine Zinsen auf Zinsen, d.h. Bemessungsgrundlage fiir die jahrliche
Zinshohe ist immer das Startkapital, diese Zinsen werden in der Finanzmathematik als
einfache Zinsen bezeichnet. Im zweiten Fall werden die Vorjahreszinsen im néchsten
Jahr mit verzinst, diese Zinsen werden in der Finanzmathematik als Zinseszinsen
bezeichnet.






2 Einfache Zinsen

Bei der Verzinsung mit einfachen Zinsen ist der Endwert K, eine lineare Funktion der
Laufzeit n. Deshalb wir die Verzinsung mit einfachen Zinsen auch als lineare Verzin-
sung bezeichnet.

Wie wir spéter in Kapitel 3.3 noch sehen werden, wird die lineare Verzinsung herange-
zogen, um Jahresbruchteile bei der gemischten Verzinsung zu verzinsen.

2.1 Lineare Verzinsung

Hauptaufgabe der linearen Verzinsung ist es, den Betrag auszurechnen, auf den ein
Kapital von Ky Geldeinheiten (GE) in n Jahren angewachsen sein wird, wenn fir die
Verzinsung zu p% pro anno jeweils das Anfangskapital Ky zur Bemessung zu Grunde
gelegt wird.

Ky
!
o

o

1 2 3 no
Kn—?

Die Zinsen sind jedes Jahr gleich grofs, da sie immer bezogen auf das Anfangskapital
berechnet werden. Nach einem Jahr ergeben sich folgende Betrége:

Zinsen Ende des ersten Jahres: K - i (2.1)
Guthaben Ende des ersten Jahres: K1 = Ko+ Ko -i =Ko (14+1)  (2.2)

Nach einem weiteren Jahr ergeben sich folgende Betrage:

Zinsen Ende des zweiten Jahres: Ko -4 (2.3)
Guthaben Ende des zweiten Jahres: Ko = K1 + Ky -4 (2.4)
=Ko(1+i)+ K- (2.5)
=Ko(1+2-9) (2.6)

Bei einer Laufzeit von n Jahren ergibt sich folgender Verzinsungsplan:



2 Einfache Zinsen

Definition 2.1

Lineare Verzinsung

Jahr Zinsen Guthaben
am Ende des Jahres|am Ende des Jahres

1 Koy -i Ky =Ky(1+1)
Koy -i Ky=Ko(1+2-1i)
3 Koy -i Ks=Ko(1+3:-1)
n Koy -i K,=Ky(1+n-1)

In der Definition 2.1 l&sst sich insb. erkennen, dass bei der linearen Verzinsung das
Endkapital K, linear abhéngt von der Laufzeit n.

Beispiel 2.2

Eine Studentin hat am 01.01.2011 ihrem Freund einen Betrag von 450 GE geliehen.
Der Freund verpflichtet sich, bei linearer Verzinsung zu 11% pro anno die Schulden
am 31.12.2013 zuriickzuzahlen. Welchen Betrag muss er zahlen?

450 K;
T !
| | | o

{ x x ®
2011 2012 2013

11
Ky = Ko(143 i) = 450(1 + 3 755) = 598,50

d.h. er muss 598,50 GE zuriickzahlen. Der Verzinsungsplan sieht wie folgt aus:

Jahr Zinsen Guthaben
am Ende des Jahres|am Ende des Jahres
1 49,50 499,50
2 49,50 549,00
3 49,50 598,50

Ist der Endwert K, bei einer linearen Verzinsung bekannt, so lasst sich daraus wie folgt
das Startkapital K, der sogenannte Barwert berechnen:
K,=Ky-(1+n-1) (2.7)
Division durch (1 + n - @) ergibt:
K,

Ko=——2"
T (1 +n-i)

(2.8)



2.1 Lineare Verzinsung 5

In dem Beispiel 2.2 hatten wir fiir die Laufzeit n eine natiirliche Zahl zu Grunde gelegt:
n = 3. Bei der linearen Verzinsung darf die Laufzeit n jedoch auch eine beliebige positive
reelle Zahl sein; d.h. n € R™.

Beispiel 2.3

Bei linearer Verzinsung zu 4% p.a. steht nach zwei Jahren und drei Monaten ein
Betrag von 2180 GE zur Verfiigung. Wie groft ist der Barwert?

zwei Jahre und drei Monate sind 2 + % = 2,25 Jahre

K, 2180 2180

_ — - = 2000
1+n-i 1+225-004 1,09

K,

d.h. der Barwert betragt 2000 GE.
Ist nur ein unterjahrlicher Zins bekannt, so lasst sich daraus der Jahreszins berechnen.

Beispiel 2.4

Eine Bank gewihrt 2,5% einfache Vierteljahreszinsen. Ein Kapital von GE 1000 soll
72 Tage angelegt werden. Wie hoch ist der Endbetrag nach 72 Tagen?

Jahreszinsfuft: p=4-25=10
Laufzeit: n = iES = 0,2 Jahre
360
Endbetrag nach 72 Tagen: Koo = Ko(1+0,2-1)
10
=1000(14+0,2- —
(1+0.2-755)

=1020

d.h. der Endbetrag betragt 1020 GE.

Um zu verschiedenen Zeitpunkten angelegte (gezahlte, fillige) Geldbetrage wertméRig
miteinander vergleichen zu kénnen, miissen die Geldbetrdge zunéchst durch entspre-
chendes Auf- bzw. Abzinsen auf ein und denselben Zeitpunkt bezogen werden.

Bei der linearen Verzinsung kann dieser Vergleichszeitpunkt nicht beliebig gewé#hlt wer-
den, sondern ist als sogenannter Bewertungsstichtag anzugeben.

Beispiel 2.5

Eine Zahlungsverpflichtung besteht aus zwei Zahlungen:

e 1000000 GE am 31.03. des Jahres
e 2000000 GE am 31.10. des Jahres
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Wie hoch ist bei linearer Verzinsung zu 4% p.a. der Wert der Zahlungsverpflichtung
am 01.01. des Jahres, wenn der Bewertungsstichtag der

a) 31.03. des Jahres ist?
b) 31.10. des Jahres ist?
c¢) 01.01. des Jahres ist?

Losung:
2000000
1000000 + T+.0-0,04
1+ 50,04

d.h. der Wert der beiden Zahlungen betrdagt am 01.01. des Jahres 2925 146
GE.

1000000 - (1 + 1—72 -0,04) + 2000000
1+ 120,04

d.h. der Wert der beiden Zahlungen betrdgt am 01.01. des Jahres 2925806

GE.

1000000 2000000
1+%~0,04+ 1+ 150,04
d.h. der Wert der beiden Zahlungen betrdagt am 01.01. des Jahres 2925 583
GE.

a) = 2925146

= 2925806

b)

c) = 2925583

Liegt eine zukiinftige Zahlungsverpflichtung vor, so kann mit Hilfe des Barwerts die
ausgleichende sofortige Zahlung berechnet werden.

Beispiel 2.6
Ein Schuldner hat bei linearer Verzinsung zu 4% p.a. folgende Zahlungsverpflichtung:

e 1000 € in sechs Monaten
e 2000 € in acht Monaten
e 3000 € in vierzehn Monaten

a) Durch welche sofortige Riickzahlung kann der Schuldner seine zukiinftigen
Schulden begleichen? (Bewertungsstichtag der Schulden ist der Zeitpunkt der
sofortigen Zahlung.)

Die sofortige Riickzahlung ist der Barwert aller Teilbetrége.

1000 2000 3000
l l

‘ P | | | | | | | | | | ‘ | | | |
I I I I I I I I

1T 1
‘123456789101112‘1234

ein Jahr
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~ 1000 2000 3000

B 1+1%-o,o4+ 1+%-0,04+ 1+ 130,04
= 980,3922 4 1 948,0519 + 2866,2420

= 5794,6861

0

d.h. mit einer sofortigen Zahlung von 5794,69 € hat der Schuldner seine zu-
kiinftigen Schulden beglichen.

Zu welchem Zeitpunkt reicht eine einmalige Riickzahlung in Héhe des Nenn-
wertes aus, um sdmtliche Schulden zu begleichen, wenn der Bewertungsstichtag
der Zeitpunkt der sofortigen Zahlung ist?

Wert der Schulden (Zeitpunkt der sofortigen Zahlung): 5794,69
Nennwert: 1000 4+ 2000 + 3000 = 6000

Gesucht n =7 mit Ko(1+n-¢) = 6000; d.h.:

5794,6861 - (1 +n-0,04) = 6000 < n = 0,8858
0,8858 Jahre - 360 Tage = 318,8 ~ 319 Tage

d.h. 319 Tage nach dem Zeitpunkt der sofortigen Zahlung kénnen die Zah-
lungsverpflichtungen durch eine einmalige Riickzahlung in Héhe von 6 000 €
abgelst werden.

Durch welche einmalige Riickzahlung nach sechzehn Monaten kénnen die Schul-
den beglichen werden?

1. Lésungsweg:

Da kein Bewertungsstichtag vorgegeben wurde, unterstellen wir den Zeitpunkt
der sofortigen Zahlung als Bewertungsstichtag:

X

e = 5794,6861
1+ 180,04

Daraus folgt:
16
x =15794,6861- (1 + Th 0,04) = 6 103,736
d.h. nach sechzehn Monaten sind 6 103,74 € zu bezahlen, falls der Bewertungs-
stichtag fiir die Schulden der Zeitpunkt der sofortigen Zahlung ist.
2. Losungsweg:

Da kein Bewertungsstichtag vorgegeben wurde, unterstellen wir den Zeitpunkt
sechzehn Monate nach der sofortigen Zahlung als Bewertungsstichtag:

10 8
1000 - (1+12~0,04> + 2000 - <1+12-0,04>

2 _
-+ 3000 - (1 + oh 0,04> = 6106,6
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d.h. nach sechzehn Monaten sind 6 106,67 € zu bezahlen, falls der Bewertungs-
stichtag fiir die Schulden der Zeitpunkt sechzehn Monate nach dem Zeitpunkt
der sofortigen Zahlung ist.

Im Beispiel 2.6 erhielten wir im Aufgabenteil ¢) unterschiedliche Ergebnisse, weil zwei
unterschiedliche Bewertungsstichtage unterstellt wurden. In der Praxis ist der Bewer-
tungsstichtag z.B. das Datum der Bilanz eines Unternehmens.

2.2 Zusammenfassung

Zusammengefasst gelten fiir die lineare Verzinsung mit n € IR™ folgende Berechnungs-
formeln:

Endkapital | K,, = Ko(1 +n - 1)

B t | Kp=-—"—
arwer 0= Tni




3 Zinseszinsen

Die im Kapitel 2 behandelten einfachen Zinsen bleiben jedes Jahr unveréindert, da die
Bemessungsgrundlage fiir die einfachen Zinsen jeweils das Startkapital ist. Im Gegensatz
hierzu werden bei der Zinseszinsrechnung aus Vorperioden aufgelaufene Zinsen in der
folgenden Zinsperiode mit verzinst, es gibt also Zinsen auf Zinsen.

Bei der Zinseszinsrechung unterscheiden wir drei Falle. Entweder konnen die Zinsen nur
jahrlich ausgeschiittet werden oder die Zinsen kénnen auch fiir Jahresbruchteile, d.h.
unterjahrlich berechnet werden. Oder es werden zwei Verzinsungsarten gemischt, d.h.
die Zinsen werden fiir volle Jahre anders berechnet als fiir Jahresbruchteile.

3.1 Jahrliche Verzinsung

Hauptaufgabe der Zinseszinsrechnung mit jahrlichen Zinsen ist es, den Betrag auszu-
rechnen, auf den ein Kapital von Ko GE in n Jahren angewachsen sein wird, wenn
bei einer Verzinsung zu p% pro anno die jihrlichen Zinsen zu dem Kapital geschlagen
werden und im darauffolgenden Jahr mitverzinst werden.

3.1.1 Nachschiissige Verzinsung

Bei der nachschiissigen Verzinsung werden die Zinsen erst nach Ablauf eines Jah-
res gezahlt. Die Laufzeit n einer nachschiissigen Verzinsung wird nur in vollen Jahren
gemessen; d.h. n € IN. Es ergibt sich folgender Verzinsungsplan:
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Definition 3.1

Nachschiissige Verzinsung

Jahr Zinsen Guthaben
am Ende des Jahres am Ende des Jahres
1 Ko -1 K1=K0+K0-i:K0(1+i)
Ky-i Ko =K+ Ki-i=Ki(1+1i)=Ko(1+1)?
3 Ky - K3z =Ko+ Ky-i=Ky(1+1i)=Ko(l+1i)?
n K, 11 K,=K, 1+K,_1-i=Ky(1+9)"=Kp-q"

Mit der Berechnungsformel K,, = K - ¢" aus der Definition 3.1 lassen sich Kapitalend-
werte schnell berechnen.

Beispiel 3.2

Auf welchen Betrag ist ein Kapital von GE 5200 bei nachschiissigen Zinseszinsen
von 4 % pro anno in sechs Jahren angewachsen?

4\
Ke=Ky(1+ z')6 =5200 (1 + 100) = 5200 -1,04% = 6 579,66
d.h. das Kapital ist auf 6579,66 GE angewachsen. Der Verzinsungsplan sieht wie
folgt aus:

Jahr | Zinsen | Guthaben
a.E.d.J. a.E.d.J.

208 5408
216,32 | 5624,32
224,97 | 5849,29
233,97 | 6083,27
243,33 | 6326,60
253,06 | 6579,66

ST W N =

Aus dem Wert eines Guthabens nach n Jahren lésst sich das Startkapital (der Barwert)
berechnen.

Beispiel 3.3

Ein Kapital ist nach fiinf Jahren bei nachschiissiger Verzinsung von 8% pro Jahr
auf 14 693,28 € angewachsen. Wie groft war das Startkapital? Das Startkapital wird
berechnet, indem das Endkapital fiinf Jahre abgezinst wird:

K, 1469328

=g = 10000
q )

Ky =
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d.h. das Startkapital betrug 10000 €. Oder anders ausgedriickt: Um bei 8% Zinsen
p-a. nach fiinf Jahren ein Guthaben von 14 693,28 € zu haben, sind heute 10000 €
anzulegen.

Héufig taucht in den Vorlesungen die Frage auf, wie die Hohe des Zins einen Barwert
beeinflusst. Wir rechnen dazu ein kleines Beispiel.

Beispiel 3.4

Es bestehen folgendes Zahlungsverpflichtungen:

e 1000 € sind fallig bei Ablauf eines Jahres
e 2000 € sind fallig bei Ablauf von zwei Jahren
e 3000 € sind fillig bei Ablauf von drei Jahren

Durch welche sofortige Zahlung kénnen die Schulden zuriickgezahlt werden, wenn
nachschiissige Verzinsung unterstellt wird?

1000 n 2000 = 3000

Barwert: Ky = 7 e
Zins p.a.|Barwert
4% |5477,64
5% |5357,95
6% |5242,25
7% 15130,35
8% |5022,10
9% 14917,34
10% |4815,93

Fazit: Je hoher der Zins, desto geringer der Barwert.

Mathematisch lasst sich das damit begriinden, dass der Zins im Nenner steht. Und
je grofer der Nenner, desto kleiner ist der Bruch.

Inhaltlich ldsst sich das damit begriinden: Méchten wir in fiinf Jahren 1000 € ab-
heben, so miissen wir jetzt um so weniger einzahlen, je hoher der Zins ist.

Im Beispiel 3.4 haben wir die gesehen, dass Barwerte sinken, sobald der Zins steigt.

Ist der jéhrliche Zinseszins p bzw. i unbekannt, so wird mit Hilfe der n-ten Wurzel erst
einmal der Zinsfaktor g berechnet. Anschliefend kann dann aus dem Wert fiir ¢ der
Zins p bzw. i bestimmt werden.



