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Vorwort zur neunten Auflage

Die ,Zeitreihenanalyse', die eine an der Datenanalyse orientierte Einfithrung in
dieses Gebiet gibt, liegt hiermit in der 9. Auflage vor. Die intensive Nutzung des
Buches driickt sich nicht nur darin aus. daf eine neue Auflage ndtig wurde, sondern
vor allem auch in Zuschriften von Lesern, die bei ihren detaillierten Studien auf
Fehler aufmerksam wurden und mich davon in Kenntnis setzten. (Diese resultierten
vor allem auf die zwischenzeitliche Umstrukturierung.) Ihnen ist es zu verdanken,
wenn diese Auflage nun weitestgehend fehlerfrei ist.



X Vorwort

Vorwort zur ersten Auflage

Wir wollen mit diesem Buch eine elementare und anwendungsorientierte Einfiih-
rung in das Gebiet der Zeitreihenanalyse geben. Zeitreihen, d. h. zeitlich geordnete
Folgen von Beobachtungen treten in jeder wissenschaftlichen Disziplin auf, sobald
die Dynamik und zeitliche Entwicklung realer Systeme empirisch untersucht wird.
Vier Beispiele sollen die Vielfalt der mdglichen Fragestellungen illustrieren (zahlrei-
che weitere, 1. a. prosaischere Anwendungen werden im Textteil des Buches folgen):

(1) Existiert intelligentes Leben auBerhalb der Erde? Nach unserem Kenntnis-
stand ist eine notwendige Voraussetzung das Vorhandensein von Planetensystemen.
Planeten, die fremde Fixsterne umkreisen, sind zu klein, um direkt beobachtet
werden zu kénnen. Thre Anwesenheit kann jedoch mit zeitreihenanalytischen Me-
thoden (Spektralanalyse) in Folgen von Lichtstirkemessungen eines Fixsterns
durch den Nachweis sehr schwacher, aber regelmaBiger Schwankungen der Licht-
starke beim Durchgang des Planeten aufgedeckt werden.

(2) Effiziente Ubertragung menschlicher Sprache. Technisch gesehen, ist die
menschliche Sprache eine Zeitreihe von Luftdruckschwankungen. Die direkte, ana-
loge oder digitale Ubertragung dieser Zeitreihe ist unndtig aufwendig, da nur weni-
ge verschiedene Phoneme auftreten, deren Bildung jeweils ldngere Zeit in Anspruch
nimmt. Ein alternativer Ansatz ist die Modellierung von Teilstiicken der Zeitreihe
durch Modelle mit wenigen Parametern (sog. autoregressive Prozesse), die wihrend
des Telefongespriachs geschitzt werden. Anstelle die Reihe selbst zu iibertragen,
geniigt es dann, die geschitzten Parameter zu iibermitteln und am anderen Ende der
Strecke die entsprechende Zeitreihe zu simulieren. Diese Technik spart erhebliche
Leitungskosten und wird experimentell bereits von einer amerikanischen Telefon-
gesellschaft erprobt.

(3) Vorhersage von Aktienkursen. Die 6konomische Theorie effizienter Markte
behauptet, daB Aktienkursreihen keinerlei fiir die Prognose auswertbaren Informa-
tionen mehr enthalten. Eine Detailanalyse empirischer Reihen zeigt jedoch das
Vorhandensein bestimmter RegelmaBigkeiten, die u. U. eine gewisse Vorhersage des
zukinftigen Verhaltens der Aktienkurse erlauben. Die Entwicklung praktikabler
Prognosemethoden fiir Aktienkurse wire mit Sicherheit eine lohnende Aufgabe; mit
den Worten von Mosteller kénnte man dann in der Baisse kaufen, in der Hausse
verkaufen und sich anschlieBend als Philanthrop zur Ruhe setzen.

(4) Kontrolle von Marschflugkorpern. Leider sind durchaus nicht alle Anwen-
dungen der Zeitreihenanalyse philanthropischer Natur. Moderne Marschflugkor-
per benutzen ein stochastisches Modell ihres Tragheitslenksystems um ein Abdrif-
ten der Flugbahn zu verhindern. Vorhersagen des Modells iiber die Position des
Flugkorpers (mittels sog. Kalman-Filter) werden mit Radarmessungen des tiberflo-
genen Terrains verglichen, wobei Differenzen zu einer Korrektur der Flugbahn
verwendet werden.

Die vier Beispicle entstammen den vier Hauptanwendungsbereichen der Zeitrei-
henanalyse:

(1) Deskription, d.h. Beschreibung von Zeitreihen. In der deskriptiven (explora-
tiven) Datenanalyse gilt das Feyerabendsche Prinzip des ,,anything goes*‘. Die de-
skriptiven Methoden, die wir im ersten, einleitenden Kapitel vorstellen, sind ver-
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gleichsweise konservativ. Als vereinheitlichende Leitidee dient die Kleinstquadrate-
approximation der Zeitreihe durch verschiedene lineare und nichtlineare Regres-
sionsmodelle. Eine typische Anwendung ist die Komponentenzerlegung einer gege-
benen Zeitreihe in Trendkomponente (entsprechend der langfristigen Entwick-
lung), zyklische Komponenten (entsprechend regelméBigen, etwa saisonalen
Schwankungen bekannter Periodizitit) und einer irregularen Restkomponente. Da
die Voraussetzungen des Regressionsmodells (insbesondere die Unabhingigkeits-
annahme) in der Zeitreihenanalyse oft unrealistisch sind, werden diese Methoden
nicht als echte Modellanpassung begriffen, sondern nur als vorlaufige, heuristische
Approximation der Zeitreihe mit dem Ziel der Entdeckung erster RegelmaBigkei-
ten.

(2) Modellierung, d.h. Formulierung und Anpassung stochastischer Modelle.
Die beobachtete Reihe wird hier als Realisierung eines stochastischen Prozesses
aufgefaBt, also einer Folge von (im allgemeinen abhéngigen) Zufallsvariablen. Eine
zentrale Annahme ist die der Stationaritit, d. h. der zeitlichen Konstanz der stocha-
stischen Charakteristika des Prozesses. Die Formulierung von stochastischen Pro-
zeBmodellen wird in Kapitel 2 und 3 behandelt, wobei im Vordergrund die Theorie
linearer Prozesse steht (insbesondere der von Box und Jenkins popularisierten
ARMA-Prozesse). Die Schitzung und Anpassung von Modellen bildet den Haupt-
teil des Buches (Kapitel 5, 6 und 7). Erweiterungen auf nichtlineare Prozesse wer-
den in einem abschlieBenden Kapitel 8 angesprochen.

(3) Prognose, d.h. Vorhersage kiinftiger Werte des Prozesses aus der Beobach-
tung einer Zeitreihe. Die Prognose setzt wesentlich die Giiltigkeit eines stochasti-
schen Modells fiir den ProzeB voraus (andernfalls wiirde man von Wahrsagerei
sprechen). Wir diskutieren in Kapitel 4 sowohl die theoretischen Grundlagen (ins-
besondere die Pradiktionstheorie von Wiener/Kolmogoroff und die Theorie des
Kalman-Filters) als auch die daraus ableitbaren praktischen Prognoseverfahren.

(4) Kontrolle, d.h. die optimale Steuerung stochastischer Prozesse. Mit Kon-
trollproblemen befassen wir uns in diesem Buch nicht, da u. E. hier in sehr starkem
Ma@e substanzwissenschaftliche Erfahrungen mit den zu steuernden Systemen ein-
gehen missen. Die (optimale) Kontrolle nichttechnischer (etwa sozialer oder 6ko-
nomischer) Systeme scheint uns aus diesen Griinden kaum realisierbar. Selbst wenn
man die Moéglichkeit einer solchen Kontrolle unterstellt, diirfte man doch noch
Zweifel an deren Wiinschbarkeit duflern (quis custodiet custodes?).

Charakteristisch fiir das Gebiet der Zeitreihenanalyse ist eine durchgehende Du-
alitiat zweier Betrachtungsweisen. Eine Zeitreihe (bzw. ein stochastischer Prozel3)
kann zum einen im Zeitbereich untersucht werden, d. h. als Folge von Zahlen (bzw.
Zufallsvariablen). Alternativ dazu existiert jedoch eine aequivalente Darstellung im
Frequenzbereich, d.h. eine Darstellung als Uberlagerung deterministischer oder
stochastischer Schwingungen mit verschiedenen Frequenzen. Naturwissenschaft-
lern ist diese Darstellung aus der Beobachtung zahlreicher Naturphdnomene her
bekannt. So lassen sich Lichtwellen als Mischung von Wellen verschiedener Fre-
quenzen (Farben) auffassen, die z. B. durch ein Prisma sichtbar gemacht werden
koénnen; so zerlegt das menschliche Ohr die Zeitreihe der am Trommelfell registrier-
ten Luftdruckschwankungen in ihre Frequenzkomponenten, wodurch die Wahr-
nehmung von Ténen méglich wird etc. Die mathematische Technik zur Zerlegung
einer gegebenen Reihe in Frequenzkomponenten ist die Fourieranalyse, die entspre-
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chende Methode der Darstellung stochastischer Prozesse im Frequenzbereich wird
als Spektralanalyse bezeichnet.

ErfahrungsgemiB erleben viele Nicht-Naturwissenschaftler die Fourieranalyse
als wesentliche Hemmschwelle beim Erlernen der Zeitreihenanalyse. Wir wahlen
daher im vorliegenden Buch einen sehr sanften Zugang zu diesem Thema. Im Kapi-
tel liber deskriptive Verfahren wird die Fourieranalyse auf die bereits bekannten
Ergebnisse tiber lineare Regressionsmodelle zuriickgefiihrt, wodurch man eine ein-
fache Interpretation der zentralen Begriffe erhalt. In Kapitel 3 betrachten wir als
theoretisches Pendant die Spektraltheorie stochastischer Prozesse, das schwierige
Problem der Schéitzung/von Spektren wird ausfithrlich in Kapitel 7 diskutiert.

Eine mathematisch saubere Darstellung der Zeitreihenanalyse setzt beim Leser
Kenntnisse in zahlreichen mathematischen Disziplinen voraus: Funktionentheorie,
MafBtheorie, Funktionalanalysis, Algebra, Grenzwertsitze der Wahrscheinlich-
keitstheorie, mathematische Statistik. Da sich das Buch vorrangig an Nichtmathe-
matiker wenden soll, war eine bewuBte Einschrinkung des mathematischen Ni-
veaus notwendig. Dabei lieBen wir uns von zwei Grundsitzen leiten: Zum einen
sollten keine Begriffe verwendet werden, deren Einfithrung die mathematische All-
gemeinbildung eines Studenten mittleren Semesters wesentlich iibersteigen wiirde.
So wurde auf die elegante geometrische Interpretation eines stochastischen Prozes-
ses als Kurve im Hilbertraum ebenso verzichtet wie auf die Anwendung der Cra-
meér-Darstellung, die ohne eine Theorie der stochastischen Integration nicht sauber
begriindbar ist. Zudem haben wir in den Anhingen die wichtigsten Grundbegriffe
und Aussagen aus den Bereichen trigonometrische Funktionen, komplexe Zahlen
und Wahrscheinlichkeitsrechnung zusammengestellt. Diese gehoren unserer Erfah-
rung nach nicht unbedingt zum prasenten Wissen der potentiellen Leser.

Zum zweiten sind u. E. auch fiir den Anwender Beweise zumindest der wesentli-
chen Sdtze zum wirklichen Verstdndnis des Gebietes erforderlich. Um den Kern der
Beweisidee vor einem Gestriipp technischer Details hervortreten zu lassen, wurde
verschiedentlich auf die mogliche groBere Allgemeinheit bei der Formulierung der
Sétze verzichtet. Typische Einschrankungen sind etwa die Annahme der absoluten
Summierbarkeit gewisser Folgen (wo quadratische Summierbarkeit reichen wiirde)
bzw. die Unterstellung normalverteilter Prozesse bei der Ableitung asymptotischer
Aussagen. Sofern uns die weiterreichenden Aussagen wichtig erschienen, wurden
diese zusammen mit Literaturstellen angegeben.

SchlieBlich werden im wesentlichen nur univariate Prozesse behandelt, da dem
Leser nach einem solchen Studium der univariaten Theorie die Ubertragung auf
den multivariaten Fall relativ miihelos gelingen sollte.

Fiir einen einsemestrigen Kurs enthélt das Buch wohl trotz dieser Restriktionen
noch zu viel Material. Entsprechend den beiden Schwerpunkten des Buches bieten
sich jedoch zwei alternative Programme an: Ausrichtung an der Spektralanalyse
(etwa: Kap. 1, 2, 3, Kap. 5 — evtl. kursorisch —, Kap. 7) oder Ausrichtung an der
Theorie und Praxis linearer Prozesse-,,Box-Jenkins-Ansatz* (etwa: Abschnitt
1.1-1.5, Kap. 2, Kap. 5 — evtl. kursorisch —, Kap. 6, Teile von Kap. 4, Kap. 8).
Denkbar sind jedoch auch noch zahlreiche andere Auswahl- und Anordnungs-
moglichkeiten des Stoffes.

Zur Numerierung: innerhalb der kleinsten Unterabschnitte des Buches werden Bei-
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spiele, Definitionen und Sitze von 1 bis n durchnumeriert (also Beispiel x.y.z.1, Satz
x.y.z.2 etc.), ebenso wird fiir Gleichungen (etwa [x.y.z.1]) und Abbildun-
gen/Tabellen verfahren (Abb. x.y.z.1, Tab. x.y.z.2).

Die Beschaftigung mit dem faszinierenden Gebiet der Zeitreihenanalyse steht an
den statistischen Instituten der Freien Universitét Berlin in einer langjdhrigen Tradi-
tion, die von Wolfgang Wetzel begriindet und von Peter Naeve u.a. fortgefiihrt
wurde (trotz des Diktums von Hans Miinzner und Peter Th. Wilrich daf3 niemand
ohne Not mit einem so schrecklichen Gebiet sich befassen miisse). Wir hoffen, daB3
wir unseren direkten und indirekten Lehrern mit diesem Buch nicht allzuviel Schan-
de bereiten und erlauben uns, ihnen sowie allen anderen ehemaligen und jetzigen
Mitgliedern des Instituts fiir angewandte Statistik sowie des Instituts fur Statistik
und Versicherungsmathematik fiir stete freundliche Bereitschaft zum kritischen Ge-
spriach und die offene und kollegiale Arbeitsatmosphére an diesen Instituten zu
danken. Der Dank gilt ganz besonders Herrn Herbert Buscher und Herrn Andreas
Handl sowie Herrn Felix Hampe fiir die griindliche kritische Durchsicht des Manu-
skriptes.

Unser Dank gilt nicht zuletzt Herrn Martin Weigert, unserem Ansprechpartner
beim Oldenbourg Verlag. Ihm danken wir nicht nur fiir die ausgezeichnete Betreu-
ung und das Eingehen auf unsere Vorstellungen und Wiinsche. Das Kind, das der
Leser nunmehr in den Héinden hélt, hitte schlieBlich ohne den von ihm beherzt
gefilhrten Kaiserschnitt woh! niemals das Licht der Welt erblickt.






1. BESCHREIBUNG VON ZEITREIHEN

1.1 Darstellung von Zeitreihen

In vielen Gebieten der Statistik geht man von Stichproben aus, d. h. von Beobach-
tungen einer GroBe, die unter identischen Bedingungen gewonnen wurden. Ein
Beispiel ist etwa die wiederholte Messung einer physikalischen GroBe wie der Licht-
geschwindigkeit. Die Reihenfolge, in der die einzelnen Werte aufgetreten sind, spielt
dann keine Rolle fiir die anschlieBende statistische Analyse.

Hier betrachten wir dagegen ein Gebiet der Statistik, bei dem die Anordnung, in
der die Beobachtungen gewonnen wurden, von gréBter Bedeutung ist. Eine (zeit-
lich) geordnete Folge (x,),.r von Beobachtungen einer GroBe wird als Zeitreihe
bezeichnet. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ einer Menge T von Beobachtungszeitpunkten
liegt dabei genau eine Beobachtung vor.

Zeitreihen treten in allen Bereichen der Wissenschaft auf — wir werden u.a. fol-
gende Beispiele betrachten:

Astronomie: Messung der Lichtstirke eines pulsierenden Sterns in 600 aufeinan-
derfolgenden Nachten.

Chemie: Untersuchung des Zeitverhaltens eines chemischen Analyseautomatens
(an Hand von Messungen im ,,Dauerlauf* des Automatens).

Medizin: Hormonausschiittungen bei Affen (viertelstiindliche Messungen).
Okonomie: Aktienkurse an aufeinanderfolgenden Borsentagen.
Ingeniecurwissenschaften: Jahreshochstlasten stromproduzierender Unternehmen.
Soziologie: Bevolkerungsentwicklung der USA (Jahreswerte von 1790-1970).

In vielen Zeitreihen ist die sogenannte Parametermenge T eine endliche, diskrete
Menge von gleichabstindigen Zeitpunkten. Man numeriert dann in der Regel die
Zeitpunkte durch und setzt 7 = {1, 2, ..., N}. Zahlreiche der im folgenden darge-
stellten Verfahren sind jedoch auch auf den Fall iibertragbar, daB die Beobachtun-
gen zu unregelmaBigen Zeitpunkten erhoben wurden (vgl. etwa Kapitel 1.3).

Liegen kontinuierliche Messungen vor (etwa die Zeitfunktion x(f) der Span-
nung in einem elektronischen Bauteil fiir ein Zeitintervall a < ¢ £ b), so wird fiir die
Analyse i.a. eine Diskretisierung vorgenommen. Daher sind die hier dargestellten
Methoden auch fiir solche Situationen relevant.

Fiir theoretische Betrachtungen ist es von Nutzen, auch unendliche Zeitreihen
zuzulassen. Dann steht 7 fiir die Menge N der natiirlichen oder fiir die Menge Z der
ganzen Zahlen.

BEISPIEL 1.1.1

Die Abbildung 1.1.1 zeigt die Entwicklung der Konkurse von Unternehmen in den
USA von 1867 bis 1932. Die x, sind die prozentualen Anteile der in Konkurs gegan-
genen Unternehmen an den Unternehmen insgesamt.

]

Obwohl wir nur Zeitreihen mit diskreter Parametermenge betrachten, wird der
Graph wie unten in der Regel kontinuierlich dargestellt.

Da bestimmte Beispielreihen im folgenden immer wieder aufgegriffen werden,
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Abb. 1.1.1 KONKURSE in den USA, (Quelle: B.Greenstein [1935])
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Abb.1.1.2  Anzahl gefangener Luchse (Quelle: M.J. Campbell and A.M. Walker [1977])
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wollen wir sie mit Kurzbezeichnungen versehen. Die abgebildete Reihe bezeichnen
wir mit dem Kiirzel KONKURSE. Alle Beispielsreihen sind im Anhang wiederge-
geben, um dem Leser die Moglichkeit eigener Analysen zu verschaffen.

BEISPIEL 1.1.2

Ein klassisches Beispiel ist die Reihe LUCHS. Es handelt sich um die Anzahl der
Luchse, die jahrlich in einem bestimmten Gebiet Kanadas gefangen wurden (in
1000). Siehe Abb. 1.1.2.

Die graphische Darstellung — der Plot — der Zeitreihe ist in der Regel der erste
Schritt bei der Analyse von Zeitreihen. Aus dem Plot lassen sich haufig die ersten
Charakteristika ersehen. So erkennt man im Beispiel 1.1.2, daf3 etwa alle 10 Jahre
regelmdBig sehr viele Luchse gefangen wurden und dazwischen jeweils recht weni-
ge. Die Reihe im Beispiel 1.1.1 zeigt dagegen kein offensichtlich regelmiBiges Ver-
halten.

1.2 Empirische Momente

Nach dem Plot der Zeitreihe bietet sich als zweiter Schritt bei der Analyse an,
geeignete statistische KenngroBen zu berechnen. Die wesentlichen KenngroBen
sind die Momente erster und zweiter Ordnung. Sie bilden die Grundlage fiir die
statistische Analyse von Zeitreihen, sind aber auch im Rahmen der Beschreibung
von Interesse.

Sinnvoll ist die Berechnung dieser GréB8en nur fiir sogenannte stationidre Reihen.
Als stationir bezeichnen wir dabei vorerst eine Reihe, die — grob gesprochen — keine
systematischen Verdnderungen im Gesamtbild aufweist. Stationaritdt beinhaltet,
daBl Kennziffern, die aus verschiedenen Teilreihen berechnet werden, nicht zu stark
voneinander abweichen. Es ist in der Zeitreihenanalyse haufig anzuraten, die beob-
achtete Reihe in nicht zu kurze Segmente zu zerlegen, fiir die dann die jeweiligen
Analyseschritte einzeln durchgefiihrt werden. Dies ermdglicht die praktische Uber-
prifung der Stationarititsannahme. Die theoretische Bedeutung der Stationaritit
kann jedoch erst im zweiten Kapitel aufgezeigt werden.

Die zentrale Lage der Werte einer Zeitreihe (x,),-,  y wird durch das arithme-

tische Mittel

.....

_ 1 X
x=ﬁtzzlx,

beschrieben. x ist der mittlere Wert, um den die Beobachtungen schwanken. Die
Starke der Schwankung wird gemessen durch die empirische Varianz,

2 Y )2
£ =5 I =,

oder durch die Standardabweichung s = 1/5‘2 die dieselbe MaBeinheit hat wie das
arithmetische Mittel.

Eine zentrale Stellung bei der Untersuchung von Zeitreihen nimmt die Frage
nach den Abhingigkeiten zwischen verschiedenen Zeitpunkten ein. Unter den ver-
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schiedenen Abhingigkeitsformen hat die lineare Abhingigkeit bei der Zeitreihen-
analyse die weitaus groBte Bedeutung erlangt. Wir gehen kurz auf die klassischen
MaBzahlen zur Beschreibung des linearen Zusammenhangs ein und iibertragen
diese dann auf die vorliegende Situation.

Fiir N Beobachtungspaare (x;, y;) ist die empirische Kovarianz
1 N
= — X: — X ]
N (i =)0 — )

ein MaB@ fiir die Starke des linearen Zusammenhanges zwischen den x- und den y-
Werten.

. H F N T K
+ ] ] -+ 1 -+
+ ¥ ] + +
+ | } +,
+ [ + | + H +
+ 1+ + i + ! +
+ 1 I+ 1 +
+ | [ o+
| + 1 + 1 +
+ + 1 +
+ ) + + 1+ ' .+
+ * ) + 1 + + +
R SN RN N R A ] . + [Ny
+ T +===1 [[~~~"~~"~""=77 T___'+"—_?- ___________ T_'F: ________
W } + +1
. + "+ + !
+ ] + + 1
H - + + ) + I
+1 + L * i "+
' + +1 + |
[ + LS + + h
+1 + 1 + 1
. + | + +y |
I + &l + 4 1
1 + “ + t
1 + 1 + d 1

Abb. 1.2.1 Streudiagramme und Kovarianzen von Beobachtungspaaren
Dr=-072,¢c<0 2)r=—-0.01,c=0 HNr=087,¢c>0

Bei 2) heben sich die positiven Werte des 1. und 3. Quadranten gegen die negativen
des 2. und 4. Quadranten in etwa auf. ¢ hat einen nahe bei 0 gelegenen Wert. Bei 3)
liberwiegen die positiven, bei 1) die negativen Summanden.

Durch die Normierung mit dem Produkt der einzelnen Standardabweichungen
erhilt man den Korrelationskoeffizienten von Bravais-Pearson:

1 ¥ - —
v I = 00—

¥ =

=Y =) T =

— x — %) ]/ — o

N N = ¥
Wendet man die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(Za;b)* < (Za})(Zb7)

auf die Abweichungen x; — X und y, — y an,soerkenntmandal —1<r<1 gilt,
d.h., daB der Korrelationskoeffizient betragsmiBig hochstens gleich 1 sein kann.

[1.2.1]

Werte von r, die nahe bei +1 (— 1) liegen, deuten auf einen starken positiven
(negativen) linearen Zusammenhang hin, Werte bei Null auf das Fehlen eines line-
aren Zusammenhangs oder Unkorreliertheit. Siche dazu die obige Abbildung.Die
Extremwerte + 1 werden genau dann angenommen, wenn die Beobachtungspaare
eine exakte lineare Beziehung erfiillen.
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Um die Stirke des linearen Zusammenhanges aufeinanderfolgender Beobach-
tungen bei Zeitreihen zu messen, brauchen wir ¢ bzw. r nur leicht zu modifizieren.
Aus den N Beobachtungen x,, x,, ..., xy werden die N — 1 Paare direkt aufeinan-
derfolgender Beobachtungen gebildet:

(xl’ xz)a (Xz, X3), [RRE} (XN— 1 xN) .

Diese werden als Beobachtungspaare aufgefaBt; deren Kovarianz ist gleich:

N-1
¢= m z§1 (xz_fu))(xtﬂ _f(z))-

Dabei sind X,,, X, die arithmetischen Mittel aus den jeweiligen ersten bzw. zwei-
ten Komponenten.

Entsprechend kdnnen die Kovarianzen und Korrelationskoeffizienten fiir weiter
auseinanderliegende Beobachtungen berechnet werden. Da sich die verschiedenen
arithmetischen Mittel und Standardabweichungen wegen der Stationaritdtsannah-
me i.a. wenig unterscheiden, setzt man generell das allgemeine Mittel x und die
Standardabweichung s ein,

Damit ergeben sich die Kovarianzen

1 N-t
.= — x,—x,,—% =0,1,2,...,N—1.
Nt=1

¢, ist gerade die Varianz s? der Zeitreihe. Die Division durch N anstelle von N — ©
hat statistische Vorteile, wie wir in Kapitel 6 erkennen werden. Fiir grole N ergeben
sich keine wesentlichen Unterschiede, da ¢, meist nur fiir t < N/4 betrachtet wird.
Man beachte, da mit wachsendem t die Zahl der Beobachtungspaare, die in die
Berechnung von c, eingehen, immer kleiner wird, wodurch die Aussagekraft zuneh-
mend eingeschrankt wird.

Da die Beobachtungspaare mit dem Zeitabstand t auch in der Form
(X, X~ )=c+1,..., n angegeben werden konnen, ist es sinnvoll, ¢, fiir negative Werte
von t durch ¢,:==c¢_, zu definieren.

Fir die Korrelationskoeffizienten findet man analog

N-|t|
Y =X — )

t=1 T
r. = = —.

t N
Z (xr - i)z
t=1

Auch fiir den so definierten Korrelationskoeffizienten gilt

- 1 é r, é 1 ’
wie man sich leicht mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung [1.2.1] klar-
macht.

BEISPIEL 1.2.1

Wir illustrieren die Berechnung von ¢, und r, an einem tiberschaubaren Zahlenbei-
spiel. Sei eine hypothetische Zeitreihe BE110 mit N = 10 Beobachtungen gegeben.
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0 T T T T
2 4 6 8 10

Abb. 1.2.2 Hypothetische Zeitreihe BEII0
Um etwa ¢, zu berechnen, wird die Reihe der Abweichungen (x, — X) um zwei

Zeitpunkte verschoben und die Summe der Produkte untereinanderstehender Wer-
te berechnet:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| %
x, — % 0 -2 -1 3 1 -2 -2 5 1 -3 -
Xppp— X -1 3 1 -2 -2 5 1 -3 - -] -
(X — ) (Xps 2 — %) 0 -6 —1 —6 —2 —10 —2 —15 - - |—42

Man erhidlt ¢, = —42/10 = — 4.2,

Der Leser moge die Berechnung fiir andere Zeitabstdnde 7 analog nachvollziehen:

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
¢ 580 —-040 —-420 030 28 —-0.10 -2.00 0.10 060 0.00
r, 1.00 -0.07 —-0.72 005 048 —-0.02 -0.34 0.02 0.10 0.00

Um lineare Abhéngigkeiten von Werten zwischen den Zeitpunkten innerhalb einer
Zeitreihe von den linearen Beziehungen zwischen verschiedenen Zeitreihen sprach-
lich zu differenzieren, verwendet man die Bezeichnungen Autokovarianzen und
-korrelationen bzw. Kreuzkovarianzen und -korrelationen.
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DEFINITION 1.2.2
Die Autokovarianzfunktion (c,) einer Zeitreihe ist die durch

= E =) (=D

definierte Funktion des Zeitabstands oder Lags 1= —-(N—1), ..., —1,0,1, ...,
(N — 1). Die Autokorrelationsfunktion (r.) ist durch r, = c,/c, gegeben. Der Graph
dieser Funktion heit Korrelogramm. -

Das Korrelogramm ist von erheblicher Bedeutung, da es die wesentlichen Informa-
tionen iiber zeitliche Abhédngigkeiten in der beobachteten Reihe enthélt. Es wird
daher im allgemeinen als zweites nach der Zeitreihe gezeichnet. Da sich 7, und ¢, nur
um den konstanten Faktor ¢, unterscheiden, gentigt es, eine der beiden Funktionen
zu zeichnen. Die beiden folgenden Beispiele illustrieren die iiblichen Darstellungs-
weisen dieser Funktionen.

BEISPIEL 1.2.3

Das Kortelogramm der Reihe der KONKURSE a8t vermuten, daB besonders
ausgepragte Abhdngigkeiten im Rhythmus von etwa 4 bis 5 Jahren auftreten. Denn
in diesem Abstand nimmt die Autokorrelationsfunktion (absolut gesehen) beson-
ders grofle Werte an.

Ul 1.,1’“ 1IN [
B

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8 -
1.0 T/ T T | | B T T T T T
o] S 10 15 20 25 30 35 40 45 50 S5 60 65

Abb. 1.2.3  Autokorrelationsfunktion der Reihe KONKURSE
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BEISPIEL 1.2.4

Die Autokorrelationsfunktion der Reihe LUCHS zeigt starke positive Abhéngig-
keiten fiir Lags um 7 =10, 20, ... an. Da die Zeitrdume zwischen guten und
schlechten Fangertrigen jeweils etwa 5 Jahre auseinanderliegen, ist die Autokorre-
lationsfunktion negativ fiir Lags um 7= 5,15,....

1.0

-1.0 T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 S0 60 70 80 S0 100 110

Abb. 1.2.4  Autokorrelationsfunktion der Reihe LUCHS
u

AbschlieBend sei vor der unkritischen Verwendung der angegebenen MaBzahlen
gewarnt. In GréBen %, s2, ¢, und r, geht ein einzelner Beobachtungswert x, mit
groBem Gewicht ein, wenn er weit vom Durchschnitt der anderen Beobachtungen
abweicht. Diesc MaBzahlen sind daher recht anfallig (,,nichtrobust) gegeniiber
dem Auftreten von AusreiBlern oder untypischen Werten in der Zeitreihe. In der
Praxis werden verschiedene heuristische Vorgehensweisen zur Ausreiflerbeseitigung
angewendet: Ersetzen eines Ausreillers durch das arithmetische Mittel aller oder
der beiden benachbarten Werte bzw. ,Heranschieben‘ des Ausreiflers an die iibrigen
Werte (,Winsorisieren‘). Dadurch kann die Analyse einer Zeitreihe jedoch wesent-
lich und in unkontrollierbarer Weise beeinfluBt werden.

In neuerer Zeit wird an der Entwicklung robuster statistischer Verfahren gearbei-
tet. Im Bereich der Zeitrethenanalyse steckt diese Entwicklung jedoch noch in den
Anfangen (vgl. Martin [1980]).

Dariiber hinaus wird die Interpretation speziell des Korrelogramms dadurch
erschwert, daB die GréBen r, nicht unabhéngig voneinander sind, da jeweils die
gleichen Beobachtungen in die Berechnung eingehen. Dramatisch driickt dies ein
Zitat von John W. Tukey [1967] aus: ,,/ have frequently said that the tragic accident
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that killed H. R. Sewell and his family destroyed the only man, who could usefully look
at a plot of autocorrelation against lag. Factually such a statement cannot, of course,
be true, yet the impression it gives about the usefulness of autocorrelation curves is
quite precise and very helpful‘*.

1.3 Das klassische Komponentenmodell

Im vorigen Abschnitt wurde unterstellt, daB die betrachteten Zeitreihen ,,statio-
ndr sind. Diese Forderung ist hiufig nicht erfiillt. Vor allem bei 6konomischen
Reihen findet man langfristige Verdnderungen oder eine sich jihrlich wiederholen-
de Saisonfigur. So ist die Zahl der Arbeitslosen regelmiBig im Winter groBer als im
Sommer, ebenso hingt etwa der Stromverbrauch von der Jahreszeit ab. Fiir 6kono-
mische Zeitreihen wurden demgemaf3 Modelle vorgeschlagen, die diesen Gegeben-
heiten Rechnung tragen. Sie gehen von folgenden vier Komponenten aus:

i) dem Trend, das ist eine langfristige systematische Veranderung des mittle-
ren Niveaus der Zeitreihe;

(ii) einer Konjunkturkomponente, die eine mehrjahrige, nicht notwendig regel-
miBige Schwankung darstellt;

(ii1) der Saison, das ist eine jahreszeitlich bedingte Schwankungskomponente,
die sich relativ unverdndert jedes Jahr wiederholt;

(iv) der Restkomponente, die die nicht zu erklarenden Einfliisse oder Storun-
gen zusammenfaft.

Die ersten beiden Komponenten werden bisweilen zu einer einzigen, der sogenann-

ten glatten Komponente zusammengefaBt. Alternativ faBt man manchmal die Kom-
ponenten (ii) und (iii) zur sogenannten zyklischen Komponente zusammen.

BEISPIEL 1.3.1

Die Monatswerte der Arbeitslosen in Westberlin vom Januar 1967 bis Oktober 1979
weisen sowohl einen Trend auf als auch den deutlichen Einflu der Jahreszeit in
Form der Saison, vgl. Abb. 1.3.1. Offensichtlich ist hier die Trennung der Trend-
komponente und der Konjunkturkomponente schon problematisch. Dies zeigt sich
noch deutlicher, wenn die Arbeitslosigkeit liber einen lingeren Zeitraum hinweg
betrachtet wird. Aussagen liber die Restkomponente sind erst mdglich, wenn die
Bestimmung der glatten und Saisonkomponente erfolgt ist.

Haufig wird unterstellt, daB sich die Komponenten additiv iiberlagern. Dann erhilt
man die folgende formale Beschreibung des additiven Modells:
zyklische Komponente
Reihe = Trend + Konjunktur + Saison + Rest
glatte Komponente

-
“t

—_—
x,=m+k +s,+u,.
—_—

8
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Abb. 1.3.1 a) Reihe ALBERLIN der Arbeitslosen in Westberlin 1967-1980
b) ALBERLIN 1954-1980

Quelle: Berliner Statistik, verschiedene Jahrgdnge
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Man findet in empirischen Reihen nicht selten, da mit der glatten Komponente
auch die Streuung der Werte um die glatte Komponente ansteigt. Bei solchen Rei-
hen wird oft ¢in multiplikatives Modell unterstellt:

Xy =8 S Y.

Dieses kann durch die Bildung von Logarithmen auf ein additives zuriickgefiihrt
werden:

log(x,) = log(g, - s, " 1)
= log(g,) + log(s,) + log(u,) .

BEISPIEL 1.3.2

Die Zeitreihe STROM des monatlich in der BRD produzierten Stromes zeigt neben
einem deutlichen Trend auch das Vorhandensein einer Saisonkomponente. Zum
einen spielt hier die Jahreszeit eine wesentliche Rolle. Im Winterhalbjahr wird mehr
Strom verbraucht und dementsprechend produziert. Jedoch trigt auch die unter-
schiedliche Lange der Kalendermonate zu dem Bild der Saisonfigur bei. Im Februar
wird stets weniger Strom produziert als in den beiden Nachbarmonaten. SchlieBlich
zeigt der Plot der Reihe, daB hier ein multiplikatives Modell angebracht ist.

Das Diagramm 1.3.3 illustriert das Resultat einer Komponentenzerlegung.

40000

35000

30000

25000

20000 -

15000 -

10000 J

5000 T T T —T
1955 1880 1965 1870 1875 1880

Abb. 1.3.2  Produzierter STROM in der BRD (Mio kWh)
(Quelle: Wirtschaft und Statistik, verschiedene Jahrginge)
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Abb. 1.3.3 Geschdtzte glatte Komponente (8,) sowie Schéitzung von Trend x Saison (8, - 8,
[ ]

Das Komponentenmodell ist unbestimmt, solange nicht die einzelnen Komponen-
ten préziser durch Modelle spezifiziert werden. Verschiedene Modellansétze kon-
nen dabei sehr unterschiedliche Ergebnisse liefern, so daB3 bei der Interpretation
veroffentlichter Reihenkomponenten (etwa saisonbereinigter Arbeitslosenziffern)
stets nach dem jeweils benutzten Verfahren zu fragen ist. Die klassischen Verfahren
basieren im wesentlichen auf zwei unterschiedlichen Ansitzen:

(1) globalen Komponentenmodellen, die fiir die gesamte Reihe ein lineares oder
nichtlineares Regressionsmodell unterstellen, dessen Parameter mit Hilfe der
Kleinstquadratemethode geschitzt werden;

(2) lokalen Komponentenmodellen, die derartige Modelle nur stiickweise unterstel-
len, wobei die Komponenten im allgemeinen durch sogenannte Filter extrahiert
werden.

Beide Methoden werden zunéchst im Rahmen der Bestimmung von Trendkompo-
nenten illustriert.

1.4 Trendbestimmung

Verschiedene Fragestellungen fithren auf das Problem der Trendbestimmung. Bei
der Analyse von zeitlichen Verldufen 6konomischer Gro8en oder bei Prognosen
sucht man mit dem Trend die langfristige Entwicklung wiederzugeben. Weiter ist
z.B. fiir die Untersuchung der Abhéingigkeiten zwischen den Zeitpunkten einer
Zeitreihe gegebenenfalls die Trendkomponente zu eliminieren, oder wie man sagt,
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eine Trendbereinigung vorzunehmen. Bei Zeitreihen, die einen Trend aufweisen, ist
die Autokorrelationsfunktion nicht geeignet, die Abhingigkeiten zwischen den
Zeitpunkten zu beschreiben. Bei der Herleitung wurde ja wesentlich benutzt, da
die Mittel aus den ersten bzw. letzten Daten in etwa dem Gesamtmittel entsprechen.

Fiir den hier zu diskutierenden Ansatz unterstellen wir, dal3 die Zeitreihe sich im
wesentlichen durch eine Funktion m, der Zeit beschreiben 146t und daB die Beob-
achtung x, nur durch Zufallseinfliisse oder MeBfehler u, von m, abweichen. Dabei
wird angenommen, daB x, sich additiv aus m, und u, zusammensetzt:

x,=m,+u, t=12,..., N

Fiir die Zufallseinfliisse », wird unterstelit, da es sich um Realisierungen unab-
hiangiger Zufallsvariablen U, handelt, deren Erwartungswerte gleich 0 sind und
deren Varianz im Zeitablauf konstant bleibt (vgl. zur Erklarung der Begriffe den
Anhang C uber Wahrscheinlichkeitstheorie). Eine kritische Diskussion dieser An-
nahmen findet sich im Abschnitt 1.4.3.

Im Einzelfall stellt sich die Frage, welche Funktion den Trend am besten be-
schreibt. Hat man aus substanzwissenschaftlichen Griinden heraus eine Vorstellung
von der Gestalt der Funktion, so sind eventuell unbekannte Parameter zu ermitteln.
Andernfalls ist der Trend durch eine geeignete Funktion zu approximieren. Wir
behandeln in den folgenden Unterabschnitten die Aufgabe, bei speziellen Funk-
tionsklassen die geeignete Trendfunktion auszuwihlen.

1.4.1 Lineare Trends

Die einfachste Trendfunktion ist eine Gerade:

m::ﬁx‘*'ﬂzt-

Will man die geeignete Trendgerade fiir eine gegebene Zeitreihe auswéhlen, so
bendtigt man ein Auswahlkriterium. Dazu bietet sich das Kleinst-Quadrate-Krite-
rium an:

Ausgehend von den Differenzen
uy=x—m=x,—p,—pt, t=12,...,N

wird die Gerade gewihlt, welche die Summe Q der quadrierten Differenzen minimal
werden 148t. Formal kénnen wir dies beschreiben durch

N
Q=3 (x,—m)* < min
=1
bzw. '

N
! .
Q= > (x— .Bl — ,82[)2 = min.
=1 b1, B2
Zur Bestimmung der Schitzungen f, und §, fiir die Parameter §, und 8, wird Q

als Funktion in 8, und 8, aufgefaBt. Notwendig dafiir, daB Q in §,, B, ihr Mini-
mum annimmt, ist das Verschwinden der ersten partiellen Ableitungen

i) N 5 é N 5
0_/31 t;(m—ﬁl—ﬁzt), m ’:1()‘:—/31—,32’)

an der Stelle 8, B,.
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Durch Ausfithren der Differentiation und Nullsetzen der Ableitungen erhalten
wir die Normalgleichungen
N

Y (=B —B1)=0

t=

t(xz—/?1_ﬁzt) =0.

M= |

t=1

Die Auflosung der Gleichungen ergibt

xX—1-x

2=t?_(?, ﬁ1=x—[32t. [1411]
b sind T Lo _ 1 goAoLX,
Dabeisind tx=— 3 tx, t=— t und 1* = — te.
)VIZ% ! ]V,Z% ]Vtéi

Wie man zeigen kann, nimmt die Funktion ¥ (x, — 8, — B,¢)? an dieser Stelle
tatsidchlich ihr Minimum an. Die gesuchte Trendgerade ist daher gegeben durch

m, =B+ Bt,
wobei ff, und B, gemiB [1.4.1.1] bestimmt werden.

BEISPIEL 1.4.1.1

Die bestimmende GréBe fiir die Kapazitit von Kraftwerken ist der jahrliche Strom-
spitzenbedarf, auch Jahreshoechstlast genannt. Dies ist die hochste Leistungsinan-
spruchnahme simtlicher Stromverbraucher, welche zu einem bestimmten Zeit-
punkt wihrend eines Jahres anfillt. Die Tabelle im Anhang gibt die Reihe JLAST

2000
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200 -

[ T T T T T
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Abb. 1.4.1.1 Jahreshdchstlasten und angepafite Trendgerade
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der Jahreshoechstlasten in Berlin(West) fiir die Jahre 1954/55 bis 1978/79 wieder.
(Jeweils von Juli bis Juni, entsprechend dem Geschiftsjahr der BEWAG.)

Dieser Zeitreihe soll ein linearer Trend angepaBt werden.

Werden die Jahre von =1 bis 25 durchnumeriert, so erhalten wir aus den
angegebenen Werten:

_ 1N 1 N(N+1)
I=—Yt=——r—>=13,

NS N 2

1 ¥ 1 N(N+1)2N+1
S_ L $ s LNWEDeN+D

N &1 N 6
¥=924.04, tx = 14688.12.
Damit folgt
B, =255.14, B, =5145.

Die vorstehende Abbildung gibt die Zeitreihe (x,) und die geschitzte Trendgerade
wieder:

m, =25514+51.45-1¢.

1.4.2 Lineare Regressionsmodelle zur Trendbestimmung

Die eben beschriebene Kleinstquadratemethode zur Anpassung einer Trendgera-
den kann ohne Miihe auf weit allgemeinere Trendmodelle iibertragen werden. Das
sogenannte lineare Regressionsmodell geht von k& bekannten Funktionen

my(t), my(1), ..., m(t) der Zeit aus und unterstellt als Trendmodell eine Linear-
kombination

m(t)=fF,m(t)+ Bymy () + ... + B (8) [1.4.2.1]
dieser Funktionen, wobei die Koeflizienten f,, f,, ..., B, so gewahlt werden sol-

len, daB sich eine moglichst gute Anpassung an die beobachtete Reihe ergibt.

Aus dem allgemeinen Modell entsteht z. B. das Modell eines linearen Trends
durch Setzen von m, (t) = 1, m,(¢t) = t. Falls kein einfacher linearer Trend unter-
stellt werden kann, bieten sich als nachsteinfache Funktionen Polynome an, da sich
geniigend glatte Funktionen in einem endlichen Zeitintervall gut durch Polynome
approximieren lassen.

Ein polynomialer Trend (k — 1) ter Ordnung
m(t) =B+ fat+ B3t® + ... + Bt}
entsteht aus dem linearen Regressionsmodell durch die Wahl
m()=1,m@) =t ....,m() =11

Wihrend ein solches Trendmodell oft gut zur Beschreibung der beobachteten
Reihe geeignet ist, muB erfahrungsgeméiB jedoch vor einer Trendextrapolation
(Prognose) mittels polynomialer Funktionen gewarnt werden, da Polynome auBer-
halb des Anpassungsbereichs rasch nach + oo gehen.
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Zur Schatzung der Parameter benutzen wir wieder das Kleinstquadratekrite-
rium, d.h. wir suchen B, B,,..., B so, daB die Summe der quadrierten Abwei-
chungen von Daten und Trend

N

0= :§1 e —m@)* = ¥ (x,— Bymy (1) — Bymy (1) — ... — Bmy (1))*  [1.4.2.2]

t=1

moglichst klein wird. Bildet man die partiellen Ableitungen von Q nach den Koeffi-
zienten f, B,, ..., B, und setzt diese Null, so entsteht ein lineares Gleichungssy-
stem mit &k Glelchungen den Normalgleichungen, in den gesuchten Schitzwerten

Bl’ﬁZ’-'wﬂk

N
cubBitenfrt o teuhi= 21 X, my(t)
t=

N
cibBitcnfot . tenb= 21 X, my ()
t=
[1.4.2.3]

|
™M=

Pt oyt o +ewb = X, - my(t)

.,
I
-

mit .
= ; m(t)ym;().

Sofern die m; (¢) linear unabhdngig sind, hat das Glelchungssystem eine eindeu-
tige Losung By, B, ..., By, und diese Losung liefert in der Tat ein Minimum von Q.

]
BEISPIEL 1.4.2.1

Wir illustrieren die Anpassung eines Polynoms an die Reihe STROM. Da die
Schwankungen der Reihe im Zeitablauf steigen, gehen wir zu den Logarithmen
iber und passen ein Polynom 3. Grades an die Reihe (x,) = log;,STROM an. Der
Ansatz

N
1.
Q= 21 (¢ — By~ Byt — B3t — B41°)* = min
t=
fithrt auf die Normalgleichungen

NB, +(CEnB,  +CEHB, +EPB, =(Cx)

CEop, +CHB,  +CEOF +CMHB. =CEx 1)

EHB+EDP,  +CEHB +EOV. =Cx 1)

EB+ B, +CEOB +CEOB =(Ex 1Y)
Dies ergibt die Schitzwerte

B, = 3.7887

B,= 0.0025717

B; = 0.000003929
B, = —0.00000001624 .

Fiir die Originalreihe STROM entspricht das eben angepaBte Polynom einem expo-
nentiellen Modell der Form 10™®, vgl. Abb. 1.3.3.
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Abb. 1.4.2.2 log,, STROM und lineare sowie kubische Trendkurve
[ ]

Ein MaB fiir die Giite der Anpassung eines linearen Trendmodells ist offenbar der
quadrierte Abstand der Reihe vom geschitzten Trend m(t):

0= % (=P, [1424)

Um den Grad des Trendpolynoms zu bestimmen, bietet sich die folgende Vorge-
hensweise an. Es werden sukzessive Polynome 0’ten, 1’ten, 2’ten, ... Grades ange-
paBt und das Verhalten der Werte von @ beobachtet. Idealerweise sollte Q mit
wachsendem Polynomgrad zunichst starker und dann wesentlich langsamer abneh-
men. Dann ist der geeignete Grad des Polynoms derjenige, von dem ab keine we-
sentliche Verringerung von Q mehr erreicht wird. In der Praxis ist diese Methode
schwer anwendbar, da Q meist recht irreguldr sinkt. Ein exaktes Auswahlverfahren
gibt z. B. Anderson [1971] S. 34ff. an, einen heuristischen Ansatz skizzieren wir im
Abschnitt 1.5.3.

1.4.3. Residuen-Analyse

Unter bestimmten Annahmen iiber die Stdrungen U, haben die geschitzten K oeffi-
zienten B; Optimalitdtseigenschaften. Sofern die U, unabhingig normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz ¢ sind, handelt es sich bei Schitzern, die mit dem
Kleinstquadrateprinzip gewonnen wurden, um beste unverzerrte Schétzer. Werden
diese Annahmen allerdings verletzt, so besitzen die Kleinstquadratschitzer keine
oder nur noch unrealistisch eingeschriankte Optimalititseigenschaften (wie ,,beste
lineare Unverzerrtheit™). Es ist daher wichtig, die Giiltigkeit der Annahmen jeweils
kritisch zu tberpriifen.
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Grundlegend dabei sind die sogenannten Residuen, d.h. die Abweichungen von
Daten x, und geschitztem Trend m,:

U, = x,— m,.

Unter Normalverteilungsannahmen sollte das Histogramm der Residuen nihe-
rungsweise einer Normalverteilung folgen — insbesondere sollten keine Ausreifler
auftreten. Kleinstquadrateschitzer werden von untypischen Werten sehr stark be-
einflult. In eine quadratische Zielfunktion geht z. B. eine Abweichung der GroBe 10

ebenso stark ein wie 100 Abweichungen der GréBe 1. Gegebenenfalls sollte man
die im folgenden Abschnitt angegebene Alternative einsetzen.

Der Erwartungswert aller U, solite gleich 0 sein — dies driickt inhaltlich aus, da3
keine systematischen Effekte im Modell fiir m (¢) vernachlissigt wurden. Uberpriift
werden kann diese Annahme dadurch, da3 die Residuen 4, gegen andere relevante
Variablen, z. B. die Zeit ¢ aufgetragen werden, um systematische Zusammenhinge
zu entdecken. In Reihen mit Saisonschwankungen ist die Annahme E[U,] = 0 bei
einer Trendbestimmung im allgemeinen nicht erfiillt, da die Residuen 4, = x, —
systematisch mit der Saison variieren. Es werden sich daher im Regelfall andere
Trendschdtzungen ergeben, wenn man von vornherein ein gemeinsames Modell fiir
Trend und Saison unterstellt. Man achte bei einer Zeichnung der &, gegen ¢ insbe-
sondere auf sogenannte Strukturbriiche, d. h. tiefgreifende Verinderungen des Ge-
samtbildes. Methoden zur genaueren Uberpriifung dieser Erscheinung geben z.B.
Brown/Durbin/Evans [1975].

Die Annahme konstanter Varianz kann sehr gut in der Zeichnung der Residuen 4,
gegen die Schitzungen #, iberpriift werden. Wenn die Varianz mit steigendem
Trendwert zunimmt, so entsteht eine typische keilférmige Struktur:

8000 *
6000 -
*
* . -
4000 * § o=
> . u ¥ on b "
* * L m o -
L. S LA *
2000 * o * * *
# w* * a* . ®
*. ‘# ~iu-* » s #* * . o* %
r{ ‘,“"’"‘ * 5 » - » * » »
*u W *
0 4 — *g'ﬂu.&___**___l'_.&_f. ________ . S
ML A T R
sulf» . ¥a T*a, » » T » » * -
* * * - * * * -
_zoggJ - &{: E " & » " »
LY * x & e
* * * k 4 *
* * »
—4000 - Y »
* &
*
-
%
-6000 T T L T T
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Abb.1.4.3.1 Residuen der Originalreihe STROM gegen die angepafiten Werte eines kubischen
Polynoms
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Es sollte dann z.B. zu logarithmierten Werten tibergegangen werden, wie es im
Beispiel 1.4.2.1 geschehen ist. Weitere Transformationen behandeln wir in der Be-
merkung 2.2.5. Auch das Auftreten nichtlinearer Bezichungen (etwa aufgrund der
Vernachléssigung eines quadratischen Terms) kann in einer derartigen Zeichnung
klar erkannt werden.

Die Unabhiingigkeitsannahme impliziert insbesondere, daB die Stérungen u,
nicht autokorreliert sind. Graphisch erkennt man Autokorrelation zum Lag 1 aus
einer Zeichnung der 4, gegen die Zeit. Die Residuen sollten zuféllig um 0 schwan-
ken. Allzu langsame Schwankungen deuten auf positive, allzu schnelle und regel-
miBige Schwankungen auf negative Autokorrelation hin. Im Beispiel der Jahres-
hochstlasten ist etwa positive Autokorrelation zu beobachten. Eine andere Mog-
lichkeit, Autokorrelationen zu erkennen, bieten Scatterdiagramme, in denen #, , ,
gegen #, eingezeichnet wird.

150

100

S0

=100

-150 T T T T T
55 80 65 70 75

Abb. 1.4.3.2 Residuen der Jahreshochstlasten gegen die Zeit

Ein Test auf Autokorrelation zum Lag 1 ist der Durbin-Watson-Test. Die Teststa-

tistik ist
N N
d= Z (ﬁt_ﬁr—l)z/ Z ﬁrz
=2 t=1

Die asymptotische Verteilung von d unter der Nullhypothese unkorrelierter Stérun-
gen ist bei Kendall [1973] angegeben. Werte von 4, die nahe bei 2 liegen, deuten auf
Unkorreliertheit hin, solche nahe bei 0 auf positive und Werte nahe 4 auf negative
Korrelation.

Im Kapitel liber Spektralanalyse werden wir einen Test kennenlernen, der Auto-
korrelation beliebiger Ordnung iiberpriift.
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Insbesondere die Annahme der Unabhingigkeit ist in der Zeitreihenanalyse
praktisch niemals erfiillt. Dies hat zu einem gewissen Mifitrauen gegeniiber Kom-
ponentenmodellen gefiihrt und wesentlich die Hinwendung zur Theorie schwach
stationdrer Prozesse motiviert. Auf weitere Eigenschaften linearer Modelle sowie
auf Tests der Parameter etc., gehen wir aus diesem Grunde nicht ein und verweisen
auf die Ausfithrungen in Heinhold/Gaede [1979] und vor allem auf das Lehrbuch
von Seber [1977].

1.4.4 Robuste Schiitzung linearer Trendmodelle

Die Methode der kleinsten Quadrate ist bei normalverteilten Stérungen im linearen
Regressionsmodell in geeignetem Sinne optimal. Sie besitzt auch den Vorzug, dal
eine Fulle von Methoden fiir weitergehende Analysen darauf aufgebaut sind. Je-
doch sind wie erwihnt die Kleinste-Quadrate-Schatzungen sehr anfallig gegen Aus-
reiBBer, d. h. gegen einzelne, extreme Werte. Das hidufige Auftreten von Ausreilern
hat zu einer verstirkten Hinwendung zu robusten Verfahren gefiihrt; dies sind
Verfahren, welche ,,unempfindlich* gegen einzelne extreme Werte sind. Ein fiir
die gesamte Zeitreihenanalyse relevanter Ansatz zur Gewinnung robuster Verfah-
ren bildet die M-Schitzung von Huber [19647] mit ihren Veraligemeinerungen. Sie
wird zunichst fiir das einfache Lageproblem eingefiihrt.

Bei einer univariaten Stichprobe x,, ..., xy erfiillt das arithmetische Mittel X
die Minimierungsaufgabe

N

Y (x,—a)* £ min,
t=1 a

und der Median £ ist Losung von
N 1
Y |x,—a| =min.
a
t=1

Die beiden Minimierungsprobleme lassen sich 16sen, indem man die Ableitungen
der linken Seiten Null setzt:

% plx,—a)=0 [1.4.4.1]

t=1
mit p (1) = u bzw. p (v) = sign (u).

Die zu ¢ (u) = u®> gehdrende Funktion vy () = u ist unbeschrinkt. Die Konse-
quenzist, daB weit von u weg liegende Beobachtungen x mit einem groBen Gewicht
in [1.4.4.1] eingehen. Dagegen haben bei der zu ¢ (u) = |u| gehdérenden Funktion
y (1) = sign («) alle Beobachtungen das gleiche Gewicht. GroBe Abstinde haben
keine groBere Auswirkung als kleine. Der Median ist daher ungleich unempfind-
licher gegen AusreiBler als das arithmetische Mittel.

Dementsprechend erhilt man robuste Alternativen zu X iiber den Minimierungs-
ansatz

™=

0((x, — a)/6) £ min, [1.4.4.2]

t=1
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wenn die Abstandsfunktion ¢ (#) langsamer mit |«| wéchst als die quadratische
Funktion »?. Hier muB ein Skalenparameter ¢ mit aufgenommen werden, da die
meisten der Giblichen g-Funktionen nicht addquat auf Skalendnderungen reagieren.
o(u) = u* und ¢ (u) = | u| sind Ausnahmen. Zur Bestimmung von ¢ kommen wir
etwas weiter unten.

Uber eine geeignete Wahl der Funktion ¢ () versucht man nun, zwei Ziele mog-
lichst gleichzeitig zu erreichen. Einmal wird eine groBe Unempfindlichkeit gegen
AusreiBer angestrebt. Dazu miissen extreme Werte u ,heruntergewichtet werden.
Zum anderen mochte man Schétzer, die im Fall der Normalverteilung keine we-
sentlich gréBere Varianz als X aufweisen, die also moglichst effizient sind. Das
wird erreicht, indem in einem beschrinkten Intervall um Null die Funktion y ()
annédhernd linear verlauft.

Auf der Basis allgemeiner Optimalititsiiberlegungen gelangte Huber zu folgen-
der y-Funktion, welche die beiden oben genannten kombiniert:

W) u [u] <1.5

u) =

v 1.5 sign () |u]>1.5

Hier werden nur ,,zu grofle” Abstinde heruntergewichtet.

Um noch sicherer gegen extreme Werte zu sein, haben andere Autoren soge-
nannte ,redescending’ y-Funktionen vorgeschlagen. Dazu gehort z.B. auch
Tukey’s biweight:

u u\?
1~ 2
() = 6( 36> lul=1
0 lu|>1

sowie die yp-Funktion von Hampel:

u jlul<1.5

1.5 - sign () 1.5<iu|<3.6

PO = 003418 —u) - sign(@) 3.6 <|ul<8.0
0 lu] > 8.0

Bei allen Vorschldgen gibt es frei wihlbare Parameter, fiir die hier schon die Werte
geeigneter Empfehlungen eingesetzt wurden, vgl. Goodall [1983].

In vielen Fillen kann ¢ robust durch den MAD, den Median der absoluten
Abweichungen vom Median,
& = 1.483 - median {| x,-median {x} |}
geschdtzt werden. Der Faktor 1.483 macht den Schéitzer im Fall der Normalver-
teilung erwartungstreu.

Anstatt der Streuung ¢ mit dem MAD vorab zu schitzen, kann man ihre Be-
stimmung auch in die M-Schitzung einbeziehen. Dazu ist [1.4.4.2] nicht nur bzgl.
a sondern zugleich bzgl. ¢ zu minimieren. Dies fihrt zu [1.4.4.1] und zu

N

X, —a\ x,—a

Y —=0.
Zo(*7)

G &
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Um dem Robustheitsgesichtspunkt Rechnung zu tragen, wird auch der zweite Fak-
tor der einzelnen Summanden robustifiziert und als Argument der y Funktion
geschrieben. Dann ist die Forderung, die Summe soll Null werden, nicht mehr
stimmig. Stattdessen orientiert man sich an der Eigenschaft der KQ-Schitzer
= ((x, — )/6)* — 1 = 0 und formuliert die simultanen M-Schitzer fiir die Lage und
Streuung als Losungen der Gleichungen

N X, —a
Zw( = >=0,
=1 6

wobei x(u) = p(u)* (oder dhnlich) gewihlt wird und @ = (N — 1) - E[3(Z)] mit
einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen Z. Zu den statistischen Eigen-
schaften kommen wir im Kapitel 5.

Die Verallgemeinerung der M-Schitzung des Lageparameters auf die Schiatzung
des Parametervektors im Regressionsmodell ist leicht. Der M-Schétzer fiir den
Parametervektor § im Regressionsmodell [1.4.2.17, der auf der Abstandsfunktion
o (u) basiert, ist der Vektor (8, ..., B,) fiir den gilt:

ZN: Q(xt“_ﬁﬂnl(t)i _ﬁkmk(t)> _

[

min i Q(xt_ﬁlml(t)j _Bkmk(f)> [1.4.43]

[

¢ ist eine Schitzung des Parameters, der die Streuung der Stérungen U, charak-
terisiert. (Wie eben kann ¢ gemeinsam mit f geschitzt werden. Der Einfachheit
halber betrachten wir nur den Fall einer Vorabschitzung von ¢.) Bei einer diffe-
renzierbaren Abstandsfunktion ¢ (x) mit der Ableitung ¢’ (u) = v () fithrt die Auf-
gabe [1.4.4.3] zum Problem die simultane Losung der folgenden Gleichungen zu
bestimmen:

y IP()C!_Blml(t)_A _Ekmk(t)

g

>-mi(t)=0 i=1,..,k

t=1

BEISPIEL 1.4.4.1

Die Werte der Reihe CITI sind die wochendlichen ,,Dutch auction rates* der
Citibank Vorzugsaktien in Prozent der ,,commercial paper rate*. Der Zeitraum
reicht von Januar 1986 bis Oktober 1990. Der mittlere Peak von ¢ = 95 bis ¢t = 102
resultiert aus einer Unsicherheit bzgl. der Anderung der Gesetze. Die extremen
Ausschlige am Ende der Reihe reflektiert die plétzliche Beunruhigung der Inve-
storen bzgl. des finanziellen Wohlergehens der Unternehmung. Der Plot der Reihe
zeigt eine leicht ansteigende Tendenz, so daB fiir weitere Analysen eine Trendbe-
reinigung sinnvoll zu sein scheint.

Die Abbildung zeigt den robust mit Hubers M-Schétzer bzw. den nach der
KQ-Methode ermittelten linearen Trend. Es ist deutlich zu sehen, wie der nicht
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robust ermittelte Trend durch die groBen Werte am Ende angehoben wird. Die
geschitzten Koeffizienten sind dabei:

_ 70.804 _ 71.54
Pro = < 0.070> und Bustuner = ( 0.053)‘

160
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Abb. 1.4.4.1 Reihe CITI mit linearem Trend (—.—.— = KQ-Methode, ——— = M-Schdtzer)
=

1.4.5 Nichtlineare Trendmodelle

Wir haben bisher ausschlieBlich lineare Trendmodelle betrachtet, d.h. solche Mo-
delle, bei denen die Parameter §; linear mit den bekannten Zeitfunktionen m;(r)
verkniipft sind. Gelegentlich lassen sich auch nichtlineare Modelle durch Transfor-
mation der beobachteten Reihe auf ein lineares Regressionsmodell zuriickfithren.
Typische Beispiele sind Exponentialmodelle

X, = P OFBm, W+ B m ()% e
oder Potenzmodelle

x,=m () my ()2 oomy (),
bei denen der Ubergang zu den Logarithmen logx, ein lineares Modell ergibt.

Aus inhaltlichen Erwédgungen werden nun jedoch mitunter Modelle konstruiert,
die sich nicht auf ein lineares Modell reduzieren lassen. Ein Beispiel ist bereits ein
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Exponentialmodell, in dem der Storterm #, nicht multiplikativ, sondern additiv
auftritt, z. B.

x,=eﬂn+"z'+u,.

Ein in der Praxis der Zeitreihenanalyse relevanteres Modell behandelt das folgende
Beispiel.

BEISPIEL 1.4.5.1

Es ist oft unrealistisch, fiir Wachstumsprozesse eine unbeschrankte Expansionsfa-
higkeit zu unterstellen. Vielmehr ist hiufig eine obere Grenze fiir das Wachstum
einer Erscheinung anzunehmen. So werden z. B. biologische oder 6kologische Re-
striktionen verhindern, daB ein Organismus oder eine Population iiber alle Grenzen
wichst. Ein typisches Modell fiir derartige Wachstumsvorgénge ist die sogenannte
logistische Funktion

m(t) = [1.4.5.1]

C+e 4’

B . .
welche fir 1 — oo einer Sattigungsgrenze G = e zustrebt. Die von m(¢) beschrie-

bene S-formige Wachstumskurve ist in vielen empirischen Datensdtzen zu beobach-
ten (vgl. Abb. 1.4.5.1).

Das zugrundeliegende Modell wird deutlicher, wenn wir durch Differenzieren
von m(?) zu den Wachstumsraten r(z) = m'(¢)/m(¢) iibergehen:

rt)=A- (1 _ %) [1.4.5.2]

Diese sogenannte Verhulst’sche Differentialgleichung beschreibt die Geschwin-
digkeit des Wachstums in Abhéngigkeit vom erreichten Wert m (). Wenn m (¢) weit
unterhalb der Sattigungsgrenze G liegt, so ist die Wachstumsrate praktisch gleich 4
und das System wichst exponentiell. Je starker sich m(¢) der Grenze G nidhert, desto
stdrker wird die Wachstumsrate gesenkt und damit das Wachstum abgebremst.

Es ist nicht méglich, die Parameter 4, B, C im obigen Beispiel durch ¢in exaktes
lineares Modell zu schitzen. Das logistische Modell ist wesentlich nichtlinear. Man
kann jedoch versuchen, das Modell approximativ zu linearisieren. Dies ist der
Grundgedanke des GauB-Newton-Verfahrens.

Betrachten wir wieder das Ausgangsproblem, einer Folge von Werten
Xy, X3, ..., Xy eine nichtlineare Funktion m(t; 6) anzupassen, die von einem Para-
meter 0 abhidngt. Das Kleinstquadrate-Kriterium

5 (= m(; 0) £ min

fiihrt hier in der Regel zu Normalgleichungen, die nicht mehr explizit 16sbar sind.

Eineinfacher Ansatz zur Losung der Normalgleichungen ist der folgende, der auf
dem Grundgedanken der approximativen Linearisierung beruht. Beginnend mit
einer Startlosung 8, suchen wir eine lineare Approximation der Funktion m(z; 6)
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in der Nihe von §,. Dies fiihrt auf
m(t; 0) x m(t; 6o) + (8 — 0) - m'(£; 6,) ,

wobei m'(z; 0,) die Ableitung von m(z; ) nach 0 an der Stelle 8, bezeichnet. Wir
gehen also von einem nichtlinearen Modell in 6

x, =m(t; 0) + u,
Zu einem linearen Modell in 4 = (8 — 8,)
xeem(t00)+ 4 -m' (86, + 4,

iiber, das jedoch nur approximativ giiltig ist. Eine Korrektur 4 der Anfangslésung
kann dann mit Hilfe des iiblichen Kleinstquadrate-Ansatzes geschitzt werden; das
Resultat 4 liefert eine (wie man hofft: bessere) Losung 68, = 4 + 6, die zu einem
neuen Iterationsschritt benutzt werden kann. Diese Methode wird dann als Gaui-
Newton-Verfahren bezeichnet. Wir illustrieren es zunédchst an einem iiberschauba-
ren Zahlenbeispiel.

BEISPIEL 1.4.5.2
Den Werten

x;=14 x,=19 x3;=45 x,=78
liege das Modell
x, =e"+u,
zugrunde. Fiir 6 soll eine Kleinstquadrateschitzung bestimmt werden.
Einen Startwert 8, erhalten wir z.B. aus der Forderung
x; =e% = 6, =1nx, =0.34.
Wir approximieren das Modell durch ein lineares Modell. Wegen
% e =1e

ist dieses linearisierte Modell:

ot

x e+ (0—0y) - +u,.

Mit 4 =0 — 0, lautet das Kleinstquadrate-Kriterium:
4
T (x, — €034 — Are0-341y2 1 mAin
t=1

Differentiation nach 4 und Nullsetzen der Ableitung gibt die Normalgleichung in
4:

(xt _ 60.341) ([6’0'34');

™Ms

(1e°3%4)2 . f =
1 t

M

t

deren Losung ist 4 = 0.226.
Als neue Niherung 0, fiir § haben wir somit

1
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0, =00+ 4 =0.566.

Die Verbesserung driickt sich in dem Vergleich der Summe der Abweichungsqua-
drate aus:

(x, — e%341)? = 18.28

M &

[l
—

(xl _ eO.S66t)2 — 582

M+

1l
-

Wenn mehrere Parameter in m(¢) zu schitzen sind, kann im Prinzip der gleiche
Ansatz verwendet werden. Wir fithren dies fiir den Fall von zwei Parametern aus;
der allgemeine Fall wird analog behandelt.

Die Trendfunktion m(¢) hinge ab von « und B,
m(1) = m(t; a, f).

Die Verallgemeinerung des Ansatzes fiir einen Parameter fiihrt zu partiellen Ablei-
tungen, die an der Stelle der ersten Niherung (o, B,) zu bestimmen sind:

0
my(0) = = m(52. ), ,

0
ma(t) = 55 m (50 0) L
Das linearisierte Trendmodell ist dann mit mq (¢) = m(t; ag, fo), 4o = « — a, und
4B = B — Py

X, —mo(®)) mmy (1) Ao+ m,(t)- AB + u,.

Daraus konnen Kleinstquadrateschitzer da, 48 der Differenzen bestimmt wer-
den, die zu neuen Schitzungen a; = aq + da, f; = B, + 48 fihren. Mit diesen
kann das Verfahren dann iteriert werden.

BEISPIEL 1.4.5.3

Wir wollen das logistische Modell [1.4.5.1] an die Reihe USPOP (Bevolkerung der
USA) von 1790 bis 1910 anpassen (Quelle: World-Almanac [19787}). Wir suchen
zundchst eine Startlosung mit Hilfe der Methode von Hotelling/Davis (vgl. Davis
[19417). Dazu approximieren wir die Verhulst’sche Differentialgleichung 1.4.5.2
durch diskrete Wachstumsraten der beobachteten Werte:

Xery — Xt
r= ———zA—Ex,.
Xt

Diese Approximation hat den Vorteil, dal zwischen x, und r, ndherungsweise
eine lineare Beziehung r, = 8, — B, x, besteht. Fiir §; und §, kénnen somit leicht
Schitzungen B,, B, nach der Kleinstquadrate-Methode gewonnen werden, die
wiederum zu Ausgangsschitzungen fiir 4 und G fithren: 4, = B,, G, = B,/B,. Zur
Gewinnung eines Startwertes fiir C gehen wir aus von der Ausgangsgleichung
[1.4.5.1] in der mit G = B/C wegen m(t) = x, gilt:
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G- C

Rﬁm t=1,...,N

x!
Einsetzen von A, und G, sowie Aufldsen nach C ergibt
Cx x,e” 4!

Go—x,
Ein plausibler Startwert C, ist das arithmetische Mittel aller rechts stehenden
Ausdriicke. Der schlieBlich noch notwendige Startwert fiir Bistdann By, = G, - C,,.
Fiir USPOP sind diese Anfangsschitzungen unter der Iteration 0 in der folgenden
Tabelle aufgefiihrt, zusammen mit der entsprechenden Abstandsquadratsumme Q.

Verbesserte Losungen bringt nun die lineare Approximation. Durch partielles
Differenzieren von m(t; A, B, C) finden wir:
m;(t) = (tBge 4" /(Cy + e~ 40")?
my(1) = 1/(Co + ¢4
my(t) = — By/(Co + €™ 40")%.
Die Kleinstquadrate-Methode liefert dann Korrekturen, die zu neuen Schitzun-

gen benutzt werden koénnen. Der Verlauf der Iteration ist in folgender Tabelle dar-
gestellt:

Iteration A B C Q

0 0.3641 2.1735 0.01328 198.616
1 0.3153 2.8156 0.01569 48.265
2 0.3135 2.9212 0.01485 2.590
3 0.3135 2.9216 0.01489 2.587
4 0.3135 2.9216 0.01489 2.587

Nach drei Iterationen ist der ProzeB praktisch konvergiert, die Abstandsqua-
dratsumme Q nimmt nicht mehr ab. Die geschitzte Grenze fiir das Bevolkerungs-
wachstum der USA ist

. B
G="2=196.25.
Cy

DaB auch das logistische Modell bei Prognosen mit Vorsicht verwendet werden

sollte, zeigt der Census von 1970 mit der Bevolkerung von 203.21 Mio.

Ein alternatives Schitzverfahren, das von Inx, ausgeht, entnehme man Nelder
[1961].

Der Leser lasse sich nicht davon tauschen, daB die Methode der approximativen
Linearisierung in unseren Beispielen gut funktioniert hat. In vielen Fallen wird das
Verfahren nicht zum Ziel fiihren, insbesondere, wenn die Startwerte schlecht ge-
wihlt wurden. Es ist dann nétig, den Ansatz in bestimmter Weise zu modifizieren,
vgl. Bard [1974], Luenberger [1973].
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Abb. 1.4.5.1 Logistisches Wachstum der US Population USPOP 1790-1970 ( die Kurve wurde
auf Grund der Werte von 1790-1910 geschitzt).

1.4.6 Splines

Hat man fiir den Verlauf des Trends bzw. der glatten Komponente keine funk-
tionale Vorstellung, bieten sich glittende Splines an, um die wesentliche Struktur
der zeitlichen Entwicklung herauszuarbeiten. Dabei wird lediglich davon ausge-
gangen, daB die langfristige Entwicklung relativ glatt verlduft. Die iibliche ma-
thematische Operationalisierung der Glattheit basiert auf dem Konzept der Ab-
leitung einer Funktion g(¢). Je hiufiger g (¢) differenzierbar sie ist und je kleiner
die Ableitungsordnung k ist, fiir die g® () in etwa Null ist, desto glatter erscheint
g (1) auch visuell. Beim Splines-Ansatz ist es iiblich, £ = 2 zu wihlen. Es gilt dann,
einen Trend zu bestimmen, der das Glattheitsmaf3

62 2
J[geso]

minimiert. Natiirlich soll g(¢) auch den Verlauf der Zeitreihe wiedergeben, also
gleichzeitig

Y L5 —g P

moglichst klein machen. Diese beiden Forderungen widersprechen sich jedoch.
Die Glattheitsbedingung wird genau dann Null, wenn g (¢) eine lineare Trendfunk-
tion ist. Die Ubereinstimmung von g (¢) und x, ist andererseits am besten, wenn
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g (1) die Reihe interpoliert. Zur Lésung des Widerspruches wird die Ubereinstim-
mung formal als Nebenbedingung

N

Y[ —g0l*<s

t=1
formuliert. Dabei ist S > 0 eine vorgegebene Konstante.

Da g (¢) nur an diskreten, gleichabstindigen Zeitpunkten interessiert, ist es sinn-
voll, die Forderung bzgl. der zweiten Ableitung zu modifizieren. Fiir die erste
Ableitung erhalten wir

gtth—g@) gl+1)—gl)
h 1

d
ag(t)= lif% g+ 1)—g()

Die wiederholte Anwendung dieser Ersetzung fithrt auf das modifizierte Glattheits-
maB fiir den Trend:

N
Y [g—2g-, +8-21%
t=3

Mit einem Lagrange-Parameter 82 kann die Aufgabe der Trendbestimmung mittels
glittender Splines auch geschlossen formuliert werden:
N

N
B % (8 =281 +8-2)"+ ¥ [ —g]* £ min. [1.4.6.1]
t=3 t

=1

B? besitzt eine Interpretation als Glattheitsparameter. Je groBer 2 ist, desto mehr
Gewicht erhilt die Summe der quadrierten zweiten Differenzen von g,. Entspre-
chend wird sie gegeniiber der Anpassung an die beobachteten Werte x, ,bevorzugt'.

Die Minimierungsaufgabe [1.4.6.1] 1408t sich leicht I6sen, wenn man beachtet,
daB sie sich formal auch iiber einen Regressionsansatz ergibt. Mit

_fx fur =1, ..., N
0 fir r=N+1, ..., 2N=2

.
“r

lautet das formale Regressionsmodell:

g+ U, fir t=1, ..., N

z, =

‘T \Bg,—28_1—8g_)+ U fir t=N+1, ... 2N=2
Dieses enthélt in Matrizenform die Gestalt:

1 0
X U
\'1 0 1 8

1 0 g,

wi |0 0 1 : + Uy
0 |18 —28 18 0 ... 0 : Uysq
: 0 1 =2 18 gy :

0 0 .18 =28 1B O :
0 UZN—Z

0 0 0 18 —28 1P
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Die Methode der kleinsten Quadrate minimiert nun gerade die Zielfunktion
[1.4.6.1]. Sie fiihrt auf die Normalgleichungen (fir N> 5,3 <t<N-—2):

B8, —28%8, + P& +8 =x
—2p%%, 5B, -4’2, + BL +& =x
B8, —2P%8,_, +5PB%*8, —A4AP*8,, +PB*8.+8 =x fir 3<r<N-2
ﬁng—3_4ﬁ2§N—z+5ﬁ2§N—x _2.32§N +8y-1 = Xyo
B*an_2— 288w+ Bl +&y =Xy

Da das Gleichungssystem Band-liminiert ist, d.h. mit g, kommen nur die vier
benachbarten Koeffizienten in der gleichen Zeile vor, 148t es sich numerisch recht
einfach berechnen. Sowohl der Speicheraufwand als auch die benétigte Anzahl
von Rechenoperationen sind sehr gering, vgl. dazu Golub/vanLoan {1983].

BEISPIEL 1.4.6.1

Das 6stliche Afrika sicht sich vielen Problemen gegeniiber, die mit der Klimaent-
wicklung zusammenhédngen. Herausragend ist dabei das Wasserproblem. Um das
Auftreten und die Dauer von Trockenheitsperioden besser verstehen zu lernen,
betrachtet man heutzutage intensiver historische Zeitreihen tiber die Wasserstande
des Nil. Fiir die Jahre 715 bis 1284 liegen die jihrlichen Minima (d. h. die jeweils
am 3. Juli am Nilometer in der Ndhe von Kairo abgelesenen Wasserstinde) liicken-
los vor. Siehe dazu Popper [1951] und Reusing/Skala [1990].

14
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Abb.1.4.6.1 Jdihrliche NIL-Minima [m] mit Splines-Trendfunktionen (B = 200 bzw.
p=750) ]
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Hier ist nun ein interessanter Aspekt die lingerfristige Entwicklung des mittleren
Verlaufes der Reihe NIL. Dieser wird durch die mit dem Spline-Ansatz ermittelte
Trendfunktion deutlich. =

Der Spline-Ansatz basiert auf der Unabhédngigkeit der Reste U,. Schimek [1992]
untersucht die Auswirkungen von Abhéngigkeiten der Stérungen und kommt zu
dem SchluB, daB sie bei der Trendbestimmung nicht schwerwiegend sind. Sollen
aber zusitzlich Fehlerintervalle bestimmt werden, so dndert sich das Bild.

Uber eine VergroBerung des Glattheitsparameters kann die Auswirkung von
AusreiBern nur partiell ausgeglichen werden. Mit einem gréBeren Wert von f3*
geht eine insgesamt abgeflachtere glatte Komponente einher. Die geringere Aus-
reiBerempfindlichkeit wird durch eine schlechter mit dem Reihenverlauf harmo-
nierende glatte Komponente erkauft, vgl. Abb.1.4.6.1. Dies zeigt den Bedarf an
einer robusten Variante der Splines-Gldttung. Eine Mglichkeit, die Splines-Glat-
tung zu robustifizieren, ist offensichtlich: In dem obigen Zielkriterium werden wie
bei der M-Schitzung die Abstandsquadrate (x,— g,)* durch andere Abstinde
o(x, — g, ersetzt. Siehe dazu Schlittgen [1990].

1.4.7 Trendzerlegung von Zeitreihen

Insbesondere bet Kursreihen tritt das Problem auf, lokale Trends in einer gegebenen
Reihe zu bestimmen, d. h. die Reihe in steigende und fallende Segmente zu zerlegen.
Ein solches Segment kann bei einer Feinanalyse u.U. wieder in Trendsegmente
kleinerer Ordnung zerfallen. Plastisch ist diese Sichtweise in folgendem Zitat von
Edwards/Maggee [1966, S. 15] beschrieben:

““The major trends in stock prices are like the tides ..., the waves are the intermediate
trends ..., the surface of the water is constantly agitated by wavelets [and] ripples,
... these are analogous to the market’s minor trends.”

Das Wort ,, Trend* wird in der sogenannten technischen Analyse von Kursreihen
haufig nicht nur im Sinne der reinen Deskription einer Zeitreihe verstanden. son-
dern mit der Vorstellung verbunden, daB} die Zeitreihe bestimmten Einfliisssen von
auBen unterliegt. Die Hoffnung von Spekulanten ist dann, solche Trends und vor
allem die Trendwechselpunkte rechtzeitig zu erkennen und gewinnbringend aus-
zunuizen. Die bisher betrachteten, in der Mehrzahl graphisch ausgerichteten Ver-
fahren (Charts) sind selbst fiir die Beschreibung der ,Trendwechsel* nur bedingt
geeignet. Ein ganz neuartiges und vielversprechendes Verfahren zur Beschreibung
der mit lokalen Trends zusammenhidngenden Charakteristiken einer — nicht als
dquidistant vorausgesetzten — Zeitreihe wurde von Wegscheider [1994] vorgeschla-
gen. Wie weiter unten deutlich werden wird, sind diese Charakteristiken keineswegs
nur fiir Kursreihen von Interesse. Wichtige, inhaltlich interpretierbare Aspekte
lassen sich damit z. B. auch in EEG-Reihen und musikalischen Anwendungen er-
mitteln. Bet Wegscheider’s Ansatz wird jedem Zeitpunkt s der Reihe eine Mafizahl
p(1), das sogenannte Trend-Umkehr-Potential zugeordnet, wobei absolut groBen
Potentialen Umkehrpunkte von groBen Trends entsprechen. Trendumkehrpunkte
sind dabei solche Zeitpunkte, die am Ende der einen Trendrichtung und gleichzeitig
am Beginn der dieser entgegengesetzten Trendrichtung stehen.
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BEISPIEL 1.4.7.1

Die in Abb.2.1.3 auf S. 94 dargestellte Reihe IBM der Aktienkurse an 369 auf-
einanderfolgenden Borsentagen zeigt sehr deutlich die beschriebene Struktur der
Trends unterschiedlicher GroBenordnung. Neben einigen groBen Trends sind auch
die kleineren offensichtlich. Die Zeitpunkte sind nicht dquidistant, was bei der
Analyse von Kursreihen i.d.R. vernachldssigt wird. n

Die Berechnung der Wegscheider-Potentiale geschieht iterativ, wobei schrittwei-
se die ,,uninteressantesten‘* Punkte der Zeitreihe geldscht werden. Diesen Punkten
wird ihr (vertikaler) Abstand als Potential zugeordnet. Die Iteration endet mit
den beiden globalen Extrema (Maximum und Minimum) der Zeitreihe. Um diese
Iteration exakt beschreiben zu kodnnen, ist etwas Notation erforderlich.

DEFINITION 1.4.7.2

Sei T<{1, 2, ..., N} eine nichtleere Teilmenge von Zeitpunkten. Der linke Rand-
punkt 7. von T sei der kleinste, der rechte Randpunkt ¢, der groBte Wert von
T. Alle anderen Punkte heiBlen innere Punkte von 7. Wir schreiben T fiir 77\ {#,,,,}-
Fiir r e 7 mit ¢ > t_;, bezeichne ¢, den linken Nachbarn von ¢ in 7, formal

tp=max{t':t'eT,t' <1},
und entsprechend 7, den rechten Nachbarn von ¢tin T fur 1 <1¢,,,,. n

Da wir Trendumkehrpunkte bestimmen wollen, sind Punkte uninteressant, an
denen die Reihe konstant ist bzw. monoton steigt oder fillt. Es interessieren also
nur lokale Maxima und Minima. Die entsprechende Teil-Reihe wird in zwei Schrit-
ten erzeugt. Im ersten Schritt wird von einem Bindungsstrang, d.h. einer Sequenz
gleicher Werte, nur der jeweils letzte ausgewdhlt. Im zweiten Schritt werden die
Zeitpunkte ¢, fiir die x, im Trend liegt, geloscht. Die Potentiale der in diesen beiden
Schritten zu l6schenden Zeitpunkte werden Null gesetzt. Daran schlieBt sich ein
Reduktionsschritt an, der wiederholt wird, bis nur noch ¢.;, und ¢_,, ibrigbleiben.

max

DEFINITION 1.4.7.3 Trend-Umkehr-Potentiale

Sei (x,),cr mit Ty = {1, 2, ..., N} eine Zeitreihe mit mindestens zwei Werten. Die
durch den folgenden Algorithmus eindeutig bestimmten Werte p (1) heien Trend-
Umkehr-Potentiale.

Schritt 1: Fiir alle ¢ < ¢, mit x,, — x, = 0 wird p(¢) = 0 gesetzt und ¢ als gelscht
betrachtet.
Sei T, die Menge der nicht geldschten Zeitpunkte.

Schritt 2: Falls T, einelementig ist, wird p(¢) = 0 gesetzt und die Iteration abge-
brochen.
Fiir alle inneren Punkte £ von T mit x,, <x, <x, bzw. x,, > x, > x,,
setzt man p(t) = 0 und betrachtet ¢ als geléscht.
Sei T, die Menge der nicht geldschten Zeitpunkte.

Schritt 3: Sei ¢’ der kleinste Zeitpunkt, an dem der minimale Abstand von je zwei
aufeinanderfolgenden Beobachtungen in T, beginnt:

t'=min{t:teT;, |x,—x|=min{|x, —x/|:seT5}}.
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i) Falls ¢/ und r; beides innere Punkte oder beides Randpunkte von
T, sind, wird ihr Potential definiert durch p(1') =[x, — x,.|.
t'und % werden als geloscht betrachtet.

i) Fir ¢ =t und 13 <, wird p(¢') =|x,, — x,|gesetzt und " als
geloscht betrachtet.
FUr 1 = tyay und ' > 1, wird p (10, =%, — x,.| gesetzt und 1.,

als gel6scht betrachtet.
Sei T, die Menge der nicht geloschten Zeitpunkte.

Schritt 4: Setze T, = T, und gehe zuriick zu Schritt 3, falls 7, nicht leer ist. m

BEMERKUNG 1.4.7.4

Nach Schritt 1 gilt fir (x,),.r, offenbar, daB alle Differenzen x,, — x,. + 0 sind,
d.h. (x,); r, ist bindungsfrei. Die nach Schritt 2 verbleibende Zeitreihe ist in etwas
lockerer Sprechweise eine Zig-Zag-Reihe. Genauer gilt fiir drei aufeinanderfol-
gende Zeitpunkte t;, ¢, 1z € T, entweder x,, < x, > x, oderx,, > x, <x,_.DieVor-
zeichen der ersten Differenzen sind also alternierend. Nach dem vorletzten Durch-
gang bleiben in der Tat zwei Punkte iibrig. Waren es vorher vier, so sind zwei
oder einer geléscht worden. Waren es drei, so waren beide Reihensegmente Rand-
stiicke, von denen nur eines mittels Loschung eines Randpunktes herausgeschnitten
wurde. Es verbleiben genau die globalen Extrema der Ausgangsreihe vor dem
letzten Durchgang des Rekursionsschrittes. Somit bekommen die Punkte, an denen
sich das Maximum und das Minimum der Reihe befinden, die Spannweite der
Zeitreihenwerte als Potential zugeordnet.

BEISPIEL 1.4.7.5

Um den Algorithmus zu illustrieren, ist in der folgenden Tabelle eine Zeitreihe
angegeben sowie die Teilreihen, welche nach den verschiedenen Schritten verblie-
ben sind. In der untersten Zeile sind die Potentiale zu den einzelnen Zeitpunkten
angegeben.

Zeitpunkte
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
nach Zeitreihenwerte
Schritt 2 1 1 6 5 9 8 4 5 5 5 2
| 2 1 6 5 9 8 4 5 2
2 2 1 6 S 9 4 5 2
3 1 6 S 9 4 5 2
4 1 9 4 5 2
5 | 9 2
6 1 9
7
Potential-Werte
-1 0 8 -1 1 —8 0 1 0 0 -1 -7
| ]

Wegscheider hat den Begriff des Potentials nicht auf Grund der Verbindungen zur
Potentialtheorie, vgl. Doob [1984] gewahlt. Er wolite damit vielmehr auf die Mog-
lichkeiten ,,potentieller Gewinne anspielen. Ein ,,perfekter Prophet*, d. h. jemand,
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der die gesamte Kursreihe kennt, kénnte ja vor jedem Anstieg kaufen und vor
jedem Abstieg verkaufen. Sein Gesamtgewinn wire dann X, < |x,, — x,|.

DEFINITION 1.4.7.6
Das Bewegungspotential ciner Zeitreihe (x,),. 7 ist definiert als
P(Ty= Y Ix,— Xl [1.4.7.1]

teT<

Es gibt nun einen verbliiffend einfachen Zusammenhang zwischen Bewegungspo-
tential und Trend-Umkehr-Potentialen.

SATZ 1.4.7.7 Zerlegungssatz fiir Bewegungspotentiale

Das Bewegungspotential P(T’) einer Zeitreihe (x,),.r ergibt sich aus den Punkt-
potentialen p () vermoge

P(T)= Y 1P| = Xpuax — Ximin) [1.4.7.2]
teT
wobel x,,, den groBten und x,;, den kleinsten Wert der Reihe bezeichnen.

Beweis: Siche Wegscheider [1994].

Da der Algorithmus sukzessive die jeweils kleinsten Trends entfernt, erlaubt die
schrittweise Potentialreduktion nach 1.4.7.3 eine Potentialzerlegung in dem Sinne,
daB man das Potential einer Rethe aufspalten kann in Anteile, die auf groBe Trends
zurtickgefithrt werden koénnen und Anteile, die zu mittleren und kleinen Trends
gehoren. Diese Zerlegung gewdhrt iiber die Darstellung der Trends hinaus einen
Einblick in die Trendstruktur einer Zeitreihe. Die Méglichkeit der Potentialreduk-
tion zeigt auch, daB die hier im Ansatz vorgestellte Methode auf der Stufe der
Fourierzerlegung angesiedelt ist.

62a@ A
552 A
588 A1
4580 A

420 A
350 A

322 T L T LI T T Lo
a) 5@ 12@ 159 2004 250 304 350

b) 57%] 19%]%] 150 2009 258 398 358

Abb. 1.4.7.1 Zerlegung der Reihe IBM in zwei Filterwertbdinder: a) Reihe und Bewegungen
von mindestens 1%, b) Bewegungen unter 1% |
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BEISPIEL 1.4.7.8

Fiir die bereits oben betrachtete Reihe IBM erhalten wir die angegebene Aufsplit-
tung in zwei Trendbdnder. Eine weitere Aufspaltung ist in diesem Fall nicht sinn-
voll. — Sie besteht im wesentlichen aus groflen und kleinen Bewegungen; Bewe-
gungen mittlerer GroBenordnung fehlen. ]

Mit Hilfe der Trend-Umkehr-Potentiale kann zu einem vorgegebenem Trendniveau
eine idealisierte Version der Ausgangszeitreihe angegeben werden, die simtliche
Trends der Zeitreihe enthélit, deren ,Hohenunterschied® das vorgegebene Niveau
iiberschreitet oder einhalt.

DEFINITION 1.4.7.9
(x,);c T sei eine Zeitreihe mit mindestens zwei Elementen und sei /> 0. Mit

T/ ={t:teT,p(t)>f}

heiBt dann (x,),.,r die f~Filterreihe von (x,),. 1.

Das Bewegungspotential von (x,),.rs, P(T/), wird als f-Potential von (x,), 1
bezeichnet. =

Man beachte, daB f normalerweise die gleiche Einheit wie die Reihe hat. Die
f-Potentiale messen die Dispersion der Zeitreihe, die auf Trends einer bestimmten
Mindestlinge (genauer: einem bestimmten Niveauunterschied) zuriickgefiithrt wer-
den kann. Aus den Potentialreihen ergeben sich auf natiirliche Weise eine Vielzahl
weitere Dispersionsmafe fiir die Ausgangsreihe. Dazu sei auf die Originalarbeit
von Wegscheider verwiesen.

1.5 Transformation von Zeitreihen durch Filter

1.5.1 Vorbemerkung

Neben der Bestimmung des globalen Trends ist oft eine Glattung der Zeitreihe von
Interesse. Glittung bedeutet Ausschaltung von irreguldren Schwankungen durch
lokale Approximationen. Der Vorteil liegt u.a. darin, daB man mit Polynomen
niedrigen Grades auskommt.

Im klassischen Komponentenmodell entspricht dies der niherungsweisen Be-
stimmung der glatten Komponente.

Esist naheliegend, im ersten Ansatz zum Gldtten einer Zeitreihe die Beobachtung
x, durch ein lokales arithmetisches Mittel y, zu ersetzen:

LY L...,N
= _y = s IV—¢.
2q+1u=2_qx, u 9+ q

i

Dies ist ein Beispiel fiir eine lineare Transformation einer Zeitreihe (x,) in eine
andere (y,). Da lineare Transformationen von groBer Bedeutung sind, sollen die
einzelnen Transformationen unter dem Blickwinkel eines allgemeinen Konzepts
besprochen werden.
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DEFINITION 1.5.1.1
Eine lineare Transformation L einer Zeitreihe (x,) in eine andere (y,) gemiB

y=Lx,= > ax_, t=s+1,...,.N—gq
u=-—q
wird als linearer Filter L bezeichnet. Anstatt durch das formale Symbol L wird der
Filter auch durch seine Gewichte g, in der Form (a_,, ..., a;) bzw. (a,) angegeben.
Die Anwendung eines Filters auf eine Zeitreihe (x,) wird als Filtration der Reihe
bezeichnet. (x,) heiBt auch der Input und die gefilterte Reihe (y,) der Output des
Filters.

Bei der Filtration einer Zeitreihe (x,) ist zu beachten, daB die gefilterte Reihe (y,)
i.a. kiirzer ist als die Input-Reihe. Im Fall s > 0 wird der Anfang, im Fall g > 0 das
Ende gekappt.

Relevante Beispiele fiir lineare Filter werden in den folgenden Unterabschnitten
besprochen. Auf die Angabe der Summationsgrenzen soll im folgenden zur Verein-
fachung der Schreibweise verzichtet werden.

1.5.2 Gleitende Durchschnitte

Das am Beginn des Abschnittes erwdhnte Verfahren zur Glattung von Zeitreihen
wird als einfacher gleitender Durchschnitt bezeichnet. Der entsprechende Filter hat
die Gewichte a, = 1/(2g + 1) mit Ya, = 1. Wir lassen nun beliebige gewichtete
Durchschnitte zu, verlangen jedoch Xa, = 1.

DEFINITION 1.5.2.1

Ein linearer Filter (4,) mit Ya, = 1 heil3t ein gleitender Durchschnitt. Im Fall q,
=1/2g+1),u= —gq,...,q, spricht man von einem einfachen gleitenden Durch-
schnitt.

Wir betrachten die Glattungseigenschaft von einfachen gleitenden Durchschnitten
anhand eines Beispiels. Es ist von der Konstruktion dieser Filter her klar, daf} die
Glattung um so stirker ist, je mehr Werte jeweils einbezogen werden. Bei der Frage,
wie groB g zu wihlen ist, ist zu beachten, daB an den Rdndern der Zeitreihe jeweils g
Werte gekappt werden.

BEISPIEL 1.5.2.2

Die folgende Abbildung zeigt die Reihe KONKURSE sowie 2 einfache gleitende
Durchschnitte, bei denen je 3 bzw. je 5 Werte einbezogen wurden. FormelmaBig
ergeben sich also

Ve = %(xrfl +x+ X, 1)
Z = %(xz—z FX gt X+ X+ Xyn)

Einfache gleitende Durchschnitt kénnen auch fiir gerade Anzahlen von Werten
bestimmt werden. Der Output ist dann aber jeweils der Mitte zwischen 2 Zeitpunk-
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Abb. 1.5.2.1 KONKURSE(----- ) mit gleitenden Durchschnitten der Linge 3 (----) sowie der
Linge 5 (—)
u

ten zugeordnet, so etwa 1 (x; + x, + x5 + x,) dem Zeitpunkt 2.5. Man kann diesen
ungewiinschten Effekt dadurch vermeiden, daBl man jeweils {iber zwei aufeinander-
folgende Werte des Outputs mittelt. Im Beispiel berechnet man also

Va5 =5(x; + X5+ X34 Xy)
und

Va5 2 §(X2 + X3+ x4+ X),

als Mittelwert entsteht

Y32 3V2s+1Vss
=X+ EX,+4xa+ 5 X+ §X5.
Die lokale Approximation einer Zeitreihe durch Polynome fiihrt ebenfalls zu glei-
tenden Durchschnitten, wenn jeweils nur der fiir den mittleren Zeitpunkt erhaltene

Wert y, des Polynoms als geglitteter Wert anstelle von x, genommen wird. Wir

fiihren dies nur fiir ein formales Beispiel aus. Eine ausfiihrliche Diskussion befindet
sich bei Kendall [1973].

BEISPIEL 1.5.2.3

Gegeben sei eine Zeitreihe x,, x,, ..., xy. Den ersten fiinf Werten soll ein Polynom

m(t) zweiten Grades angepalt werden. Die Anpassung gemdB Abschnitt 1.4. fiithrt
zu

25: (x,— B, _th—ﬂ312)2=! min.
t=1

37
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Zur Vereinfachung werden bei diesem Problem 0.B.d.A. die Zeitpunkte neu durch-
numeriert von —2 bis +2. Dann ist

2

Y (% —Bi — ot — B31?P= min

t=—

2 2

zulosen. Wegen Y t= ¥ 3 =0 reduziert sich das System der Normalglei-
t=—-2 t=-2

chungen hier zu

58, +108,=1Zx,
108, =Xx,
108, +34B,=121t%x,.

Der Wert des Polynoms wird nur fiir den mittleren Zeitpunkt (# = 0 in der neuen
Numerierung) benotigt. Daher geniigt es, f, zu bestimmen. Die erste und die dritte
Gleichung liefern:

358, =17Xx,—5Z1%x,,
bzw. in den einzelnen x, ausgedriickt:
Bi=4s(=3x_,+12x_; + 17xg+ 12x,, — 3x,,).

Da die Berechnung des Polynomwertes offensichtlich unabhédngig von der Nu-
merierung der Zeitpunkte ist, erhalten wir als geglitteten Wert aus den ersten 5
Beobachtungen

Yy =35 (=3x, + 12x, + 17x5 + 12x, — 3x5).

Entsprechend ergeben sich die gegldtteten Werte von je 5 aufeinanderfolgenden
Beobachtungen zu

Ve=35(=3x_, +12x,_; + 17x, + 12x,,; — 3x,4,).

Die Glattung durch ein Polynom 2. Grades ist also eine Filtration der Zeitreihe
durch den linearen Filter (—%, 12, 1, 1%, —3%).
Die Anpassung eines Polynoms 1. Grades an jeweils 2q + 1 Werte entspricht

gerade einem einfachen gleitenden Durchschnitt.
u

Bei einer Filtration durch einen Filter der Lange 2g + 1 gehen an beiden Rindern
der Zeitreihe jeweils ¢ Werte verloren. Dies ist insbesondere fiir den aktuellen Rand
der Zeitreihe oft nicht akzeptabel. Es existieren daher eine Reihe von Verfahren der
Randerginzung.

Eine generelle Technik ist die Anwendung eines Prognoseverfahrens, um die Rei-
he g Werte in die Zukunft hinein zu verlingern. Auf diese erweiterte Reihe kann
dann ein Filter der Lange 29 + 1 angesetzt werden.

Im Fall der lokalen Approximation durch Polynome liegt es andererseits nahe,
bei der Polynomanpassung an die letzten Reihenwerte die Koeffizienten des Poly-
noms zu schitzen und daraus angepaBite Werte fiir die Daten des aktuellen Rands
zu berechnen.
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BEISPIEL 1.5.2.4

Im Fall der Anpassung eines Polynoms 1. Grades an jeweils 2g + 1 Werte ergibt der
letzte Ansatz die angepalBten Werte

1 }E 4 3s- ¢
— = - _— x —_
YN gts 2q+1 2 q(q+ 1) N—g+t

fir s=gq,q—1,...,1. Der Output 148t sich wieder als Anwendung eines Filters
denken, dessen Gewichte allerdings nicht zeitinvariant sind. Fiir ¢ = 1 z. B. findet
man den letzten Outputwert

— 1 2 5
YNn=—6XN-2Ft6Xn-1 +EXN-
[ |

Die Filter der hicr betrachteten gleitenden Durchschnitte haben die Besonderheit
a_, = a, gemeinsam. Diese Eigenschaft wird durch die folgende Definition heraus-
gehoben.

DEFINITION 1.5.2.5

Ein linearer Filter (a_,,...,a,) heiBt symmetrisch, wenn ¢ =s und a_, = gq,,
firu=1,...,9. Sonst heilit er asymmetrisch.
]

Ein Beispiel fir einen asymmetrischen Filter werden wir im folgenden Abschnitt
kennenlernen.

1.5.3 Differenzenfilter

Bei der Anpassung eines Polynoms an eine Zeitreihe und bei der lokalen Glattung
durch Polynome stellte sich die Frage, welcher Grad fiir das Polynom gewahlt
werden soll. Wir skizzieren hier den Lésungsansatz der ,,Variaten Differenzen*‘. Die
Grundlage fiir den Ansatz liefert das folgende Lemma.

LEMMA 1.5.3.1

J(¢) sei ein Polynom vom Grade p>0:f(t)=ag+a,t+ ... +a,t*.
Dann ist

g)=f)-f-1
ein Polynom vom Grade héchstens p — 1.
Beweis: Es ist

g)=f()—f(—-1)
=apt+ajt+...+atf —(ap+a,(t—1)+ ... +a,(t—1)")

= 4o — ao
+at—at+a

+

+a, P —a,t? +a,)P —a, )P+ L +a,(—1)Pe°.

Da sich die Glieder mit dem Exponenten p aufheben, folgt die Behauptung.
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Die Differenzenbildung reduziert den Polynomgrad um 1. Wird das Verfahren
p — 1-mal angewandt, so erhdlt man bei einem Polynom p-ten Grades einen kon-
stanten Wert.

Die Anwendung der Differenzenbildung auf Zeitreihen fithrt wieder auf eine
lineare Transformation oder Filtration.

DEFINITION 1.5.3.2
Der lineare Filter A4, der definiert ist durch

A, =x,—x,_4, t=2,3,...,N

heiBt Differenzenfilter 1. Ordnung.

Differenzenfilter p-ter Ordnung, p > 1, sind rekursiv definiert durch
APx, = AP x,— A" 'x,_,, t=p+1,...,N.

]
BEISPIEL 1.5.3.3
Der Differenzenfilter 2. Ordnung ist gegeben durch
A%x, = Ax, — Ax,_,
=X — X1 — (X-1 — X-2)
=X—2%_,+%X_,.
Er kann also auch durch seine Gewichte angegeben werden:
a=1a =—-2,a,=1.
]

Ist bei dem der Trendbestimmung zugrundegelegten Ansatz [1.4.2.1] m(¢) also ein
Polynom, so 148t sich durch Differenzenbildung der Trend eliminieren bzw. der
Grad des Polynoms bestimmen.

Fiir 6konomische Zeitreihen ist es oft ausreichend, die Differenzen 1. Ordnung zu
bilden, um Verdnderungen im Niveau zu beseitigen. Da die ersten Differenzen als
Zuwichse auch inhaltlich bedeutsam sind, wird dieses Vorgehen hiufig praktiziert.
Falls nétig, werden noch die zweiten Differenzen gebildet, um zusétzliche Nichtsta-
tionaritdt der Steigungen zu beseitigen. Speziell der Box-Jenkins-Ansatz verwendet
die Differenzenbildung extensiv.

BEISPIEL 1.5.3.4

Aus der Reihe STROM ermitteln wir die Reihe (x,) der Jahresproduktionen fiir die
Jahre 1955-1974. Um dieser Reihe ein Trendpolynom anzupassen, werden die er-
sten und zweiten Differenzen berechnet und gezeichnet.

Da die ersten Differenzen noch einen Trend aufweisen, die zweiten jedoch um Null
schwanken, ist der Reihe (x,) ein Trendpolynom mit p = 2 anzupassen.

Bei saisonalen Daten benutzt man gerne sogenannte saisonale Differenzen (ctwa
Ay, x, = x,— Xx,_, fiir Monatsdaten) um Saisonschwankungen zu eliminieren,
vgl. Abschnitt 1.7.
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Abb. 1.5.3.1 Jdhrliche Stromproduktion, erste und zweite Differenzen ]

1.5.4 Faltungen

Hoéhere Differenzen sind ein Beispiel fiir die Hintereinanderausfithrung von Filtern.
Schematisch 1aBt sich dies darstellen durch

FILTER 1 FILTER 11

@ w1

Der Input ist hier die Reihe (x,). Darauf wird der Filter I angewandt. Er hat als
Output das Zwischenergebnis ( y,), das durch den Filter 11 schlieBlich in den Output
(z,) transformiert wird.

Wir wollen untersuchen, wie sich die beiden Filter I und II zusammensetzen
lassen, damit der Output (z,) durch die Anwendung eines einzigen Filters (c,) aus
dem Input (x,) hervorgeht. Dies 148t sich mittels folgender Skizze veranschaulichen:
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FILTER I FILTER II
Xy e . Z
——f @ —
(c)

Mit den in der Skizze angegebenen Bezeichnungen erhalten wir
Zy =2 b, Y-
v

= va(z allx‘_l)_ll)

Umordnen der Summation

= Zzbvau'xt—v—u
ue Substitution r = u + v

= Z (E buar—v)xt—r
=2.6%—,
Die Gewichte des kombinierten Filters sind also
cr = vaar—v

Dabei erstreckt sich die Summation iiber alle jeweils moglichen Indexkombinatio-
nen.

DEFINITION 1.5.4.1

Die Faltung zweier Filter mit den Gewichten (a,) bzw. (b,) ist der durch die Gewich-
te (c,) gegebene Filter. Dabei ist

C" = vaar—v'
v

Fiir die Faltung wird auch (c,) = (a,) * (b,) geschrieben.

BEISPIEL 1.54.2

Anschaulich 148t sich die Faltung zweier Filter (a,) und (4,) nach folgendem Sche-
ma illustrieren, das der Einfachheit halber fir (a_,,a_,, a0, a;) =(1,0,1,2),
(b_,,bo,b,) =(1,1,3) angegeben ist.

a_,=1 a_, =0 a, =1 a, =2
b, =1 1/0/1/2
by =1 1 0 1 2

Die Elemente der Matrix sind die Produkte 5;a; und man erhdlt fiir die Faltung

[,

c_3=1,¢c_,=140=1,¢c_,=34+0+1=4,
co=04+14+2=3,¢,=34+2=5,¢,=6.
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Die Faltungsoperation ist kommutativ und assoziativ:
(a,) = (b,) = (b)) * (a.);
(@) + (b)) * (c.) = (@) * (b)) * (cu).

Die Faltung ist formal eine Verkniipfung zweier (endlicher) Zahlenfolgen. Genau
die gleiche Verkniipfung findet bei der Filtration einer Zeitreihe durch einen line-
aren Filter statt. Die Filtration einer Zeitreihe kann also auch als Faltung einer
Zeitreihe mit einem linearen Filter aufgefafit werden.

Faltungen konnen auf formales Ausmultiplizieren von Polynomen zuriickge-
fiihrt werden, wie die folgenden Uberlegungen zeigen. Grundlage dafiir ist ein sehr
einfacher Filter.

DEFINITION 1.5.4.3
Als Shift (oder Backshift) -Operator bezeichnen wir den Filter B mit

Bx,=x,_,.

Der Filter B ordnet also dem Input
Xy Xy X3 Xg .-

den Output
s XXy Xy X3 ...

zu; er verschiebt die Zeitrethe um eine Zeiteinheit. Hintereinanderausfithrungen
von B schreiben wir als Potenzen; allgemein ist

P —
BPx, =x,_,.

Fiir p > 0 ergeben sich Riickwartsverschiebungen um p Zeiteinheiten, fiir p = 0
die Identitit B® = 1, fiir p < 0 Vorwirtsverschiebungen. Mit den Exponenten kann
wie lblich gerechnet werden, es ist zz.B. B?B? = BF*4,

Jeder Filter kann nun als gewichtete Summe der Shiftoperatoren ausgedriickt
werden. Ein Filter mit den Gewichten g, ist in der Form

A(B) = Xa,B"

darstellbar. Zum Beispiel gilt fiir den Differenzenfilter
4=1-B,

denn es ist

Ax,=x,—x,_; =1x,— Bx,=(1 — B)x,.

Faltungen koénnen dann einfach durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
von Gliedern mit gleichen Exponenten berechnet werden. Fiir den Differenzenfilter
2.0rdnung ergibt sich

A*=(1~-By(1—By=1-2B+ B?,
woraus die Gewichte g, = 1,4, = —2,a, = 1 hervorgehen.

Diese Darstellung erlaubt dic Anwendung von Regeln der uiblichen Algebra auf
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Faltungsoperationen. Als Beispiel wollen wir die explizite Berechnung des Differen-
zenfilters p’ter Ordnung betrachten.

BEISPIEL 1.5.4.4
Der Satz iiber die Entwicklung eines Binoms

p —1
(a+byp=% (f)a"‘sbs=a"+pa"_1b+l%a”*2b2+ Y
s=0

bringt fiir den Differenzenfilter p’ter Ordnung

M =(1-Br=3 @) (—1°B,

s=0

woraus man die Gewichte von 4° direkt ablesen kann.

1.5.5 Exponentielle Glittung

Die bisher betrachteten Filter haben alle eine feste Anzahl von Gewichten. Oft
ist es aber auch von Interesse, neu hinzukommende Werte zusitzlich einzubeziehen,
so daB im Prinzip immer mehr Beobachtungen fiir die Ermittlung des Output
beriicksichtigt werden. Am geschicktesten geschieht dies, indem der Output yy
der ersten N Werte x,, ..., xy mit der neuen Beobachtung xy , ; kombiniert wird.
Auf diese Weise erhalten wir rekursive Filter.

BEISPIEL 1.5.5.1

Bei einer Zeitreihe x|, ..., xy kann die Bestimmung des arithmetischen Mittels x
rekursiv vorgenommen werden. Liegt Xy = ¥, x,/N vor und wird x, ; beobach-
tet, so ergibt sich:

1 N+1

N N
Tpar = —— Y X=Xy (1 — | Xyu [1.5.5.1]
N+1 & N+1 N+1
| ]

Lassen wir in [1.5.5.1] allgemeinere Gewichte §, 0 < 8 < 1, zu, so erhalten wir
den Filter des einfachen exponentiellen Glittens. Er wurde von Brown [1962] als
eigenstindiger Prognosefilter vorgeschlagen. Er ging bei der Ableitung von dem
einfachen Modell

Xi=p+e

mit unabhéngigen, identisch verteilten Stérungen aus. Das ist gerade das Modell,
das im Prinzip auch dem Beispiel 1.5.5.1 zugrundegeliegt. Bezeichnen wir die Pro-
gnose des Wertes x,,,, # > 0, unter Verwendung der Werte x, ..., x, mit X, ;, so
ergibt sich die folgende Aufdatierungsformel fiir die Ein-Schritt-Prognosen, d.h.
fir h = 1:

Y1 =B%-11+(0—-Px. [1.5.5.2]

Der geringe Speicherplatzbedarf ist neben der formalen Einfachheit einer der
Griinde fiir die weite Verbreitung dieses Verfahrens. Er kommt insbesondere im
6konomischen Bereich zum Tragen, wenn mehrere hundert Zeitreihen zugleich pro-
gnostiziert werden miissen.
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Die Prognose mit der Formel [1.5.5.2] wird als einfaches exponentielles Glitten
bezeichnet. Der Name rithrt daher, daB %, ; auch darstellbar ist als exponentiell
gewichtete Summe der vergangenen Werte. Bei unendlicher Vergangenheit gilt:

2Ba=(=8) Y B'x [1.5.5.3]
u=0

Fiir die praktische Anwendung ist eine Initialisierung sowohl in [1.5.5.2] als
auch in [1.5.5.3] nétig. In der Regel wird %, | = x, gewihlt. Dies entspricht der
Wahl xp=x_,=x_,=... = x,.

Der Glittungsparameter  steuert das Verhalten der 1-Schritt-Prognosen. Bei
kleinem B(f ~ 0) bekommt die letzte Beobachtung ein groBes Gewicht. Die Pro-
gnosen kdnnen von einem zum nichsten Mal stark schwanken. GroBe Werte von f
(B =~ 1) bewirken eine groBere Glittung, die Anpassung an eine neue Entwicklung,
z.B. bei einem Strukturbruch, wird aber langsamer vollzogen.

BEISPIEL 1.5.5.2

Das Verhalten der 1-Schritt-Prognosen des exponentiellen Glittens wird anhand
folgender vereinfachter Reihen in Abb. 1.5.5.1 charakterisiert. Diese spiegeln eine
periodische Schwingung, einen Ausreiler oder Impuls, eine Niveaudnderung und
einen einsetzenden Trend wider. ]

Bei der Wahl des Glattungsparameters gibt es verschiedene Ansétze. Eine Moglich-
keit, das fiir eine Reihe (x,),_, __y geeignete § zu bestimmen, besteht darin, fiir
verschiedene f§ die 1-Schritt-Prognosen mit den Reihenwerten zu vergleichen und
den Wert zu wihlen, fiir den gilt:

Nil Dxe 1 — 201 (B)]° L min . [1.5.5.4]

0<g<1

Die untere Summationsgrenze m wird dabei so gro gewdhlt, daB der Effekt des
Startwertes vernachlassigbar ist.

Fiir die meisten praktischen Belange reicht es, das Minimum tiber der diskreten
Menge =0.1,0.2, ..., 0.9 zu bestimmen. Das so erhaltene § kann dann verwendet
werden, solange sich keine signifikante Anderung im Verhalten der Zeitreihe ergibt.
Um derartige Anderungen automatisch zu erfassen, wurden Varianten des expo-
nentiellen Glittens vorgeschlagen, bei der f adaptiv angepalBit wird. Siehe dazu
Giinther [1980], Mertens [1981] und Trigg/Leach [1967]. Bei der Analyse zweier
Studien stellte Ekern [1981] jedoch fest, daf die adaptive exponentielle Glattung
keine besseren Prognoseergebnisse lieferte als das einfache Verfahren mit geeignet
gewihltem Glattungsparameter.

BEISPIEL 1.5.5.3

Das einfache Modell, von dem Brown bei seiner Ableitung des exponentiellen Glat-
tens ausgegangen ist, weist schon auf einen wesentlichen Grundzug des Verfahrens
hin: Bei Reihen ohne systematischer Anderung wird vor allem das Mittel geschitzt.

Die Konsequenz dieser Eigenschaft kann bei empirischen Reihen zur Unbrauch-
barkeit der Prognose fiihren. Dies wird etwa bei der Rethe SCHMIERSTOFF, der



