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Vorwort zur 6. Auflage

Nachdem auch die 5. Auflage dieses Buches recht schnell vergriffen war,
liegt hier nun bereits die 6. Auflage vor. Da der Text in den Vorauflagen
Gberarbeitet wurde, konnte er hier weitgehend unverandert bleiben. Auch
weiterhin sind wir fir Anregungen der Leser dankbar.

Joachim Hartung
Béarbel Elpelt

Aus dem Vorwort zur 1. Auflage

Die Statistik und insbesondere die Multivariate Statistik wird liberall dort
eingesetzt, wo es gilt, kompTlexes Datenmaterial auszuwerten. In allen Be-
reichen der Wissenschaft aber auch in Wirtschaft, Handel, Technik und Ad-
ministration werden im Zuge der fortschreitenden Technisierung vielfaltige
Informationen erhoben, gemessen, beobachtet und registriert, aus denen es
gilt, relevante Schliisse zu ziehen.

Dieses Buch, in dem die wohl wichtigsten Verfahren der Multivariaten Stati-
stik dargestellt werden, wendet sich sowohl an den im Beruf stehenden Prak-
tiker als auch an Wissenschaftler und Studenten aller Fachrichtungen. Es
ist somit nicht nur ein Lehrbuch sondern vornehmlich auch ein praktisches
Handbuch und Nachschlagewerk fiir jeden, der mit der Auswertung umfangrei-
cher Daten konfrontiert wird.

Um diesem Anspruch gerecht werden zu konnen, werden die einzelnen Verfahren
bzw. die mit ihnen beantwortbaren Fragestellungen anhand von Beispielen

aus den verschiedensten Anwendungsgebieten erldutert. An die Darstellung
der Methoden respektive ihrer Voraussetzungen und ihrer Durchfiihrung
schlieBt sich stets ein konkretes, nachvollziehbares Zahlenbeispiel an; bis
auf ganz wenige Ausnahmen wurden die zahlreichen Beispiele ausschlieBlich
mit Taschenrechnern (TI 51III und HP 15C) durchgerechnet und alle Zwischen-
schritte aufgefilhrt, so daB man einen tieferen Einblick in die Wirkungswei-
sen der Verfahren erlangt.

Man kann sich fragen, wozu eine solche Darstellung im Zeitalter der Fertig-
programme iiberhaupt notwendig ist. Wir sind der Meinung, daB eine Anwendung
von Fertigprogrammen nur dann sinnvoll erfolgen kann, wenn die implemen-

tierten Verfahren zumindest in ihren Grundziigen dem Benutzer bekannt sind.



Xiv Vorwort

Insbesondere ist nur dann eine sachgerechte Interpretation der Ergebnisse
moglich.

Das Buch ist so weit wie moglich derart gehalten, daf es eigenstandig und
ohne groBe mathematische Vorkenntnisse gelesen und verstanden werden kann.
Die unbedingt bendtigten Grundlagen aus Statistik, Wahrscheinlichkeits-
rechnung und Matrizenrechnung sind daher im ersten Kapitel des Buches noch
einmal kurz dargestellt. Abgesehen von der erforderlichen Kenntnis der dort
eingefihrten Grundbegriffe konnen die einzelnen Kapitel weitgehend unab-
hangig voneinander gelesen und erarbeitet werden, was den Handbuchcharakter
unterstreicht.

An dieser Stelle mochten wir nachstehenden Personen flir ihre Unterstiitzung
bei der Erstellung des Buches unseren Dank aussprechen. Frau Dipl.-Stat.
Barbara Heine erstellte das gesamte Typoskript einschlieBlich der Tusche-
zeichnungen und war uns durch ihr sorgfdltiges Mitlesen sowie das Nach-
rechnen einiger Beispiele sehr behilflich,

Das Programm zur Erstellung der Flury-Riedwyl-Faces in Kapitel IX wurde uns
dankenswerter Weise von Herrn Dr. Bernhard Flury und Herrn Prof. Dr. Hans
Riedwyl, Universitdt Bern, zur Verfiigung gestellt und konnte unter Verwen-
dung des Graphiksystems Disspla des Hochschulrechenzentrums der Universitdt
Dortmund angewandt werden. In diesem Zusammenhang mochten wir auch die
Herren cand. stat. Manfred Jutzi und cand. stat. Thomas Nawrath erwdhnen,
die sich bei der Implementierung und der Erstellung einiger Computer-
Abbildungen, von denen 15 im Text aufgenommen wurden, einsetzten.

Mit Herrn Prof. Dr. Rolf E. Bargmann, University of Georgia, haben wir wah-
rend seiner von der Deutschen Forschungsgemeinschaft unterstiitzten Gast-
professur im Sommersemester 1980 an der Universitdt Dortmund aufschluB-
reiche Gesprdche gefiihrt. Herr Priv.-Doz. Dr. Peter Pflaumer, z.Zt. Univer-
sitit Dortmund, hat durch anregende Diskussionen wdhrend der Entstehungszeit
des Buches dessen Ausrichtung beeinfluft.

Joachim Hartung
Barbel Elpelt
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In vielen Bereichen der Wissenschait, z.B. in den Wirtschafts- und Sozial-
wissenschaften, den Ingenieurwissenschaften, der Psychologie, der Pddagogik,
der Umweltforschung, den Agrarwissenschaften, der Biologie, der Medizin,

der Chemie, der Archdologie, der Astronomie, der Physik, der Geographie,
der Geoddsie, der Geologie oder der Informatik, spielen Auswertung und In-
terpretation groBer Datenmengen eine entscheidende Rolle; in zunehmenden
MaBe der Fall ist dies aber auch in Wirntschagt, Handel, Administration und
Technik.

Die Statistik und insbesondere die Multivariate Statistik stellt Methoden
und Verfahren zur Verfiigung, die der Aufbereditung, tabellarischen und gra-
phischen Reprdsentation und Auswertung komplexer Datensituationen dienen.
Zum Beispiel ermdglichen graphische Reprdsentationsgormen wie die in Alh.1
abgebildeten Flury - Riedwyl - Faces, Kleiner - Hartigan - Trees und Biplot -

Suns

Flury-Riedwy!- Face Kleiner- Hartigan~Tree Biplot-Sun

Abh.1: Drei Beispiele zur Graphischen Reprdsentation komplexer Datensitua-
tionen

nicht nur einen schnellen und klaren Uberblick uber komplexe Strukturen
sondern erlauben auch eine direkte Analyse und Interpretation der Daten;
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da graphsiche Reprasentationen von Datenmengen oftmals erst Ergebnis ande-
rer multivariater Verfahren sind bzw. andere Verfahren benutzt werden, um
graphische Darstellungen zu gewinnen, werden wir uns erst im neunten Kapi-
tel ausfiihrlich mit ihnen beschdaftigen.

Die Gewinnung von Daten, die der statistischen Analyse natirlich stets vor-
aus geht, erfolgt in einem Experiment oder einer Exhebung durch Beobachtun-
gen und Messungen, die an Objekten, lntersuchungseinheiten vorgenommen wer-
den. Objekte konnen in diesem Zusammenhang etwa Firmen, Werkstiicke, Perso-
nen, Tiere, Ldander etc. sein. Beobachtet bzw. gemessen werden dann an den
Objekten die Ausprdgungen verschiedener interessierender Merkmale. Bei Per-
sonen konnen etwa die Ausprdgungen von Merkmalen wie GroBe, Gewicht, Fami-
1ienstand, Alter, Blutdruck, Beruf, Parteizugehdrigkeit interessieren; bei
Firmen sind z.B. Bilanzkennzahlen wie Kapitalumschlag, Eigenkapitalanteil,
dynamischer Verschuldungsgrad und Liquiditdt wichtig fiir die Beurteilung
ihrer Kreditwiirdigkeit; bei PKW's sind Hubraum, Leistung, Hochstgeschwin-
digkeit, Preis, Reparaturanfdlligkeit, Kraftstoffverbrauch wesentlich zum
Vergleich verschiedener Typen; Lidnder lassen sich bzgl. ihrer Einwohner-
dichte, ihrer Fertilitdtsrate, ihrem Altersaufbau, ihrem Industrialisie-
rungsgrad, ihrem Prokopfeinkommen, ihrer landwirtschaftlichen Nutzfldche
usw. untersuchen.

In einem Experiment oder einer Erhebung konnen nun oftmals nicht alle Ob-
jekte aus einer interessierenden Grundgesamtheilt sondern nur einige stich-
probenartig, zufdllig ausgewdhlte Objekte beriicksichtigt werden. Beispiels-
weise konnen nicht alle Werkstilicke aus einer Produktion iiberpriift werden
(insbesondere bei zerstirenden Priifungen) und in einer Meinungsumfrage zur
nachsten Wahl konnen nicht alle Wahler befragt werden. Man begniigt sich
dann mit einer moglichst reprdsentativen Stichprobe von Objekten aus der
Grundgesamtheit, analysiert diese Stichprobe und mochte dann auch ausge-
hend von dieser Stichprobe "giiltige" Riickschliisse auf die interessierenden
Merkmale in der Gesamtheit aller Objekte ziehen.

Bzgl. der Grundlagen von "verninftigen" Experimenten und Erhebungen sowie
der geschichtlichen und philosophischen Begriindung des Einsatzes statisti-
scher Analyseverfahren sei hier auf die ausfiihrliche Einleitung in Hartung
et al. (1982) hingewiesen.

Multivariate statistische Venfahren sind nun dadurch ausgezeichnet, daB
sie die gemeinsame, gleichzeitige Analyse mehrerer Merkmale bzw. deren Aus-
pragungen erlaubt. Werden an Objekten (aus einer Grundgesamtheit) also die
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Ausprdgungen von mehreren Merkmalen beobachtet, so kionnen alle Beobachtungs-
daten mit Hilfe der Multivariaten Statistik gemeinsam ausgewertet werden.
Der Vorteil gegeniiber einzelnen, univariaten Analysen fiir jedes Merkmal be-
steht darin, daB auf diese Art die Abhdngigkeiten zwischen den beobachteten
Merkmalen beriicksichtigt werden.

Wir werden uns in den Kapiteln I bis X dieses Buches mit den verschiedenen
multivariaten Verfahren beschdftigen, wobei insbesondere auch ihre konkrete
Anwendung auf Beobachtungsdaten im Vordergrund steht, und die bendtigten
Grundlagen aus Statistik und Mathematik bereitstellen. Hier soll zundchst
ein kurzer Uberblick iliber die behandelten Methoden gegeben werden, wobei
die jeweils zu beantwortenden Fragestellungen - also das inhaltliche Ziel
der Verfahren - im Vordergrund stehen sollen. Der detaillierter an den
Voraussetzungen und Moglichkeiten multivariater statistischer Verfahren
interessierte Leser sei auf die ausfiihrlichen Einfeltungen der einzelnen
Kapditef bzw. Abschnitte hingewiesen, die auch zahfreiche Beispiele aus den
vernschdiedenen Anwendungsgebieten enthalten.

Im Kapitel I werden wir zundchst in knapper Form die wesentlichen Grund-
lagen der Multivariaten Statistik behandeln. Wir beschaftigen uns mit der
Beschreibung von Datenmaterial durch KenngridBen (deskriptive Statistik),
mit Elementen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, als da sind Wahrscheinlich-
keiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Zufallsvariablen, Verteilungen, Ver-
teilungsfunktionen, Dichten und Kenngridfen von Verteilungen,und mit der in-
duktiven, schlieBenden Statistik, d.h. mit den Prinzipien von Punkt- und
Bereichsschdtzungen fir unbekannte Parameter einer Verteilung und mit sta-
tistischen Tests liber solche Parameter; dabei werden insbesondere die Nor-
mal- und die Binomialverteilung beriicksichtigt. Weiterhin werden wir uns
mit der Vektor- und Matrizenrechnung auseinandersetzen, die ein wesentli-
ches Hilfsmittel der Multivariaten Statistik ist. Sodann werden mehrdimen-
sionale und multivariate Normalverteilungen eingefiihrt, die bei vielen sta-
tistischen Verfahren eine groBe Rolle spielen. AbschlieBend beschdftigen
wir uns noch mit der Gewinnung von Daten- und Distanzmatrix; Datenmatrizen
enthalten die an Objekten beobachteten Ausprdagungen mehrerer Merkmale und
Distanzmatrizen beschreiben die Ahnlichkeiten von Objekten.

Das Kapitel II ist der Regressionsanalyse gewidmet; die dort beschriebenen
Vorgehensweisen sind zwar selbst nicht im eigentlichen Sinne multivariat,
jedoch ist ihre Bedeutung in den Anwendungen und fir andere nmultivariate
Verfahren so grof, daf wir sie nicht vernachldssigen wollten. Die Regres-
sionsanalyse untersucht den funktionalen Zusammenhang zwischen einem ein-
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zelnen Merkmal, das an Objekten beobachtet wird, und einer Reiher weiterer
von den Objekten getragener Merkmale. Wir beschidftigen uns mit der Spezi-
fikation der funktionalen Beziehung und mit Untersuchungen liber die Ein-
gLisse den Merkmale: Welche der Merkmale sind wesentlich zur Erklarung des
beobachteten Merkmals, welche der Merkmale konnen bei Beriicksichtigung der
tbrigen vernachldssigt werden? Ein weiteres Ziel der Regressionsanalyse ist
natiirlich die Prognose zukiinftiger Werte.

Beispiel: Bei der Angebotserstellung fiir Produkte ist die Kalkulation der
Produktionskosten von entscheidender Bedeutung. Diese Kosten hdngen von
verschiedenen EinfluBgrofen wie etwa den Rohmaterialkosten, der zur Pro-
duktion benotigten Arbeitszeit, der zu produzierenden Menge etc. ab. Be-
stimmt man aufgrund der bekannten Produktionskosten friiherer Waren mittels
Regressionsanalyse den funktionalen Zusammenhang zwischen Produktionsko-

sten und solchen EinfluBgroBen, so lassen sich die die Produktionskosten
wesentlich bestimmenden EinfluBgroBen ermitteln und die Produktionskosten

fiir ein neues Produkt prognostizieren. ___J

Bei der Regressionsanalyse werden nun verschiedene Fdlle unterschieden. Ist
wie im obigen Beispiel das interessierende Merkmal quantitativ, d.h. kann
es beliebige Werte in einem Bereich annehmen, so spricht man von quantita-
tiver Regressdionsanalyse. Werden dann die Einfliisse der iibrigen Merkmale
durch feste Parameter beschrieben, so lassen sich die Methoden der mufti-
plen Regressionsanalyse anwenden; sind hingegen zumindest einige der Ein-
fliisse als zufdllig anzunehmen, so kommt man zu Gemischten Linearen Model-
Len. Im Falle eines qualitativen, beobachteten Merkmals, d.h. eines dis-
kreten Merkmals mit nur einigen moglichen Ausprdgungen, kommt die diskrete
Regressionsanalyse (Lineares Wahnscheinlichkeitsmodell, Logit-, Probitana-
Lyse) zur Anwendung.

Wird in der Regressionsanalyse ein funktionaler Zusammenhang zwischen ver-
schiedenen Merkmalen hergestellt, so dient die in Kapitel III dargestellte
Kornnelationsanalyse der Bestimmung einer MaBzahl fiir die Stdrke eines Zu-
sammenhangs. Hier werden solche Korrelationsmafe fiir verschiedene Merkmals-
typen vorgestellt. Dabei kann der Zusammenhang zWischen zwei Merkmalen
(einfache Konrnelation), der zwischen einem Merkmal und einer Gruppe anderer
Merkmale (multiple Kornelation) oder auch der zwischen zwei Gruppen von
Merkmalen (kanonische Kornelation) von Interesse sein. Mitunter ist eine
Korrelation z.B. zwischen zwei Merkmalen nur dadurch bedingt, dap beide
Merkmale mit weiteren, noch gar nicht beriicksichtigten Merkmalen korreliert
sind; der Ausschaltung solcher Einfliisse dienen die pantiefle und bd - par-
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tielle Konrelationsanalyse. Neben MaBen fiir die Stdrke eines Zusammenhangs
werden in diesem Kapitel z.B. auch statistische Tests angegeben, mit denen
sich etwa uberpriifen 1d8t, ob solche Zusammenhange auch signifikant vor-
handen sind.

Beispiel: Um die Eignung eines Bewerbers fiir eine bestimmte Position zu
priifen, werden oftmals Eignungstests durchgefiihrt. Solche Tests miissen na-
tirlich so gestaltet sein, daB sie die tatsdchliche Eignung eines Bewerbers
moglichst gut widerspiegeln. Aufgrund der Testergebnisse friiherer, bereits
im Betrieb arbeitender Personen, deren tatsdchliche Eignung sich inzwischen
erwiesen hat, 1dBt sich mit Hilfe der Korrelationsanalyse die Stdarke des
Zusammenhangs zwischen Test und tatsdchlicher Eignung ermitteln. ___J
Werden an jeweils einer Reihe von Objekten aus r verschiedenen, vergleich-
baren Grundgesamtheiten (Bewohner verschiedener Lander, Betriebe aus ver-
schiedenen Branchen oder Regionen, Tiere oder Pflanzen gleicher Gattung
aber verschiedener Art, Produkte aus verschiedenen Produktionslosen usw.)
p Merkmale beobachtet, so spricht man vom muftivariaten (p - variaten) r-
Stichprobenproblem, Im Kapitel IV beschaftigen wir uns zundchst mit mul-
tivarniaten Ein- und Iwelstichprobenproblemen im Falle gemeinsam in der je-
weiligen Grundgesamtheit normalverteilter Merkmale. Von Interesse sind dann
die Schétzung der Parameter in den ein bzw. zwei Grundgesamtheiten sowie
Tests (ben diese Parametern. Im Einstichprobenfall iberpriift man, ob die
Parameter signifikant von vorgegebenen Werten verschieden sind,und im Falle
zweier Stichproben testet man die Gleichheit der Parameter in beiden Grund-
gesamtheiten. Fiir den Fall von r>2 Stichproben behandeln wir im Kapitel IV
zudem den Vergleich der Streuungsmatrizen in den r zugrundeliegenden Grund-
gesamtheiten sowie die Zuordnung "“neuer" Objekte zu einer der Grundgesamt-
heiten; der Mittelwertvergleich im r - Stichprobenproblem wird im Zusammen-
hang mit der multivariaten Varianzanalyse erst im Kapitel X behandelt. Die
Zuordnung "neuer" Objekte, an denen die p Merkmale beobachtet werden, zu
einer von r Grundgesamtheiten nennt man auch Diskaimination oder Identifi-
kation. Wir werden uns im Rahmen der Diskriminanzanalyse nicht nur mit Zu-
vrdnungsvonschriigten §in "neue” Objekte sondern vielmehr auch mit der Aus-
walll wesentlichern Merkmafe fiir die Diskrimination beschaftigen.

Beispiel: In einem metallverarbeitenden Betrieb werden Werkstiicke aus ver-
schiedenen Legierungen gefertigt. Beobachtet man an einigen Werkstiicken,
von denen man weiB, zu welchem von zwei unterschiedlichen Gefiigen sie ge-
horen, nun Merkmale wie Festigkeit, spezifisches Gewicht usw., so kann auf-
grund der Verfahren fir multivariate Zweistichprobenprobleme Uberprift wer-
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den, ob Unterschiede bzgl. Mittelwert und Streuung der Merkmale zwischen

den Gefligen bestehen. Basierend auf den Zuordnungsvorschriften der Diskri-
minanzanalyse kann aufgrund der Beobachtungen der Merkmale an weiteren
Werkstiicken Uberpriift werden, welchem der Geflige diese Werkstiicke zuzuord-
nen sind. AuBerdem kdnnen die fiir Unterschiede zwischen den Gefiigen wesent-
1ich verantwortlichen Merkmale bestimmt werden. Die nicht oder kaum zwi-
schen den Gefiigen trennenden Merkmale werden bei der Zuordnung "neuer"
Werkstiicke dann oft gar nicht mehr beriicksichtigt. ___J

Viele (multivariate) statistische Verfahren lassen sich nur anwenden, wenn
die an einer Reihe von Objekten beobachteten Merkmale quantitatiQer Natur
sind. Sind die Ausprdgungen der interessierenden Merkmale (z.T.) qualita-
tiver Art (z.B. Farben, Bewertungen, Nationalitaten, Berufe usw.) so miis-
sen entweder qualitative Verfahren angewandt werden oder die Daten miissen
fiir die statistische Analyse zundchst aufbereitet werden. Ein universelles
Instrumentarium stellt hier die Skalierung qualitativer Merkmalsausprigun-
gen dar, die im Kapitel V ausfilhrlich behandelt wird; der Vorteil einer
derartigen Datenaugbeneitung gegeniiber direkten Verfahren flr qualitative
Merkmale 1iegt insbesondere auch darin, daB die Anforderungen an die Daten-
basis sehr viel geringer sind. Skalierungsverfahren ordnen den qualitati-
ven, kategoriellen Merkmalsauspragungen Zahlen derart zu, daB die skalier-
ten Daten dem vorgesehenen Auswertungsverfahren moglichst gut angepaBt
sind, Wir beschdftigen uns zundchst mit der Skalierung eines einzelnen Merk-
mals , dessen qualitative Ausprdgungen einer natiirlichen Rangfolge unteriie-
gen (manginale Nommalisierung), und dann mit der Skalierung zwelen quali-
tativern Menkmale, wobei die Auspragungen des einen Merkmals derart skaliert
werden, daB sie das andere Merkmal moglichst gut erklaren, und umgekehrt,
d.h. die Korrelation der skalierten Merkmale wird maximiert. Ausgehend von
diesen Skalierungsverfahren werden einige spezielle statistische Verfahren
wie z.B. die Gutepriifung solcher Skalierungen, die Diskrimination neuer Ob-
jekte zu den Ausprdagungen eines der beiden Merkmale usw. behandelt. Wer-
den mehn als zwed qualitative Merkmale beobachtet, so empfiehlt es sich,
sie alle gemeinsam zu skalieren; dhnlich wie im Fall zweier Merkmale kann
die gemeinsame Skalierung derart erfolgen, daB der Gesamtzusammenhang zwi-
schen allen skalierten Merkmalen mdglichst groB ist. Oftmals ist es nun so,
daB eines oder mehrere der beobachteten Merkmale eine Sonderste]]ung ein-
nehmen: Wie bei der Regressionsanalyse mdochte man diese ausgezeichneten
Merkmale, die auch Kiiteriumsvariablen genannt werden, moglichst gut durch
die iibrigen Merkmale erkldren. In diesem Fall kann eine Skalierung nach

dem Kriterium der maximalen multiplen bzw. kanonischen Korrelation erfolgen.
SchlieBlich werden wir im Kapitel V noch Skalierungsverfahren behandeln,



Einleitung und Uberblick 7

die gemeinsam mit den qualitativen Merkmalen beobachtete, quantitative
Merkmale (gemischte Datentypen) beriicksichtigen.

Belsplel:

(a) Im Abschnitt 3 des Kapitels V werden wir uns ausfiihrlich mit einem
Problem der Produktforschung beschdftigen. Von der "Consumers Union of the
United States" wurde eine Befragung von 391 Autobesitzern lber die Repara-
turanfalligkeit verschiedener Teile ihrer PKW's durchgefiihrt, um Unterschie-
de zwischen den verschiedenen PKW - Herstellern aufzudecken. Wir beriicksich-
tigen bei der Skalierung der insgesamt 14 Reparaturanfdlligkeitsmerkmale
(z.B. Bremsen, Automatikgetriebe, innere und duBere Karosserie, Heizungs-
und Beliiftungssystem) die Kriteriumsvariable "Hersteller" auf 5 Stufen
(American Motors, Chrysler, Ford, General Motors, (bzgl. des US - Marktes)
auslandische Hersteller), Uberpriifen die Glite der Skalierung, bestimmen

die sieben fiir die Unterschiede zwischen den Herstellern wesent]iéh ver-
antwortlichen Merkmale usw. Ausgehend von den sieben wesentlichen Merkma-
len wird dann eine Datenmatrix und eine Distanzmatrix fiir die finf Her-
steller erstellt; die Datenmatrix enthdlt mittlere Skalenwerte der sieben
Reparaturanfalligkeitsmerkmale bei jedem Hersteller und die Distanzmatrix
beschreibt basierend auf diesen mittleren Skalenwerten die Khnlichkeiten
der Hersteller zueinander.

(b) Um zu einem optimalen Einsatz von Werbung zu gelangen, werden bei 10
Produkten die Werbekosten, die Art der Werbung (aggressiv, einschmeichelnd,
erlebnisweckend) sowie der daraufhin zu verzeichnende Gewinn und der Ge-
schaftstyp mit relativ hdchstem Absatz (Kaufhaus, Supermarkt, Kleingeschiaft)
erhoben. Skaliert man bei diesen gemischt qualitativen und quantitativen
Beobachtungsdaten die Merkmale Werbeart und Geschaftstyp mit relativ hoch-
stem Absatz, so lassen sich hierzu die Methoden des Multivariaten Linearen
Modells, das wir in Kapitel X behandeln, einsetzen. Natiirlich wird man bei
der Skalierung so vorgehen wollen, daB aufgrund der Merkmale Werbeetat und
Werbeart dann moglichst gut Gewinn und Geschaftstyp mit relativ hochstem
Absatz fir "neue" Produkte prognostiziert werden konnen. ___J

Einen ganzlich anderen Zweck als die in Kapitel V dargestellte Skalierung
von Auspragungen qualitativer Merkmale verfolgt die sogenannte Muftidimen-
stonale Skalierung (MPS), die wir im Kapitel VI behandeln. Ausgehend von
BAhnlichkeitsinformationen iiber eine Reihe interessierender Objekte wird

bei der Multidimensionalen Skalierung eine (g- dimensionale) Skala bestimmt,
auf der die Objekte darstellbar sind; d.h. zu jedem der Objekte wird ein

q - dimensionaler Datenvektor derart bestimmt, daB die Distanzen zwischen

den Objekten durch die Abstdnde zwischen den Datenvektoren moglichst gut
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approximiert werden. Ist die gewdhlte Dimension q des Reprdasentationsraumes
kleiner als vier, so lassen sich die Objekte als Ergebnis der Multidimen-
sionalen Skalierung auch graphisch darstellen. Bei der metrischen multidi-
mensionalen Skalieung wird ausgehend von einer Distanzmatrix fir die in-
teressierenden Objekte eine g - dimensionale Konfiguration so bestimmt, daB
die urspriinglichen Distanzen zwischen je zwei Objekten mbglichst gut durch
die Distanzen der Skalenvektoren (zahlenmaBig) approximiert werden. Beim
klassischen Verfahren, der Haupz - Koorndinaten - Methode geschieht dies auf
rein algebraische Art und Weise, wohingegen das Nonfinear - Mapping - Ver-
dahren, dessen Zielsetzung die Erhaltung lokaler Strukturen in den Distan-
zen ist, iterativ arbeitet. Bei der nichtmetrischen multidimensionalen Ska-
Lienung werden konkrete Zahlenangaben fir den Grad der Ahnlichkeit bzw.
Verschiedenheit der interessierenden Objekte nicht benotigt. Das Verfahren
von Knuskal geht von der Rangfolge der Ahnlichkeiten von je zwei Objekten
aus und konstruiert eine Skala derart, daB diese Rangfolge moglichst exakt
beibehalten wird. Die Unfolding - Technik hingegen benttigt sogenannte I - Ska-
len fiir jedes der Objekte; die I - Skala fiir ein Objekt gibt dabei die Rang-
folge der Ahnlichkeiten der iibrigen Objekte zu diesem Objekt an. Davon aus-
gehend wird dann eine (eindimensionale) Skala bestimmt, die mdglichst gut
die [ ~ Skala wiedergibt.

Will man sich die Ahnlichkeiten der an Objekten beobachteten Merkmale ver-
anschaulichen, so kann z.B. basierend auf den Korrelationen der Merkmale
auch hierzu ein Verfahren der Multidimenionalen Skalierung verwandt werden.

Beispdiel: Wir kommen hier noch einmal auf das Beispiel (a) zu Kapitel V
zuriick. Dort wurden Reparaturanfdlligkeitsmerkmale von PKW's gegen die Kri-
teriumsvariable Hersteller skaliert und aufgrund‘dér sieben wesentlichen
Merkmale konnten eine Daten- und eine Distanzmatrix fir die fiunf betrach-
teten Hersteller bestimmt werden. Ausgehend von einer Distanzmatrix fiir die
funf Hersteller, die ja Informationen lber die Ahnlichkeiten bzgl. der Re-
paraturanfalligkeitsmerkmale enthdlt, ist in Ahh.2 eine dreidimensionale
Konfiguration fiir die Hersteller graphisch dargestellt, die mittels eines
MDS - Verfahrens gewonnen wurde. Umgekehrt kdnnen basierend auf den Korre-
lationen der Reparaturanfdlligkeitsmerkmale auch diese reprdsentiert werden.

Im Kapitel VII beschaftigen wir uns dann mit der Clusteranalyse, d.h. der
Klassdifihation von Objekten (Taxonomie, pattern recognition). Ausgehend von
einer Datenmatrix oder einer Distanzmatrix werden bei der Clusteranalyse
die interessierenden Objekte in Klassen, Gruppen eingeteilt, und zwar der-
art, dap die Objekte, die zur selben Klasse gehOren, einander mdglichst



Einleitung und Uberblick

General
P Motors

Ford

American 1
Motors

.

auslandische
Hersteller

—

Chrysler

Vi i i

Abh.2: Dreidimensionale MDS - Konfiguration fiir fiinf Autohersteller basierend
auf Reparaturanfdlligkeiten verschiedener PKW - Teile

dhnlich sind und Objekte aus verschiedenen Klassen sich moglichst stark un-
terscheiden, d.h. die Klassen sollen in sich homogen und untereinander he-
terogen sein. Wir werden Verfahren zur Konstruktion von vier verschiedenen
KLassigikationstypen behandeln. Die Klassen einer Ubendeckung kdnnen sich
lberschneiden, jedoch darf keine Klasse von Objekten vollstandig in einer
anderen Kiasse enthalten sein. Eine Partition ist ein Spezialfall des
Klassifikationstyps Uberdeckung;hier werden die Objekte in disjunkte Klas-
sen von Objekten, also Klassen, die sich auch nicht teilweise uberschneiden,
eingeteilt. Quasihierarnchien und Hieranchien sind Verfeinerungen der beiden
vorgenannten Klassifikationstypen. Eine Quasihierachie wird gebildet durch
eine Folge von Uberdeckungen; ausgehend von einer feinsten Uberdeckung
(Uberdeckung mit den meisten Klassen) werden auf jeder Stufe der Quasihier-
archie Vergroberungen vorgenommen, indem einander dhnliche Klassen von Ob-
jekten zu einer einzigen Klasse zusammengefaBt werden. Ebenso wird eine
Hierarchie durch eine Folge von immer grober werdenden Partitionen gebildet.
Quasihierarchien und Hierarchien lassen sich in Form von "Stammbdumen",
Hierarchien auch durch sogenannte Dendrogramme veranschaulichen. Mochte

man auch Partitionen oder (berdeckungen graphisch danstellen, so kann man
mittels Multidimensionaler Skalierung, vgl. Kapitel VI, zundchst eine etwa
zweidimensionale Konfiguration fiir die interessierenden Objekte bestimmen
und in diese dann die Klassen der Partitionen bzw. Uberdeckungen einzeich-
nen. Wie schon bei der Multidimensionalen Skalierung sind auch die Verfah-
ren der Clusteranalyse auf an Objekten beobachtete Merkmale anwendbar,

wenn man etwa von den Korrelationen der Merkmale ausgeht. Betrachtet man
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die mittels Clusteranalyse klassifizierten Objekte als Lernstichprobe aus
einer groBeren Gesamtheit, so konnen mittels spezieller auf Klassifikation
zugeschnittener Diskriminationsverfahren auch weitere, “"neue" Objekte den
Klassen der Klassifikation zugeordnet werden.

Beispiel: Aufgrund der Evolution, d.h. der stammesgeschichtlichen Entwick-
lung von Lebenwesen, sind heute existierende Tier- und Pflanzenarten mehr
oder weniger verwandt. Basierend auf einer hierarchischen Clusteranalyse

kann man Versuchen,diese Entwicklung zu rekonstruieren ("Evolutions - Biume").
Jede Stufe der Hierarchie entspricht dann einer Evolutionsphase.und die
Klassen der feinsten Partition werden gerade durch die heute existierenden,
interessierenden Arten gebildet. Je grober die Partition wird, desto wei-

ter bewegt man sich in die Vergangenheit der Stammesgeschichte. ___J

Dié an Objekten beobachteten Merkmale sind in der Regel miteinander korre-
liert und lassen sich auf ZLatente, "kinstliche" Merhmale (Faktoren), die
selbst nicht beobachtet werden konnen, zuriickfilhren. Beispielsweise dienen
Eignungstests fiir Bewerber zur Feststellung der charakterlichen Eignung,
der Fiihrungsqualitdten usw. Solche Eigenschaften sind nicht direkt meBbar
oder beobachtbar und werden daher basierend auf speziellen Frage- bzw. Auf-
gabenstellungen ilberpriift. Die Fakforenanalyse, mit der wir uns im Kapitel
VIII beschdftigen wollen, dient nun der Reduktion einer Vielzahl beobach-
teter Merkmale auf wenige latente, sie beschreibende Merkmale. Zunachst
werden orthogonale, unkorrelierte Faktoren derart bestimmt, daB durch sie
ein moglichst grofer Teil der Korrelationen der Merkmale erkldrt wird.
Hier gibt es die verschiedensten Verfahren, die zu diesem Zwecke eine La-
dungsmatrix konstruieren, welche die Korrelationen der beobachteten Merk-
male mit den Tatenten Faktoren enthdlt; bei hochstens drei extrahierten
Faktoren lassen sich, basierend auf einer solchen Ladungsmatrix, die beob-
achteten Merkmale auch graphisch i{m Raum den Faktoren darstellen. Es gibt
unendlich viele in obigem Sinne optimale Ladungsmatrizen; daher stellen
die verschiedenen Konstruktionsverfahrien, von denen wir die Maximum - Like-
1ihood - Methode, die kanonische Faktorenanalyse, die Hauptfaktorenanalyse,
die Zentroidmethode und das Joreskog - Verfahren vorstellen wollen, stets
zusdtzliche Bedingungen. Sie 1iefern keine im Sinne bestmoglicher Interpre-
tierbarkeit der latenten Faktoren in Bezug auf die Merkmale optimale LG-
sung. Daher werden im Anschluf an die Konstruktion von Ladungsmatrizen zu-
meist noch Faktorrotationen durchgefiihrt, deren aller Ziel das Erreichen
einer moglichst guten Interpretierbarkeit der Faktoren im Sinne des von
Thurstone gepragten Begriffes der Eingfachstruktun ist. Man unterscheidet
bei den Rotationsverfahren zwischen orthogonalen und schiefwinkligen Rota-
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tionen. Bei einer Onthogonalrotation wie z.B. der Variamx- und der Quarti-
max - Rotation bleibt die Orthogonalitat der latenten Faktoren erhalten,
wohingegen schiefwinklige Rotationsverfahren, von denen wir die Methode
der Primarfaktoren behandeln, auf korrelierte, schiefwinklige Faktoren
fihren. SchlieBlich wird im Rahmen der Faktorenanalyse noch das Schdtzen
von sogenannten Faktorerwenten behandelt. Das Ziel hierbei ist, einem Ob-
jekt, an dem die zugrundegelegten Merkmale beobachtet wurden, einen nieder-
dimensionalen Datenvektor bzgl. der Faktoren zuzuordnen. Natiirlich lassen
sich bei weniger als vier Faktoren dann die Objekte aufgrund dieser Daten-
vektoren im Koordinatensystem der Faktoren auch graphisch veranschaulichen.
Grundvoraussetzung der Faktorenanalyse ist, daB die Zahl der betrachteten
Objekte groBer ist als die Zahl der an ihnen beobachteten Merkmale. Ist
dies nicht der Fall, so wird die Faktorenanalyse oft auch aug die Objehte
anstelle der Merkmale angewandt, was zwar im strengen Sinne nicht erlaubt
ist, haufig jedoch zu gut interpretierbaren Ergebnissen fiihrt, vgl. auch
die Einleitung des Kapitels VIII.

Beispiel: An verschiedenen Klimastationen in Europa werden Merkmale wie
mittlere Monatstemperatur, mittlere Jahrestemperatur, Temperaturschwankung,
Zahl von Frost- und Sonnentagen, relative Luftfeuchtigkeit, Niederschlags-
menge, Zahl der Regen-, Gewitter-, Schneefalltage usw. erhoben. Fiihrt man
nun eipe Faktorenanalyse durch, so 1aBt sich feststellen, daf alle diese
Merkmale im wesentlichen durch vier latente Faktoren beschrieben werden
konnen: die thermischen Verhdltnisse, die Humiditdt, die thermische und
hygrische Kontinentalitidt bzw. Ozeanitdt. Schdatzt man nun die zugehorigen
Faktorenwerte fir die einzelnen Klimastationen, so ist es moglich, fest-
zustellen, welche Regionen bzgl. dieser Faktoren einander ahnlich sind,
also eine Klimaregion bilden. _~_J

Wie bereits eingangs dieser Einleitung erwdhnt, dienen graphische Vergahren
der Veranschaulichung komplexer Datensituationen bzw. der Darstellung von
Ergebnissen (multivariater) statistischer Analysen; solche Verfahren werden
im Kapitel IX ausfihrlich behandelt. Zundchst werden zwei spezielle Verfah-
ren zur uUbersichtlichen Darstellung eindimensionalen Daten, "Stem and Leaves"
und "Bux - PLet", sowie eine Moglichkeit zur Reprasentation zweldimensionaler
Daten am Beispiel eines Produki - Mankt - Pontfolios vorgestellt. Q- Q- Plots
dienen der tberpridfung von Verteilungsannahmen fir mehrere Merkmale sowie
dem Exkeinen von Auszeifern in multivariaten Daten. In den iibrigen Kapiteln
des Buches werden immer wieder graphische Verfahren zur Repridsentation von
Objekten oder den an ihnen beobachteten Merkmalen als Ergebnis einer multi-
variaten statistischen Analyse angegeben; im B{ - PLot lassen sich nun Merk-
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male und Objekte gleichzeitig zweidimensional veranschaulichen, und zwar
werden die Objekte basierend auf ihren Ahnlichkeiten und den konkret an
ihnen beobachteten Merkmalswerten, die Merkmale basierend auf ihren Korre-
lationen und Streuungen reprédsentiert. Bei den bisher angesproéhenen Ver-
fahren werden alle interessierenden Objekte und/oder an ihnen beobachtete
Merkmale gleichzeitig in einem Bild dargestellt. Andere graphische Reprid-
sentationsformen stellen jedes Objfekt in einem separaten Bild dar, natir-
1ich ausgehend von den an ihm beobachteten Merkmalsausprdgungen. Die ein-
fachsten Darstellungsformen sind die, bei denen nur die Ausprdgungen jedes
Merkmals durch Streckungen oder Winkel dargestellt werden: Profile, Poly-
gonzige, Glyphs , Sterne, Sonnen, Diamanten. Bei den Flury - Riedwyl - Faces,
vgl. auch Abb.1, wird jedes Objekt durch ein Gesicht reprdsentiert. Die
Form von Gesdchtsteilen wie Gesichtslinie, Mund, Nase, Augenbraue, Auge,
Pupille, Haarschraffur usw. hangt dabei von den beobachteten Merkmalswerten
ab. Andrews - PLots und Blumen dienen der Reprasentation von Objekten durch
tigonometnische Funktionen, deren Koeffizienten durch die beobachteten
Merkmalsauspragungen bestimmt sind. Bei den bisher angesprochenen graphi-
schen Verfahren ist die Merkmalsanordnung beliebig. Dagegen erfolgt bei
Quadenn, Bdumen und Burgen, vgl. z.B. den in Abb.1 dargestellten Kleiner -
Hantigan - Trnee, die Anondnung dern Merkmale im Bild gemdB {hrer Ahnlichked-
ten. Fiir alle Objekte wird zundchst ausgehend von diesen Ahnlichkeiten eine
gemeinsame Struktur bestimmt, die dann je nach beobachteten Merkmalsaus-
pragungen fir jedes Objekt variiert. Bei den Facetten erfolgt die Merkmals-
anohdnung nach den Wichtigkeit fiir die Diskrimination zwischen den Objek-
ten. Die Wichtigkeit der Merkmale wird durch fiir aT]e Objekte gleiche Win-
kel, die konkreten Ausprdgungen durch Strecken beschrieben. Schlieflich
werden bei den B4 - PLot - Sonnen die Korrelationen der Merkmale mit darge-
stellt. Ausgehend von der Bi —P]ot-—Darste11ung der Merkmale werden die an
den Objekten beobachteten Merkmalswerte durch Strecken reprasentiert, vgl.
auch die Abb.1.

Belspiel: Die wirtschaftliche Entwicklung eines Betriebes oder einer Bran-
che 1dpt sich anhand der Beobachtung von Bilanzkennzahlen ilber mehrere Jah-
re hinweg beurteilen. Im letzten Abschnitt des Kabite]s IX wird mittels
graphischer Verfahren die Entwicklung der chemischen Industrie der Bundes-
republik Deutschland in den Jahren 1965 bis 1980 dargestellt. Basierend

auf Anlagenintensitdt, Eigenkapitalanteil, Eigenkapitalrendite (Return on
Investment), Umsatzrendite, Liquiditdt, dynamischem Verschuldungsgrad und
Kapitalumschlag werden die Jahre, die hier die Rolle der Objekte iUbernehmen,
durch Flury - Riedwyl - Faces, Andrews - Plots, Burgen, Baume und Facetten
reprasentiert.
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Im abschlieBenden Kapitel X beschdaftigen wir uns schlieBlich noch mit dem
Multivaniaten Linearen Modelf. Hier wird der Zusammenhang von m EinfluB-
variablen und p beobachteten Merkmalen untersucht. Grundsédtzlich wird dabei
zwischen Modeflen mit festen Effekten und Modellen mit zufdlligen Effekten
unterschieden; bei ersteren werden die EinfluBgroBen als fest, bei letzte-
ren als zufdllig angenommen. Wir beschdftigen uns zundchst mit den allge-
meinen Vongehenswedisen bei festen EinfluBvariablen, wie Parameterschdtzun-
gen, Vertrauensintervallen fiir die Parameter und fir zukiinftige Beobach-
tungen (Prognosen), Tests iiber die Parameter und entsprechende Testver-
fahren, usw. Sodann werden zwei spezielle Modellklassen behandelt. Bei der
multivaniaten Regressionsanalyse sind alle EinfluBvariablen quantitativer
Art, bei der muftivariaten Kovarianzanalyse sind einige EinfluBfaktoren
quantitativ (Kovariablen), andere qualitativer Art (Faktoren auf endlich
vielen Stufen, die mit 0 und 1 kodiert werden, je nachdem ob die entspre-
chende Stufe eines Faktors vorliegt oder nicht).

Beispiel: Wir haben im Beispiel (b) zum Kapitel V die Skalierung der Merk-
male Gewinn und Geschaftstyp mit relativ hochstem Absatz gegen die EinfluB-
variablen Werbeetat und Werbeart angesprochen. Verwendet man die Skalenwer-
te fir die Werbeart, so 1dBt sich der EinfluB der Werbung auf die beiden
interessierenden Merkmale in einem multivariaten Regressionsmodell unter-
suchen. Betrachtet man hingegen die Werbeart als qualitativen Faktor auf
den drei Stufen aggressiv, einschmeichelnd und erlebnisweckend, so wird

die Analyse in einem Kovarianzanalysemodell mit der Kovariablen Werbeetat l

durchgefiihrt,

Weiterhin beschaftigen wir uns mit Modellen der multivariaten Varianzana-
lyse sowie der Progilanalyse, bei denen alle EinfluBfaktoren qualitativer
Art sind. Im Zusammenhang mit der multivariaten Varianzanalyse werden das
Modell mit nur einem EinfluBfaktor, dessen Wirkung auf die p interessieren-
den Merkmale untersucht wird, sowie verschiedene zweifaktorielle Versuchs-
anlagen (einfaches multivariates Blockexperiment, zweifache Kreuzklassifi-
kation mit Wechselwirkungen, zweifach hierarchische Klassifikation) behan-
delt. Bei der Profilanalyse steht nicht der generelle EinfluB des qualita-
tiven Faktors auf p Merkmale im Vordergrund sondern vielmehr die Untersu-
chung eines zeitlichen Verlaufs (Verlaugskunven); dazu wird nur ein einzel-
nes Merkmal, dieses aber zu p verschiedenen Zeitpunkten beobachtet und mit
den Stufen eines qualitativen EinfluRfaktors in Verbindung gebracht.

Beispcel: Um den EinfluB des Faktors "Region" auf den 502 - Gehalt in der
Luft zu untersuchen, werden in m Gebieten (Stufen des Faktors "Region")
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an verschiedenen Stellen (Wiederholungen) die 502-Geha1tswerte gemessen

und zwar am selben Tag jeweils alle zwei Stunden (p=12). Mittels einfak-
torieller multivariater Varianzanalyse kann nun untersucht werden, ob der
Faktor "Region" eine generellen EinfluB auf die 502-Geha1tswerte zZu ver-
schiedenen Tageszeiten hat. Die Profilanalyse ermdglicht zudem die Unter-
suchung von Fragestellungen wie z.B.: Sind die Verldufe der Gehaltswerte

in den Regionen wesentlich verschieden oder verlaufen sie weitgehend gleich-
ldufig, nur auf unterschiedlichem Niveau; sind die Tagesmittelwerte des

SO2 - Gehalts in den Regionen als gleich anzusehen, d.h. sind die durch-
schnittlichen Umweltbelastungen durch SO2 in den Regionen praktisch g]eicbz_J

SchlieBlich behandeln wir im Kapitel X dann spezielle Modelle mit zufalli-
gen Effekten, wobei hier die Untersuchung des EinfluBes qualitativer Va-
riablen im Vordergrund steht. Erstrecken sich in Modellen mit festen Effek-
ten die Aussagen nur auf die konkret im Experiment betrachteten Stufen
qualitativer EinfluBvariablen, so geht man nun davon aus, daB die konkreten
Stufen nur eine Auswahl aus allen moglichen Faktorstufen darstellen, eine
Aussage sich aber auf samtliche Stufen beziehen soll. Die Beantwortung sol-
cher Fragestellungen ermdglichen multivariate Vardianzkomponentenmodelle ,

in denen die auf die EinfluBfaktoren zuriickzufiihrenden Streuungsanteile

det p beobachteten Merkmale geschdtzt werden. Ein hoher Streuungsanteil

ist dann mit einem starken EinfluB des Faktors gleichzusetzen. Wir behan-
deln hier Modelle der einfach, zweifach und dreifach hierarchischen Klassi-
fikation (ein, zwei bzw. drei hierarchisch angeordnete Faktoren) sowie Mo-
delle der zweifachen Kreuzklassifikation (zwei EinfluBfaktoren, deren Stu-
fen kreuzweise kombiniert betrachtet werden). AuBerdem beschaftigen wir

uns noch mit einem speziellen Mefmodell zur Prizisionsbestimmung von Mef-
und Analyseverfahren bel zenstinenden Prilfungen bzw. Produkitvariabilitit.

Beispiel: In einem Erzlager werden aus einigen Bohrlochern Bodenproben ent-
nommen und bzgl. ihres Gehalts an Metall und an taubem Gestein analysiert.
Betrachtet man hier ein Modell mit festen Effekten, so kann sich eine Aus-
sage nur iliber die speziellen Bohrlocher erstrecken. Mochte man aber die
Streuung von Metallgehalt und Gehalt an taubem Gestein im gesamten Erzla-

ger beurteilen, so kommt man zu einem Modell mit zufalligen Effekten und
betrachtet dann die konkreten Bohriocher als zufdllig ausgewdhlt aus der
Gesamtheit aller moglichen Bohrldcher im Erzlager. “__J

Am Ende dieser Einleitung wollen wir noch kurz auf zwéi Unterscheidungs-
merkmale hinweisen, die haufig zur Klassifikation {multivariater) statisti-
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scher Verfahren verwandt werden. Zundchst einmal unterscheidet man zwischen
sogenannten dependenten und interdependenten Methoden und dann noch zwi-
schen R - Techniken und Q- Techniken.

Dependente Verfahren sind dadurch ausgezeichnet, daB der EinfluB einer
Gruppe von Variablen auf eine Reihe interessierender, beobachteter Merk-
male untersucht wird, wie dies bei der Regressions-, Varianz-, Kovarianz-
analyse und der Profilanalyse der Fall ist, oder daB der Zusammenhang zwi-
schen zwei Merkmalsgruppen im Vordergrund des Interesses steht, was bei
den Verfahren der Korrelationsanalyse zutrifft. Bei den interdependenten
{intra - dependenten) statistischen Verfahren hingegen sind alle an Objekten
beobachteten bzw. erhobenen Merkmale gleichberechtigt in dem Sinne, daf
sich Aussagen und Analyseergebnisse stets auf alle diese Merkmale in glei-
cher Art und Weise erstrecken; solche interdependenten Verfahren sind etwa
die Multidimensionale Skalierung, die Clusteranalyse, die Faktorenanalyse
und die meisten graphischen Methoden.

Die Aufteilung in R- und Q- Techniken bezieht sich nicht auf eine Unter-
scheidung in den Merkmalen. Vielmehr spricht man von R - Techniken, wenn
Aussagen iiber die in einem Experiment beobachteten Merkmale getroffen wer-
den, und von Q- Techniken, wenn sich Analyseergebnisse direkt auf die im
Experiment beriicksichtigten Objekte beziehen. Hier ist eine starre Eintei-
lung der verschiedenen multivariaten statistischen Verfahren kaum miglich,
da viele Methoden wahlweise als R- oder Q- Technik angewandt werden kon-
nen. So ist z.B. die Clusteranalyse an und fir sich eine Q- Technik fiir

die Objekte; sie kann jedoch auch als R- Technik fir die Merkmale einge-
setzt werden, was z.B. bei den im Kapitel IX beschriebenen graphischen Ver-
fahren teilweise der Fall ist (Burgen, Bdume, Quader). Die Faktorenanalyse
ist eine R - Technik flir die Merkmale, so lange das Interesse in der Be-
stimmung latenter Faktoren, welche die Merkmale beschreiben, 1iegt. Das
sich anschlieBende Schatzen von Faktorenwerten hingegen ist eine Q - Technik,
denn hier wird den Objekten je ein Datenvektor bzgl. der latenten Faktoren
zugeordnet. Zudem wird - wie bereits erwdhnt - die Faktorenanalyse haufig
mit durchaus gut interpretierbaren Ergebnissen als Q- Technik angesetzt,
wenn die Zahl der Objekte geringer ist als die Zahl der an ihnen beobachte-
ten Merkmale.






Kapitel I: Einfiihrung und Grundlagen

In diesem ersten Kapitel werden die fiir die multivariate Statistik unerldf-
lichen Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Matri-
zenrechnung kurz zusammengestellt, um es dem Leser zu ermoqlichen, dieses
Buch selbstdndig zu lesen.

Im Abschnitt 1 werden zundchst einige grundlegende Beariffe im Zusammenhana
mit Datenmaterial und die wesentlichen Elemente der deskriptiven (beschrei-
benden) Statistik, wie Haufigkeiten, empirische KenngridBen und empirische
Verteilungsfunktion, dargestellt.

Der zweite Abschnitt ist der Wahrscheinlichkeitsrechnung gewidmet. Hier
werden Wahrscheinlichkeiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Zufallsvariablen,
Verteilungen, Verteilunasfunktionen, Dichten und Kenngropen von Verteilun-
gen behandelt. B

Im dritten Abschnitt beschaftigen wir uns dann mit den Prinzipien der in-
duktiven (schlieBenden) Statistik. Die Beqriffe Punktschdtzer und Konfi-
denzintervallschdatzung sowie statistischer Test werden einaefiihrt und Kon-
struktionsprinzipien fiir Punkt- und Intervallschatzer sowie statistische
Tests werden erldutert.

Der vierte Abschnitt dieses Kapitels beschiftiqt sich mit der Vektor- und
Matrizenrechnung. Elemente dieser Gebiete, die fiir das Verstandnis multi-
variater Verfahren unerldBlich sind, werden in einem kurzen AbriB behandelt.

Im finften Abschnitt werden dann die Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung fiir mehrdimensionale Zufallsvariablen (Zufallsvektoren, Zufalls-
matrizen) bereitgestellt. Insbesondere werden die mehrdimensionale und die
multivariate Normalverteilung sowie die Wishartverteilung betrachtet.

SchlieBlich werden wir uns im sechsten Abschnitt mit einigen elementaren
Begriffen im Zusammenhang mit Daten- und Distanzmatrizen fiir mehrdimen-
sionale Beobachtunasvektoren auseinandersetzen., Es werden DistanzmaBe fir
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beliebig skalierte Merkmale untersucht.

1 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND ELEMENTARE DATENBESCHREIBUNG

Die Statistik beschdftigt sich mit der Beschreibung und Analyse umfangrei-
cher Datenmengen, die z.B. durch Befragungen oder Messungen gewonnen werden.
Die Objekte, an denen Messungen vorgenommen werden, bzw. die Personen, die
befragt werden, nennt man auch Untersuchungseinheiten. Die GroBen, die ge-
messen bzw. nach denen gefragt wird, heiBen Merkmale, und die an den Unter-
suchungseinheiten festgestellten Werte der Merkmale heiBen Merkmalswerte
oder Merkmalsausprigungen.

Beispiel: Um die Altersstruktur in einer Gemeinde zu erfassen, werden alle
Einwohner (Objekte, Untersuchungseinheiten) nach ihrem Alter (Merkmal) be-
fragt. Die Altersangaben der Personen sind dann die Merkmalsausprdgungen, I

0ft kann man nicht alle interessierenden Objekte untersuchen, sondern muf
sich mit einem Teil (z.B. n Objekten) von ihnen begniigen. Man spricht dann
von einer Stichprobe von n Objekten aus der Grundgesamtheilt der interes-
sierenden Objekte. Wie man Stichprobenuntersuchungen anlegt, damit sie ein
moglichst genaues Bild der Grundgesamtheit widerspiegeln wird ausfiihrlich
in Hartung et al. (1982, Kap.V) dargestellt.

Beispiel: In einem Land ohne Meldepflicht ist es kaum moglich alle Einwoh-
ner (Grundgesamtheit) nach ihrem Alter zu befragen. Man muB sich mit einer
Stichprobe von Einwohnern begniigen. |

1.1 MERKMALSTYPEN UND KLASSENBILDUNG

Merkmale werden nach der Art ihrer Ausprdgungen klassifiziert. Zum einen
unterscheidet man quantitative und qualitative Merkmale und zum anderen
stetige und diskrete Merkmale.

Die Ausprdgungen quantitativen Merkmafe (z.B. Alter und Gewicht von Personen,
Lebensdauern von Bauelementen) unterscheiden sich in ihrer GrdBe und die
Auspragungen qualitativer Merkmale (z.B. Farbe, Rasse, Fabrikat, Beruf) in
ihrer Art.

Geht man von der Zahl der mdglichen Auspridgungen eines Merkmals aus, so
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gelangt man zur Aufteilung in diskrete und stetige Merkmale. Diskrete Menk-
male (z.B. Geschlecht, Anzahlen) kinnen nur abzihlbar viele Werte annehmen,
stetige Menkmale (z.B. Langenmessungen, Lebensdauern) konnen beliebige Werte
in einem bestimmten Bereich annehmen.

Eine weitere Unterscheidung von Merkmalstypen erhalt man dadurch, daB man
die zugrundeliegende Mef - Skala betrachtet. Die Werte einer Nominalskala
unterliegen keiner Reihenfolge und sind nicht vergleichbar, die einer Ordi-
nalskala unterscheiden sich in jhrer Intensitdt und unterliegen einer Rang-
folge und die einer metiischen Skala sind derart, daB sich zudem Absténde
zwischen den Werten interpretieren lassen. Nomdinafe Merkmale sind also

z.B. Beruf oder Rasse, ordinale Merkmale haben z.B. Ausprdgungen wie gut,
mittel, schlecht (etwa Zensuren) und metrische Merkmale sind z.B. Grofe
oder Gewicht.

Mitunter werden auch, wenn ein Merkmal viele Auspragunaen besitzt, mehrere
Merkmalsauspragungen in Klassen zusammengefaft. Dadurch erreicht man etwa
bei der graphischen Darstellung von Datenmaterial, daB die Darstellung
Ubersichtlich ist. Durch eine solche K€assenbifdung gelangt man dann z.B.
zur Diskretisierung eines stetigen Merkmals (z.B. Gewichtsklassen bei Hih-
nereiern).

In den folgenden Teilen des Abschnitts 1 werden einige wesentliche Moglich-
keiten der Beschreibung von Datenmaterial dargestellt. Der stdrker an Me-
thoden der beschreibenden (deskriptiven) Statistik interessierte Leser sei
auf Hartung et al. (1982, Kap.I) hingewiesen.

1.2 HAUFIGKEITEN, SUMMENHAUFIGKEITEN UND EMPIRISCHE
VERTEILUNGSFUNKTION

Bezeichnet man die mdglichen Auspragungen eines Merkmals X mit Agseensdy
und beobachtet das Merkmal X dann an n Untersuchungseinheiten, so bezeich-
net man mit

Hn(aj) = "Anzahl der Falle, in denen aj auftritt"
fur j=1,...,k die absolute Hdufigkeit des Aufiretens der Ausprigung aj
und mit

h (a;) -1 H (a.)

n3’ N ntj

fir j=1,...,k die nelative Hiugigkeit der Auspragung aj. Die relative
Haufigkeit von aj ist also der prozentuale Anteil der Untersuchungseinhei-
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ten, die die Auspragung a. tragen. Daher nimmt hn(aj) unabhdngig von n stets
Werte zwischen 0 und 1 an und es gilt:

k
jZ1 hn(aj) =hn(a1) +as +hn(ak) =1

natiirlich ist

Bei ordinalen und metrischen Merkmalen lassen sich die Ausprdgungen der
GroBe nach ordnen: a8, <. <y, und man betrachtet dann oft sogenann-
te Summenhdufigkeiten. Die absolute Summenhdufighkeit der Ausprdgung aj ist

Hn(ai) =Hn(a1) +aas +Hn(aj) ,

" ‘l\/jt_;.

i=1

also die Anzahl der Untersuchungseinheiten, an denen eine der Auspragungen
PP P RPPRL beobachtet wurde. Entsprechend ist

hn(ai) =hn(a1) s +hn(aj)

11,

i=1

die nefative Summenhdufigkeit der Auspragung aj.

Durch die Folge der relativen Summenhdufigkeiten wird nun die empirnische
Vertedilungsfunktion (Summenhdufigkeitsfunktion) Sn(x) des Merkmals X be-
stimmt. Und zwar ist fiir alle Zahlen x mit aj§)(<aj+1

[l anee [ 9

Hn(ai)

Die empirische Verteilungsfunktion ist also eine sogenannte Treppenfunktion
mit

S,(x)=0 fir x<a, , Sp(x) =1 firx>a

und Sprungstellen bei CIRCPPRPRRL Die Hohe der Sprungstellen ist fir
i=1,...,k gerade hn(ai)’ also die relative Hiufigkeit der Auspragung a-

Be.ispief: In einer Klausur mit 54 Teilnehmern wurde 3 mal die Note 1, 6 mal
die Note 2, 18 mal die Note 3, 18 mal die Note 4 und 9 mal die Note 5 er-
reicht. In der Tah.1 sind nun absolute und relative Haufigkeiten bzw.
Summenhdufigkeiten der Ausprégungen (Noten) ay =1, a, =2, aj =3, a, =4

und ag =5 des Merkmals X = Klausurnote angegeben. Aus den relativen Hau-
figkeiten bzw. Summenhdufigkeiten ergibt sich die in Ahh.1 dargestellite
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empirische Verteilungsfunktion Sn(x) der Klausurnoten.

Tah.1: Klausurnoten von n=54 Teilnehmern

Ausprdgung absolute relative absolute relative
(Klausur- Hdufigkeit | Haufigkeit Summen-~ Summen-
note) hgufigkeit hdufigkeit
3 b
a, H (a,) h (a) % H (a) ) h (a)
J n j n j i=1 n i i=1 n i
a; =1 3 3/54 =1/18 3 3/54=1/18
a, =2 6 6/54=1/9 3+6=9 9/54=1/6
a =3 18 18/54 = 1/3 3+6+18 =27 27/54 =1/2
a, =4 18 18/54 = 1/3 3+6+18+18 = 45 |45/54 =5/6
ag =5 M 9/54=1/6 3+6+18+18+9 =54 | 54/54 = 1

051

l___",—

1 2 3 L 5 x

Abb.1: Empirische Verteilungsfunktion Sn(x) der Klausurnoten von 54 Te#l-
nehmern l

1.3 EMPIRISCHE LAGEMABE

Empirische LagemaBe geben ein "Zentrum" von.n beobachteten Merkmalswerten
XpaeesXy eines Merkmals X mit Ausprdgungen @1seesd AN,

Das wohl wichtigste LagemaB ist das anithmetische Mittel (dunchschnitt-
Lichern Went, Mittelwent)
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S|—

X = X =— a.H (a,)
LETAREE E R

es ist insbesondere sinnvoll bei metrisch skalierten GroBen.

Auch bei ordinal skalierten Merkamien 1dBt sich der Median oder Zentralwert
als LagemaB verwenden, der dadurch charakterisiert ist, daB mindestens 50%
der Beobachtungswerte XgseeesXy grioBer oder gleich und 50% kleiner oder
gleich dem Median sind. Sind X(1) S+ 2X() die der GroBe nach geordneten
Beobachtungswerte (bei Gleichheit mehrerer Werte spielt deren Reihenfolge
keine Rolle), so ist

. i X((n+1)/2) , falls n ungerade
0.5 1
7(X(n/2) +x((n+2)/2)) , falls n gerade

ein Median der Beobachtungsreihe.

Der Modalwent ist der hdufigste Wert in einer Beobachtungsreihe. Damit gilt

fiir den Modalwert x der sich auch noch bei nominalen Merkmalen als Lage~

mod’
maf verwenden 1&B8t,

hn(xmod) 2 hn(aj)

fiir alle Merkmalsauspragungen aj »J=1,...,k. Ist diese Bedingung fiir mehrere
Auspragungen erfiillt, so ist es nicht sinnvoll, den Modalwert als LagemaB
zu verwenden.

Bedispdiel: Bei n=35 Glihbirnen wurden die in Tah.2 angegebenen Lebensdauern
gemessen. Die beobachteten Werte Xqs-eesXgg sind der GroBe nach geordnet

und stimmen somit direkt mit den GroBen x(1),...,x(35) iiberein.

Tah.2: Lebensdauern X3 (in Stunden) von n =35 Gliihbirnen

1 X,' 1 )(_I 1 X_i 1 X1 1 X‘I
1 430 8 611 15 647 22 705 29 | 798
2 580 9 612 16 647 23 730 30 815
3 581 10 617 17 648 24 732 31 832
4 582 11 617 18 | 683 25 743 32 832
5 595 12 628 19 696 26 789 33 856
6 596 13 629 20 703 27 789 34 857
7 608 14 631 21 705 28 789 35 938
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Fir diese Beobachtungswerte ergeben sich das arithmetische Mittel zu

K= gx(430+ 580 + ... +938) = 315-24251 -692.886

der Median, da n=35 ungerade ist, zu

57 X((n+1)/2) “X(36/2) ~ *18 = 683

und der Modalwert (der hier bei so vielen und diinn besetzten Klassen jedoch
wenig Information enthilt) zu

X10d =789 . I

Weitere empirische LagemaBe findet man bei Hartung et al. (1982, Kap.I,
Abschnitt 4).

1.4 EMPIRISCHE STREUUNGSMABE

Beschreiben LagemaBe ein Zentrum einer Beobachtungsreihe, so geben Streu-
ungsmaBe Aufschluf dariiber, wieweit ein Beobachtungswert von einem solchen
Zentrum abweichen kann.

Das wohl wichtigste StreuungsmaR ist die (empirische) Varianz 52 einer Beob-
achtungsreihe XpseeosXy fir n>2:
2 1 B 2. "o 2
s—n—_fiz1 (x1 X) a7\ in—nx)
(Mitunter wird bei der empirischen Varianz statt des Faktors E%T auch der

Faktor % verwandt.) Die Standardabweichung s ist gerade die Wurzel aus der
Varianz, also

\/— —fZ(X )2 s

und hat gegeniiber der Varianz den Vorteil, daB bei ihr die gleiche MaBein-
heit zugrundeliegt, wie bei den Beobachtungswerten.

Der Variationskoeffizient v ist zudem vom arithmetischen Mittel x bereinigt,
d.h. ohne Nennung von X interpretierbar:

V= , definiert fir positive MeBwerte XysenosX

n

x| |

Allen bisher erwdhnten MaBen ist gemeinsam, daB als BezugsgroBe das arith-
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metische Mittel X verwandt wird. Dies ist durch die Minimumeiaenschaft des
arithmetischen Mittels begriindet:
n _2 N 2
I ox-x°%< 1 (x;-¢) fir jede beliebige Zahl c.
i=1 =1

Dagegen wird bei der mittleren absoluten (betragsmifigen) Abweichung {vom
Median)

aufgrund der Minimumeigenschaft des Medians

o~
—

n
Ix; -§0‘5|§_121 x; - cl fiir jede beliebige Zahl ¢

der Median io 5 als BezugsgroBe des StreuungsmaBes verwandt.

Ein grober Anhaltspunkt flir die Lage der Beobachtungswerte ist der soge-
nannte Streubeneich [x(1) ,x(n)], also das Intervall, dessen Grenzen durch
kleinsten und groBten Beobachtungswert gegeben sind. Das zugehdrige Streu-
ungsmaB ist die Spanmweite (range) der Beobachtunaswerte:

R=X(n) ~X(1)

Bedspiel: Alle angegebenen StreuungsmaBe sollen nun fiir die Daten aus
Tab.2 im Abschnitt 1.3, wo auch schon die empirischen LagemaBe angegeben
sind, berechnet werden. Es ergibt sich fiir die Varianz

35
2_ 1 : _ 2_1, .
S —33:7-121 (Xi, 692.886) =37 387875.54 = 11408.104 ,

fiir die Standardabweichung

s=v 11408.104 =106.809 ,

fiir den Variationskoeffizienten

_106.809 _
V—m—0.154

flir die mittlere absolute Abweichung vom Median

1
35

£

d=75

35
I Ix;-683] =5£+3050=87.143
i1

der Streubereich ist das Intervall
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[x(1) ;x(35)] = [430;938] ,

und somit ergibt sich die Spannweite der Beobachtungswerte zu

R=938-430=508 . |

Weitere StreuungsmaBe sowie ndhere Erlduterungen zu den hier erwahnten
findet man bei Hartung et al. (1982, Kap.I, Abschnitt 5).

2 GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Sind Vorgdnge zufdlliger Natur oder derart komplex, daB sie nicht quanti-
tativ erfaBt werden kdnnen, so spricht man von zufdfligen Ereignissen.
Mit der Untersuchung solcher Ereignisse beschdftigt sich die Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Statistik.

Ein Zufallsexpeniment ist die Ausfiihrung eines Vorgangs, der (beliebig oft)
wiederholt werden kann und dessen Ausgang zufdllig ist. Die Menge der mog-
1ichen Ausgdnge eines Zufallsexperimentes nennt man auch Grundraum oder
Erelgnisraum und bezeichnet sie mit Q. Die zufdlligen Ereignisse sind

dann Teilmengen dieses Grundraums, wobei einelementige Ereignisse auch
Elementarereignisse genannt werden.

Beispiel: Durch die zufdllige Auswahl eines Fernsehgerdtes aus einem
Produktionslos ist ein Zufallsexperiment gegeben. Da als Lebensdauer des
Fernsehgerdtes jede Zahl x>0 in Frage kommt, ist der Grundraum durch diese
Zahlen gegeben. Das Ereignis "das Fernsehgerdt hat eine Lebensdauer von
mindestens 300 Tagen und hochstens 800 Tagen" ist das Intervall [300 ;8001;_J

Das zu einem Ereignis A kompfLementdne Eneignis B, ist das Ereignis "A tritt
nicht ein". Das Ereignis AUB (Vereinigung) ist das Ereignis, daB A oder

B oder beide Ereignisse eintreten. AnB (Durchschnitt} ist das Ereignis,
daB sowohl A als auch B eintreten. Ist der Durchschnitt AnB zweier Er-
eignisse A und B Teer, so heifen A und B disjunkte Erneignisse. Die leere
Menge @ heiBt unmigliches Ereignis und der Grundraum Q heiBt sicheres En-
edlgndis .
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2.t WAHRSCHEINLICHKEITEN UND BEDINGTE WAHRSCHEIN-
LICHKEITEN

Bei einem Zufallsexperiment ist das Eintreten bestimmter Ereignisse zwar
nicht vorhersehbar, jedoch mehr oder weniger wahrscheinlich. Zum Beispiel
ist die Wahrscheinlichkeit danr; daB beim Wirfeln eine bestimmte Zahl
fdllt, nicht sehr groB. Man weiB aber, daB beim Wirfeln jede Zahl zwischen
1 und 6 die gleiche Chance hat. Fiihrt man das Zufallsexperiment "Wiirfeln"
nun immer wieder durch, so wird die relative Haufigkeit des Werfens z.B.
einer 4 sich etwa bei 1/6 stabilisieren. Dieser Wert 1/6 wird als Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses "Werfen einer 4" interpretiert und man

schreibt kurz

s

OV =

P(Werfen einer 4) =

dabei steht P fiir Probability (Wahrscheinlichkeit).

Allgemein lassen sich Wahrscheinlichkeiten durch die drei Eigenschaften

P(A) >0 fir jedes Ereignis A kPositivitét)
P(Q) =1 (Normiertheit)
P(,U, Ay) = ) P(A;) fiir jede Folge paarweise disjunkter

i=1 Ereignisse A;c  (o- Additivitat)
die auch Kofmogoroffache Axiome genannt werden, vollstandig charakteri-
sieren. Aus diesen Eigenschaften lassen sich alle Rechenregeln §in Wahr-

scheinlichkeiten folgern, wie z.B.

P(AUB) =P(A) + P(B) -P(ANnB) fiir beliebige Ereignisse
A und B s

P(R) =1 -P(A) .

P(A-B) =P{A) - P(B) , falls BcA

Vielfach ist man auch daran interessiert, die Wahrscheinlichkeit zu kennen,
mit der ein Ereignis A eintritt, falls ein anderes Ereignis B bereits ein-
getreten ist. Wie grof ist etwa die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fernseh-
gerdt 7 Jahre h3dlt (Ereignis A), wenn es bereits 5 Jahre (Ereignis B)
iiberlebt hat. Eine solche Wahrscheinlichkeit P(A | B) nennt man eine be-
dingte Wahnscheinlichkeit des Ereignisses A unter der Bedingung B und

legt sie fest als

P B) =B e p(B) >0
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Mit B und B als komplementire Ereignisse sind auch AnB und AnB disjunkt,
und es gilt natiirlich

P(A) =P(ANB)UP(ANnB)=P(AnB)+P(ANB)
_P(A nB)_P(B) LPA ”E).p(g)
P(B) P(B)

= P(A|B)+P(B) +P(A | B)P(B)
Diese Beziehung ist ein Spezialfall des Satzes von der totalen Wahnschein-
Lichkedit: Sind B1""’Bk paarweise disjunkte Ereignisse mit i§ Bi =Q,
so gilt fiir ein beliebiges Ereignis A

1

k
P(A) = ]

P(A | Bi)P(Bi)
i=1

Die Berechnung solcher bedingter Wahrscheinlichkeiten vereinfacht sich bei
"unabhdngigen" Ereignissen, wie z.B. den einzelnen Ereignissen beim mehr-
maligen Wiirfeln. Wir sagen zwei Ereignisse A und B sind (stochastisch)

unabhdngig, wenn gilt
P(ANB) =P(A)-P(B) s
was gleichbedeutend ist mit

P(A | B) = P(A) bzw. P(B|A)=P(B)

Aus der Definition der bedinaten Wahrscheinlichkeit und dem Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit eraibt sich die socenannte Bayessche Foumel,
die sehr niitzlich bei der Berechnuna bedinater Nah;schein1ichkeiten ist:
Fir paarweise disjunkte Ereiaonisse B1""’Bk mit igl Bi = und ein belie-
biges Ereianis A qilt

P(A lBi)'P(Bi)
.| A) =
i k

:

P(8

P(A | B,)-P(B;)

j=1

Beispiel: Durch einen zu spdt erkannten Fabrikationsfehler sind in einer
Automobilproduktion aenau zwanzia defekte Lenkaetriebe einnebaut worden.
In einer Riickrufaktion werden alle 200000 Wagen dieser Serie uberpriift und
ein als fehlerhaft eingestuftes Lenkaetriebe durch ein neues ersetzt. Da-
bei wird mit 99% Sicherheit die Uberpriifuna zu einem korrekten Ercebnis
filhren. Wie aroB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein ausaewechseltes
Lenkaetriebe auch defekt ist? Bezeichnet nun B das Ereionis eines defekten
Lenkgetriebes und A das eines ausqewechselten, so lassen sich die aece-
benen Informationen schreiben als
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=20 _ = B)=1- =
P(B) 530000 0.0001 , P(A|B)=0.99 und P(A|B)=1-0.99=0.01.
Gesucht ist P(B | A), und es ergibt sich mit der Bayesschen Formel (B =B1,
§=Bz)

P(B | A) = P(A | B)-P(B) . 0.99-0.0001
) Syopcg)  0-99-0.0007 +0.07-0.9599
PLA |-B)+P(B) + P(A | B)-P(B) 0-99°0-0007+0.07-0.9999
=0.01
Fast alle ausgewechselten Lenkaetriebe waren demnach nicht defekt. l

2.2 ZUFALLSVARIABLE UND VERTEILUNGEN

Wirfelt man zweimal hintereinander, so kann man sich etwa fir die Summe
X(i,3), kurz X, der beiden Augenzahlen i und j interessieren. Moqliche
Ereignisse sind dann zum Beispiel X =4 oder 10<X<12. Eine solche Funk-
tion X, die den Ergebnissen eines Zufallsexperiments reelle Zahlen so
zuordnet, daB fir die mit Hilfe von X beschriebenen Ereignisse Wahrschein-
lichkeiten angebbar sind, heiBt Zufallsvariable. Eine Realisation x von X
ist dann der Wert, den die Zufallsvariable X bei Durchfihrung des Zufalls-
experimentes annimmt.

Jedes Zufallsexperiment kann durch eine (oder mehrere) Zufallsvariable X
beschrieben werden und jedes Ereignis kann als X€ B, wobei B eine Teil-
menge des Wertebereichs von X ist, angegeben werden.

Gibt man zu einer Zufallsvariablen X die Wahrscheinlichkeiten der Ereig-
nisse X<x an, so lassen sich daraus die Wahrscheinlichkeiten aller wei-
teren Ereignisse bestimmen, d.h. man kennt die Wahrscheinlichkeitsver-
tedlung von X. Die Funktion

FX(x) =P(X<x)

heiBt dann auch die Vertellungsgunktion der Zufallsvariablen X.

Bedispiel:
(a) Eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
2
A _(g-u)
1 202
FX(x) =P(X<x) = -e dg , vgl. Akh.2

Veno

-0
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heiBt nommalverteilt mit Parametern u und o2 (kurz: X~ N(u302)).

FX(x)

1.0+

0.51

Nig1;2)
N(@81;1)
N(81,0.5)

77 79 81 83 g5 X

Abh.2: Verteilungsfunktion der N{(81;0.5) -, N(81;1) -und N(81;2) - Ver-
teilung

Speziell nennt man eine N(0;1) - Vertellung auch Standarndnormalverteilfung
und bezeichnet die zugehdrige Verteilungsfunktion mit

X 52
8(x) =F,(x) = [ ! z

‘e dg fir X~N(031)
v 2m

{(b) Eine Zufallsvariable X, deren Realisationen nur die Zahlen 0,1,2,...,n
sein konnen und fiir die gilt:

P(X=k) = (,’:) (1 -k,

heiBt binomialventeilt mit Parametern n und p (kurz: X~B(n,p)). Die
Verteilungsfunktion einer B(n,p) - verteilten Zufallsvariablen ist somit

k . .
Fe(x) =P(X<x) = ] (’1‘> p1-p™ T fir k<xckel,
1=0 vgl. Abh.3
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FX(x)

1.0 |

0.84

0.61

0.44

0.21

U~
[«
x

1 2 3 4

Abh.3: Verteilungsfunktion einer B(6,0.4) - Verteilung

Allgemein wird die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X durch die
folgenden drei Eigenschaften charakterisiert:

Fy ist monoton nicht fallend, d.h. Fx(x1)§FX(x2) flir xy<x,

Fy ist rechtsseitig stetig, d.h. Tim FX(x+h)=FX(x) .
h+0
h>0

11'mFX(x)=1 und  Tim F,(x) =0

X > oo X > =00

X

Wie bereits im obigen Beispiel sichtbar, gibt es zwei verschiedene Arten
von Verteilungsfunktionen. Im Beispiel (b) kann X lediglich die Werte
0,1,2,...,n annehmen, und die Verteilungsfunktion wird durch die Angabe
der Wahrscheinlichkeiten dieser n+1 Ereignisse vollstdndig beschrieben.
Eine Zufallsvariable X mit endlich oder abzdhibar unendlich vielen mog-
lichen Realisationen XqoXpseee heiBt auch diskret verteilt; die Gesamt-
heit der Werte XqaXgsees heiBt dann die Tadgeamenge von X. Eine normal-
verteilte Zufallsvariable kann dagegen unendlich viele Werte annehmen und
jede Realisation x von X hat dabei die Wahrscheinlichkeit 0, denn

P(X=x) =P(X<x)-P(X<x) =FX(x) - lim P(X<x +h)

h=+0
h>0
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=F,(x)- TimF (x+h) =0
X h»OX
h>0

Die Verteilungsfunktion einer solchen Zufallsvariablen X kann oft in der
Form

(

FX(X) = J fX(E) dg

angegeben werden, wobei die nichtnegative Funktion fX Dichtefunktion oder
Dichte genannt wird. Die Dichte der N(u;oz) - Verteilung ist z.B.

Cx-w?
fX(x) = e 20 , val. Ahh.4
Vor o
fx(x)
0.6 |
0.4
0.24
77 79 81 83 gs *

Ahh.4: Dichte der N(81;0.5) -, N(81;1) - und N(81;2) - Verteilung

Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X, fiir die eine
Dichte existiert, heiBt eine stetige Venteilung. Der Zusammenhana zwischen
Dichte und Verteilungsfunktion 188t sich folalich so beschreiben: Der

Wert Fx(x) gibt die Fldche oberhalb der x - Achse und unterhalb der Dichte
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fx zwischen -« und x an. Die Gesamtfldche unterhalb von fx (und oberhalb
der x - Achse) ist natiirlich Eins.

In diesem Zusammenhang sei noch erwdhnt, daf n Zufallsvariablen X1,...,X

(stochastisch) unabhingig heiBen, falls fiir alle Zahlen XpseenoX, Qilt:

n

PXy < XgseeesXy <X ) =P(Xg<xq)enuuaP(X <x )
Bei diskret verteilten Zufallsvariablen X1""’Xn 1dBt sich natiirlich
schon aus

P(X1=x1,“.,Xn=xn)=P(X1=x1)-“.-P(Xn=xn)

auf die Unabhangigkeit von X1,...,Xn schlieBen.

2.3 KENNGRUBEN VON ZUFALLSVARIABLEN

So wie im Abschnitt 1 KenngroBen empirischer Verteilungen betrachtet wur-
den, werden hier KenngroBen zur Charakterisierung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung von Zufallsvariablen eingefiihrt.

Der wichtigste Lageparameter ist der Eawartungswert oder Mittelwent einer
Zufallsvariablen bzw. ihrer Verteilung. Fiir eine stetige Zufallsvariable X
mit der Dichte fX ergibt er sich im Falle seiner Existenz zu

E(X) = f X fX(x) dx

und fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit Tragermenge XqsXgseo (das
sind die Werte, die mit positiver Wahrscheinlichkeit anaenommen werden)
ist

EX) = T x;P(X=x;)

i=1
Fiir die Berechnung von Erwartunaswerten sind folgende Reaeln niitzlich. Ist
Y=aE(X) +B, a und B feste Zahlen, so gilt
E(Y) =aE(X) +8
Sind X1,...,Xn Zufallsvariablen, so ist

E(X +...+Xn)=E(X1)+...+E(Xn)

1
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Beispiel:

(a) Fir die Standardnormalverteiluna N(0;1) ergibt sich mit ¢ =v?2n

o o

~co

12 1.2
E(X)=%Jx-e 2 dx=%J|xl~e 2 dx-%

0
[lx e

-0

_%x

dx =0

(b) Der Erwartunaswert einer B(n,p) - verteilten Zufallsvariablen X ergibt

sich zu

i

E(X) = go i (") pl(1-p)"t =

ne-13
—_

i

n!

1

n . . n
= je 1 - ﬂ"l: .
h .Z1 VITe-T P (1-p) np iz

(1) gy

{(n-1)!
 (=1Tn-171

p1-1(1_p)n-1

n- - . n-1 . .
-1)! i n-1- -1 -1-
= L Tty ol g (") oct-pym !

=np

Ein anderes LagemaB ist der Median 50 5 fiir den gilt

PR <y 52 und POX2Eg g)>

Der Median 1@t sich mit Hilfe der verallgemeinerten invensen Vernteifungh-

funktion

F)'(1(y)=1'nf{x| FX(x)iy} s

die mit der gewthnlichen Inversen iUbereinstimmt, falls es sie qibt, auch

schreiben als

=
£p.5=Fy (0.5)

Der Median ist ein spezielles o~ Quantil Ea=Fi1(a), namlich gerade das
0.5-Quantil. Besitzt nun X eine stetige Verteilung, so gilt fir das a-

Quantil Ea

Fyleg)>a und  Fyix)<a fir jedes x<g
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Es sei noch erwihnt, daB das o - Quantil gelegentlich {1-a) - Fraktll ge-
nannt wird.

Bedlspiel:
(a) Wie bei jeder symmetrischen Verteilung, stimmt bei der Standardnormal-
verteilung der Median mit dem Erwartungswert iiberein, denn

0 1.2
F (0) = ['—_z_e 27 4 =0.5

-0

Die Quantile der Standardnormalverteilung werden mit Uy bezeichnet. Aus
der Tabelle im Anhang ergibt sich z.B. Ug.g5 = 1.6449 und wegen der Sym-
metrie der Dichte der Standardnormalverteilung ergibt sich Uy = "Uq g
also Uy o5 = -1.6449. vgl. Abh.S.

SJX)
0.4
/ 0.90
0.05 // 0.05
= L B A B B
Y.05 =H=Uy 59 Y%.95

Abh.5: Dichte der N(0;1) - Verteilung mit einigen Quantilen
(b) Fiir eine B(4,0.2) - verteilte Zufallsvariable X gilt

Fy(0) =(g) 0.2%(1-0.2)4 0= 0.4006
) &\ 4-1_ )
FoD) =F (0) + (%) 0.2"(1-0.2)%1 - 0.4096 + 0.4096 = 08192,

Fyl2) =Fy (1) +(g) 0.22(1-0.2)%2-0.8192+ 0.1536 = 0.9728
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Fy(3) =F,(2) +(‘3‘) 0.23(1-0.2)*"3-0.9728 + 0.0256 = 0.9984

Fy(4) =Fy(3) +(Z) 0.2%(1-0.2"" = 0.9984 + 0.0016 - 1 ,
so daB sich z.B. der Median zu 1 und das 0.99 - Quantil zu 3 ergeben, vgl.

Abb.6.

FX( x)
1.0 —_———————
0.8
0.6
0.4+
0.2
: ? ] T
g0.5 g0.99

Abb.6: Verteilungsfunktion der B(4,0.2) - Verteilung mit einigen Quantilen I

Der Modafwent oder Modus ist ein weiteres LagemaB. Bei stetigen Verteilun-
gen ist er der Wert, an dem die Dichte maximal ist, bei diskreten Vertei-
Tungen der Wert mit der groBten Wahrscheinlichkeit.

Wir wollen nun noch einige Streuungsmafie betrachten, von denen Varianz und
Standardabweichung die wichtigsten sind.

Die Varnianz einer Zufallsvariablen X ist - ihre Existenz vorausgesetzt -

Var(X) = E(X- E00))2 (Symbol: o)

und die Quadratwurzel aus der Varianz vVar(X] ist die Standardabweichung
von X. Die Bedeutung dieser GroBen wird durch die Tachebyscheffsche Un-
gleichung deutlich. Fir jede positive Zahl ¢ gilt namlich mit 02 =Var(X)
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2
P(X-E()|2c) < o) o
C C

wah1t man speziell ¢ =ko, so ergibt sich, daB eine Zufallsvariable X hoch-
stens mit Wahrscheinlichkeit 1/k2 Werte annehmen kann, die weiter als ko von
E(X) entfernt sind; speziell fiir k =3 (30 - Regef, s. auch weiter unten) er-
gibt sich 1/9=0.111=11.1%. Bei der Berechnung der Varianz sind noch der
Satz von Steinen (Verschiebungssatz)

Var(X) = E(X2) - (E(x))?
und die folgende Rechenregel von Nutzen:
Var(aX + 8) = o?Var(X)

Ist allgemein X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert u und Varianz 02,
5o gilt fir die standardisiente Zugallsvariable Z = (X -yu)/o:

E(Z)=0 und Var(Z)=1

Varianz bzw. Standardabweichung sind MaBe flir die absolute Grofe der Streuung
um den Erwartungswert. Dagegen miBt der Variationskoefpizdent VK (fiir posi-
tive Zufallsvariablen) die Streuung relativ zum Erwartungswert:

VK =V Var(X)/E(X)

Bedispiel:
(a) Die Varianz der Standardnormalverteilung, Z~N{(0;1), ergibt sich mit
Hilfe des Satzes von Steiner wegen E(Z) =0 und

] o

-1 .
E(ZZ)= 22-—1—-e z dz =2 [zz-e z dz =1

v er v 2n
-0 0 .

zu 1. Bei der N(u;oz) - Verteilung sind u der Erwartungswert und 02 die Va-
rianz der Verteilung und nach der 3c- Regel fiir XNN(u;oz) ist, vgl. Hartung
et al. (1982),

P(n-30<X<u+30)=0.9973=99.73%
(b) Bei einer B(n,p) - verteilten Zufallsvariablen X ergibt sich zunidchst

n
£(x?) = )

i=0

iZ () p"(1-p)“"'=1_§0 Giti=ne) (7) pi0-p)"?
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) 'Eo ity (5) plup 1.20 i (5) pler-p

i=

n . s
- L i6en (’;) pl(1-p)™ T4 E(x)

j=
no. n! i n-i
=.22 (1-1) 37 n-1)1 P (1-p)

i=

=n(n-1)pg Z (;—égT%%lqu p (1-P)n_]

=n(n- 1)p-Z ﬂ.tﬂ—fzﬁrpﬁm Zinp

n-2 . .

=n(n-1)p2' ) (niz) p'(1-p)" 2 Tinp

i=0
=n(n—1)p2-+np

und somit nach dem Satz von Steiner

Var(X) = E(X2) - (E(X))2 = n(n-1)p% + np - nZp? = np? - np + np - n%p?

=np-np2=np(1-p) . l

Es sei hier noch erwdhnt, daB die GroBen E(Xk) k-te Momente und die Gros-
sen E(X —E(X))k k-te zentrale Momente der Zufallsvariablen X genannt wer-
den, die im folgenden bei Verwendung auch existieren mdgen.

AbschlieBend seien hier noch zwei GroBen eingefiihrt, die den Zusammenhang
zwischen 2 Zufallsvariablen X und Y kennzeichnen. Die Kovarianz von X und
Y ist
Cov(X,Y) =E(X - E(X))(Y-E(Y))
sie d@ndert sich durch eine lineare Transformation in folgender Weise
Cov(aX + B,YY +38) = ay Cov(X,Y)

Ein ZusammenhangsmaB, das zu keiner derartigen Anderung fiihrt, ist die
KonrneLation von X und Y

- ouy = Cov(X,Y)
XY Var(X)-vVar(v)

Diese normierte GroRe nimmt stets Werte zwischen -1 und +1 an.

Ist die Korrelation p zwischen X und Y Null, so sagt man auch "die Zufalls-
variablen X und Y sind unkorreliert". Das heifit jedoch nicht, daB es keinen
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Zusammenhang zwischen X und Y gibt, denn p miBt nur die Stdrke des linearen
Zusammenhangs zwischen zwei Zufallsvariablen. Ist p=1 bzw. p=-1, so be-
steht zwischen den Zufallsvariablen X und Y ein direkter positiver bzw.
negativer linearer Zusammenhang:

X=a¥Y+b .

wobei b eine beliebige Zahl und a im Falle p=1 (p=-1) eine beliebige po-
sitive (negative) Zahl ist.

Sind X und Y stochastisch unabhangige Zufallsvariablen, so sind sie auch
unkorreliert. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Jedoch beinhaltet
die Unkorreliertheit normalverteilter Zufallsvariablen auch deren stocha-
stische Unabhéngigkeit.

Schlieflich sei noch bemerkt, daB fiir die Varianz der Summe von n belie-
bigen Zufallsvariablen X1,...,Xn gilt:
n-1 n

) Cov(Xi,Xj)

n n
var ( )3 Xi) = 1 Var(X;)+2
i=1 i=1 i=1 j=i+1

Das heiBt natiirlich fiir stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen X1,...,Xn

n n
var ( ! L)

Var(Xi) (Gledichung von Bienaymé)

3, PRINZIPIEN DES SCHATZENS UND TESTENS; t-, x?-UND F-VERTEILUNG

Wie wir in Abschnitt 2 gesehen haben, lassen sich Zufallsexperimente mit
Hilfe von Zufallsvariablen und zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
beschreiben. Dabei ergeben sich die Zufallsvariablen meist in kanonischer
Weise aus der Beschreibung des Experiments und der Angabe der interessie-
renden Ereignisse. Dagegen ist die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung oft mit Schwierigkeiten verbunden. LdBt sich der Typ einer Vertei-
lung, z.B. X ist binomialverteilt, meist noch recht einfach festlegen, so
ist man bei der Bestimmung der Parameter dieser Verteilung auf mehr oder
weniger exakte Schdtzungen angewiesen, die sich mittels mehrmaliger Durch-
fiihrung des betreffenden Experiments bestimmen lassen.

Wir wollen nun einige Verfahren zur hier angesprochenen statistischen
Schétzung von Parametern einer Vertei]dng behandeln. Aufgrund der Realisa-
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tionen XqseeesX vON N unabhdnaigen,identisch verteilten Zufallsvariablen
X1""’Xn’ sollen dabei die Parameter der Verteilung der Xi moqlichst
"aut" aeschdtzt werden. Wir suchen also eine Schidtzfunktion én(x1,...,xn)
die der Zufallsstichprobe XpsoenoXy einen Wert zuordnet, der moalichst
nahe dem wahren Parameter 8, fir den wir uns interessieren, ist.

Eine Schatzfunktion, die weniastens im Mittel den richtigen Wert liefert,
d.h.

E(en(X1,...,X ))=6 ,

n

nennt man eine ewatungstreue Schatzfunktion.

Beispiel: Sind XqseeesXp Realisationen von unabhinaigen,identisch N(u;cz)-
verteilten Zufallsvariablen X1""’Xn’ so sind

- 2 1 2
X = X; bzw. ST EaTy L (xi X)

e~13

Si=
nr~13

i=1

erwartungstreue Schatzungen fiir den Erwartunaswert u bzw. die Varianz o°,

denn

und

[Var(X,) + (E(Xi))zl -n{var(X) + (E(Y))2]>

S|—

n n
I 108 a1 - nivar( I 1)
= i=

0]
3’
T —
—N N TN TN
-
ne-13
—_

H%T (no -%Jno ) =34T-(n—1)02
02

Eine andere wiinschenswerte Eigenschaft einer Schitzfunktion ist, daf mit
wachsendem Stichprobenumfang n die Schatzuna genauer wird:
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> 0 fiir jedes e>0

P(Iﬁn(X1,...,Xn)- 8| >¢)

n-seo

Eine solche Schdtzfunktion, die asymptotisch richtige Werte liefert, heift
konsistent.

Ein Kriterium fir die Giite eines Schitzers & fiir 6 st der sogenannte
mittlene quadratische Fehler (mean asquared erron, MSE):

MSE(0,8) = E(6 - 9)2 =Var(8) + (E(8) - 9)2

Die GroBe E(8) - 6 nennt man auch Bias oder Veazerwung des Schatzers 8.
Bef einem erwartungstreuen Schiatzer 6 fir 6 ist der MSE natiirlich gerade
die Variénz des Schdtzers. Bei konkreten Schdtzungen ist man dann natiir-
lich bemiiht, den MSE mdglichst klein zu halten.

Kommen wir nun zu den Schdtzverfahren. Eine einfache Vorgehensweise ist
die sogenannte Mcmentenmethode. Dabei wird der zu schitzende Parameter ©
durch die Momente der Verteilung ausgedriickt. Diese werden dann durch die
entsprechenden empirischen Momente geschatzt: Das k-te empirnische Moment
der Stichprobe XqseensXy ist gegeben durch

K

1 1

3
=
1
S|—

ne-13

i

Beisplel: Ein Schdatzer fiir die Varianz 02 der N(u;cz)- Verteilung nach der
Momentenmethode ist

2
1

ne~13

2 (11 21
"i'(ﬁ L Xi) T

3f—

m, - m
2 i=1

Sind XqsnessXpy Realisationen von n unabhdngig identisch verteilten Zufalls-

variablen X1""’Xn’ so ist der Schatzer fiir den Parameter 6 der Vertei-

lung nach der Maximum - Likelihood - Methode gerade derjenige Wert 6, der

die Liketfihood

P(X1 =x1)-...-P(Xn =xn) , bei diskreten Ver-

teilungen
fy (x1)-...-fX (xn) , bei stetigen Ver-
1 n teilungen

L(x1,...,xn)=

in Abhangigkeit von 6 maximiert.

Beispiel: Seien X1""’Xn unabhangig identisch N(u;1) - verteilt. Dann ist
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( )=ty (x,) - § L T
Lixgseeasx ) =Ffy (X )eouuefy, (x )= 1 e
! ntoox S o

Diese Likelihood wird maximal, wenn es die zugehdrige fLog - Likelihood wird:

noy o mplxgew)’
1nL(x1,“.,x )=1n ( — e )
n i=1

1 2
-5(x; -u)
R FAL IS )

1"
lMS

=
<7 <
33

= 21(]n;%%—%(xi-u)2) s

n n .
d.h. wenn - ¥ (x, -1)% maximal bzw. Lo(x - minimal in Abhdngigkeit

i=1 i=1
von u wird. Wegen der Minimumeigenschaft des arithmetischen Mittels X ,
vgl. Abschnitt 1, ergibt sich x als Maximum- Likelihood - Schatzer fiir l

den Parameter yu.

Allgemein ist die Likelihood als die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen
der Stichprobe bzw. im stetigen Fall als der Wert der gemeinsamen Dichte
fiir die vorliegende Stichprobe definiert, vgl. Abschnitt 5.

Als letztes Schdtzverfahren wollen wir hier die Methode den kleinsten
Quadrate vorstellen. Dabei geht man davon aus, daB der Erwartungswert der
zu beobachtenden unabh@ngig identisch verteilten Zufallsvariablen

X ,Xn in bekannter Weise vom interessierenden Parameter 6 abhangt:

-
E(X;) =g(8)

und bestimmt die Schitzung 6 = é(x1,...,xn) fiir 6 so, daB gilt:

7 A2, § 2

Io(x;-g(8))°< T (x;-g(6))

i=1 i=1

fiir alle moglichen Parameterwerte 6. Dieses Verfahren 13Bt sich auch auf
beliebige Zufallsvariablen X1""’Xn Ubertragen, vgl. Hartung et al. (1982,
Kap.III).

Beispiel: Aufgrund der Minimumeigenschaft des arithmetischen Mittels x,
vgl. Abschnitt 1, ist X ein Schitzer fiir den Parameter u einer N(u;oz)-
Verteilung nach der Methode der kleinsten Quadrate.
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Sind XpseeesXy Realisationen aus einer N(u;oz) - Verteiluna, so werden die
Parameter u und 02 in der Reael vermittels des arithmetischen Mittels

-_1
x-ﬁ(x1+... +xn)

bzw. der empirischen Varianz (fiir n>2)
n
=iy .21 (x; - %)°
i=

aeschatzt. {Diese Schdtzer fiir erste und zweite Momente einer Zufallsva-
riablen werden zumeist auch dann benutzt, wenn nichts iiber den Verteilunas-
typ bekannt ist.) Wie wir gesehen haben ist

-1 .21
_S _ﬁ

=1

ein Schatzer fiir 02 nach der Momentenmethode; der aleiche Schatzer ergibt
sich auch nach der Maximum - Likelihood - Methode. Weitere Schdtzer fiir 02
findet man in Hartung et al. (1982, Kap.IV, Abschnitt 1.3). I

Sind XXy und Yyseees¥y Realsiationen aus Normalverteilungen N(ux;oi)

bzw. N(u ;02), so wird deren Kovarianz o, (fiir n>2) durch
YUy XY -
1 0 - _
S TRT (L (G X -Y)

geschdtzt, und deren Korrelation p = Pyy durch

ne~13

(x5 =Xy, - V)

N i=1

XY - T -
IoGg=x% 1 (y,-y)
=1 i=1

1=

geschdtzt.

Fehlen in Fallen anderer stetiger Verteilunaen weitere Informationen, so
werden diese Schatzer hdufiag ebenfalls verwandt, val. jedoch fiir Korrela-
tionsschdtzer auch Abschnitt 2 in Kap.III.

Anstatt den Parameter 6 moglichst “"gut" durch einen einzigen Wert

én =§n(x1,...,xn) zu schdtzen, mochte man oft einen "kleinen" Bereich
anaeben, in dem 6 liegt. Da man Informationen liber 6 aus einem Zufallsex-
periment gewinnt, ist dies i.a. nicht mdalich. Wohl aber aibt es Methoden,
die nur mit aeringer Wahrscheinlichkeit Bereiche 1iefern, die den Parame-
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ter 8 nicht enthalten. Ist diese Dwiutumswahnscheinlichkeit htchstens a,
so ergibt sich ein Bereich, der & mit Wahrscheinlichkeit 1-a enthdlt; ein
solcher Bereich heiBt auch Vertrauens - oder Konfdidenzbereich zum Niveau
T-a. Handelt es sich hierbei um ein Intervall auf der Zahlenaerade, so
spricht man auch von einem Konfidenzintervall zum Niveau 1-a oder kurz
(1-a) - Konfidenzintervall .

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen geht man haufig so vor, daB
man sich zundchst einen Punktschdtzer 6 fiir den 1nteress1erenden Parame-
ter 6 beschafft und dessen Erwartunqswert pn(8) und Varianz o (e), die
meist vom Parameter & abhdngen, bestimmt. Dann bildet man die standardi-
sierte Zufallsvariable

§n-u(9)
a(e)

Hangt deren Verteilung nicht mehr von 6 ab, so bestimmt man Zahlen uy und
u, derart, daB gilt

§n-u(9) \
P (u1<———————iu2/3j -a fir alle 6.
~ a(8)

Dabei sollten Uy und u, S0 gewahlt werden, daB die Wahrscheinlichkeit mog-
lichst nahe bei 1-a liegt. Diejenigen Werte 6, fir die gilt

gn-u(e)
a(e)

<u

up= )

bilden dann das (1-a) - Konfidenzintervall fiir 8. Ist die Verteilung der
standardisierten Zufallsvariablen abhangig von 8, so kann man - zundchst
fiir groBe. Stichprobenumfange n - die Verteilung der GroBe

6, - uls) s

vne ——— mit o(8) =——
g \/-ﬁ

im Falle

_ 8, -u(e)
p <Vn- S _fz) —> 9(2)
durch die Standardnormalverteilung approximieren und erhdlt mit

o g o4 o
(6, T Yeas2 % = Uy_g/2]

ein asymptotisches Konfidenzintervall zum Niveau 1-o. Hier konvergiert mit
wachsendem n die Wahrscheinlichkeit, daB man ein Intervall erhdlt, in dem
der Parameter 6 liegt, gegen 1-a.
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Beispiel: Sind XgseeosXp Realisationen von n unabhdngigen N(u;cz) - verteil-
ten Zufallsvariablen mit bekannter Varianz 02, so hat die Schdatzfunktion

7=%(X1 ... +Xn) den Erwartungswert p und die Varianz %02. Damit ist

—~ X-u
vn 5

N(031) - verteilt und es ist

- X-u -1-
p(“1-m/2i‘/F 5 i“1-a/2) T-a s

wobei Uy das o - Quantil der N(0;1) - Verteilung bezeichnet. Das Konfidenz-
intervall zum Niveau 1-a flir den Parameter 6 ergibt sich somit zu

- T .-, ©
[x —zag-u1_a/2 3 X +;ﬁ¥'u1—a/2] . l

Bevor wir einige weitere Konfidenzintervalle fiir die Parameter einer

N(u;oz) - Verteilung angeben, wollen wir noch einiae sogenannte Priifven-
Zteilungen einfilhren.

Sind X1,...,Xn unabhdngige N(0;1) - verteilte Zufallsvariablen, so heiBt
n
die Verteilung von 7} X% eine {zentrale) x2 - Venteilung mit n Freiheits-
i=1

ghaden, in Zeichen

Die Quantile X;'a der x* - Verteilung sind fiir einige n und o im Anhang
vertafelt.

Sind XO’X1""’Xn unabhdngige N(0;1) - verteilte Zufallsvariablen, so ist

die Zufallsvariable

Die Quantile tn‘a der t -Verteilung sind ebenfalls fir einige n und o im
Anhang vertafelt.
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SchlieBlich heiBt eine Zufallsvariable

S PRIVICHR

(zentral) F - ventellt mit m und n Freilheitsgraden, kurz

falls X1,...,Xm ’Y1""’Yn unabhangiag standardnormalverteilte Zufallsvari-
ablen sind. Auch die Quantile Fm na der F -Verteilung sind fiir einiqe

sl

Kombinationen von m, n und o im Anhang vertafelt.

Nun noch einige weitere Konfidenzintervalle fiir die Parameter p und 02
einer N(u;oz)- Verteiluna. Bei unbekannter Varianz 02 ist

S - S
;X"’t_._ 'T]
vn n-131-a/2 N

ein (1-a) - Konfidenzintervall fiir den Erwartunqswert u. Ist der Erwartungs-
wert u einer N(u;oz) - Verteilung bekannt, so ist

-t 5 1-ar2°

n n
.21 (x1.-u)2 3 (x]-—u)2
i= BE

’

2 2
Xn;1—a/2 Xn;a/Z

ein (1-a) - Konfidenzintervall fiir die Varianz 02. Ein solches Intervall
ist bei unbekanntem u gegeben durch

[ (n-1)s2 . (n-1)s2
2 ’ 2
Xn-131-0/2 *n-1;0/2

AbschlieBend wollen wir uns nun mit statistischen Tests beschiftigen. Das
sind Verfahren, die die Richtigkeit von Aussagen iiber statistische Vertei-
lungen iiberpriifen: Ist ein Parameter groBer oder kleiner als ein bestimm-
ter Wert? Liegt er in einem bestimmten Intervali? Ist eine Zufallsvariable
normalverteilt? Mit Fragestellungen wie den beiden ersten wollen wir uns
hier beschaftigen .(Paxrameter - Tests). Die dritte Fragestelluna kann mit
Hilfe sogenannter Anpassungstests beantwortet werden, man vgl. hierzu Har-
tung et al. (1982, Kap.IV).

Solche Testvergahren oder Prifvenfahren konnen, da sie auf der Grundlaae

zufdlliger Experimente basieren, natlirlich nicht immer richtige Entschei-
dungen liefern. Priift man z.B., ob der Parameter u der N(u;oz) - Verteiluna
groBer oder kleiner als ein vorgegebener Kert Hg ist, so konnte etwa U<y
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die sogenannte (Null)hypothese Ho und u>u, die Alternativhypothese Hy
sein. Man beobachtet nun eine Stichprobe XysesesX, AUS dieser Verteilung
und will sich aufgrund dessen fiir H0 oder H1 entscheiden. Dabei kann man
zwel Fehler machen: Die Nullhypothese trifft zu, und man entscheidet sich
falschlicherweise fiir die Alternativhypothese, oder die Alternativhypothe-
se trifft zu, und man entscheidet sich fir die Nu11hypo£hese. Im ersten
Fall spricht man vom Fehler 1. Ant, im zweiten vom Fehler 2. Art. Bei
einem statistischen Testverfahren geht man nun so vor, daB man den Fehler
1. Art beschrdnkt, er soll hochstens mit einer Wahrscheinlichkeit o auf-
treten (Inutumswahischedinlichkeit, Signifikanzniveau). Einen solchen Test
nennt man Test zum Niveau o oder auch Niveau - o - Test, egal mit welcher
Wahrscheinlichkeit 8 der Fehler 2. Art auftritt. Natiirlich wird man bei
der Konstruktion von Tests bemiiht sein, diesen moglichst gering zu halten.

Bei der Bestimmung eines solchen Tests geht man wie folgt vor. Nehmen wir
an, daf getestet werden soll

Ho:eie0 gegen H1:e>e0 s

d.h. man will wissen, ob der Parameter & einer Verteilung kleiner oder
grofer als ein vorgegebener Wert eo ist. Man ordnet dann mit Hilfe einer
Teststatistik oder Pniggnrife T der Stichprobe XpseeeaXy eine Zahi
T(x1,...,xn) zZu, bei der z.B. ein grofer Wert eher fiir das Vorliegen von
H1, ein kleiner Wert eher fiir das Vorliegen von H0 spricht. Dann sucht
man eine Zahl ¢1og derart, daB gilt

%”>Chdia ﬁraﬂee€% H

der Index 6 soll hierbei andeuten, daB die Wahrscheinlichkeit bei Vorlie-
gen von 6 gemeint ist. Entscheidet man sich nun fir H1, falls T:>c1_a,
und fiir Hy, falls T<c,  , so handelt es sich bei dieser Entscheldungsne~
gel um einen Test zum Niveau o. Die GroBe g heiBt kaitischer Wert, der
Bereich T:ic1_a Annahmebereich und der Bereich T:>c1_a AbLehnungsbereich
des Tests. Entscheidet man sich nun konkret fiir HO’ so sagt man "Ho kann
nicht verworfen werden" oder “H0 wird angenommen", entscheidet man sich
fur Hy» so sagt man "H1 ist signifikant (zum Niveau a)" oder auch "H1 ist
zum Niveau a statistisch gesichert".

Ein Hypothesenpaar der obigen Form

H.:

o' 6580 gegen H1: e>80

nennt man auch einseitige Hypothese, den entsprechenden Test auch einsei-
tigen Test. Von einer zwediseitigen Hypothese bzw. einem zweiseifigen Test
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spricht man bei Hypothesenpaaren der Gestalt

H .

0 9=80 gegen H.I: 6#60

Beispdiel: Eine Maschine produziert Schrauben, deren tatsachliche Ldnge als
N(u;oz) - verteilt angenommen werden kann. Die Standardabweichung ¢ der
Maschine moge vom Hersteller mit 0.3 mm angegeben sein. Aufgrund der in
Tah.3 angegebenen Ldngen XyseeesXqn einer Stichprobe vom Umfana n = 14
aus der Produktion mochte man zum Niveau a=0.05 testen, ob die mittlere
Schraubenldnge u der Produktion kleiner oder griBer als g =30 mm ist.

Tah.3: Langen X; von n = 14 Schrauben in mm

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

X.]30.6 30.9 29.8 30.1 29.5 29.7 30.6 30.5 29.4 29.9 30.0 30.2 29.7 30.1

Das Testproblem hier ist

H.:

0 H<30 gegen H,: u>30

i
Da ein kleiner Mittelwert x eher fiir HO’ ein groBer eher fir H1 spricht,
verwenden wir die im Falle u =1 standardnormalverteilte Grofe

als Teststatistik. Falls W= ist, gilt also

Pu(T> U= s

und falls M <y ist, gilt

Pu(T> Uy ) <o

Entscheidet man sich nun im Falle T(x1,...,xn)iu1_a fiir Hy und im Falle
T(x1 sees ,xn) Uy, fiir H1, so hat man einen Niveau - o - Test vorliegen.
Dieser Test heiBt auch (einseitiger) EinstichprobengauBtest.

In unserem Beispiel ergibt sich aus Tab.3 x=30.071, und es ist

Uj.q=Y4-0.057Yp,95 " 1-6449, so daB gilt:

_ o~ 30.071-30 _
T(XpseeeaX,) =VIE S0 20.886 < 1.6489 = u o

Wir konnen die Hypothese H0 also nicht verwerfen, d.h. es kann nicht zum
5% Niveau gesichert werden, daB u grofer als 30 ist, obwohl die mittlere
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Schraubenldnge in der Stichprobe dies ist. I

An dieser Stelle sei noch etwas zur Notation von Zugallsvariablen in den
weiteren Kapiteln bemerkt. Wir werden aus Notationsariinden in der Bezeich--
nungsweise nicht immer streng zwischen Zufallsvariablen und ihren Realisa-
tionen unterscheiden. Ist von Wahrscheinlichkeiten, Verteilunaen, Erwar-
tungswerten etc. die Rede, so ist klar, daB sich dies auf die den Realisa-
tionen zugrundeliegenden Zufallsvariablen bezieht.

4, VEKTOR- UND MATRIZENRECHNUNG

In der multivariaten Statistik ist die Verwenduna von Vektoren und Matri-
zen unumganglich. Daher werden in diesem Abschnitt die Beariffe Vektor
und Matrix eingefiihrt und wichtice Rechenregeln sowie Funktionen von Ma-
trizen betrachtet.

Ein n - dimensionalen Vektor a ist ein als Spalte aeschriebenes n - Tupel
von Zahlen

fa

Der zugehOrige transponiente Vektor at =(a1,a2,...,an) ist der zum Spalten-
vekton a gehbrige Zeilenvektorn. Fir zwei n - dimensionale Vektoren a und b
ist-eine Addition
ap+by
a, +b
a+b= 2 . 2

+
3, *by

und eine Multiplikation

T -
a - b—a1b1+a2b2+...+anbn

erkldart. Weiterhin 1aBt sich ein Vektor a mit einer Zahl z multiplizieren
(shatare Multiplikation):
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za1
zZa
Ze*as= 2

zan

Von einem n - dimensionalen Vektor a der Ldnge ¢, spricht man, wenn gilt

aa=q

Mochte man einen beliebigen n - dimensionalen Vektor b =(b1,...,bn)T SO nor-
mieren, daB der normierte Vektor eine vorgegebene Lange q besitzt, so kann

man wie folgt vorgehen. Man berechnet fir i=1,...,n

//T

(dann hat der Vektor b = 1 bn) die Lange 1) und multipliziert die

GroBen bi mit q:

a;=q 'bi fir i=1,...,n
Mit a =(a1,...,an)T ist dann der normierte Vektor der Liange q gefunden.
Multipliziert man zwei n - dimensionale Vektoren a und b in der Form abT,

so ergibt sich ein quadratisches Zahlenschema:

a1b1 a1b2 e 1 n
bt a2b1 a2b2 ves azbn
anb1 anb2 ‘e anbn

Ein solches Zahlenschema nennen wir eine nxn - Matrnix. Bevor wir auf allge-
meine Matrizen eingehen zundchst ein Beispiel.

Bedispiel: Es seien a und b 4 - dimensionale Vektoren, namlich al =(4,3,7,10)
und b¥=(3,6,1,0), und es sei z=5. Dann ist

+3
+6
+1

0

+

a+bs=
1

ONwW-PA
-
WO~y

10
aTb=4:3+346+7+1+10:0=37

20
z-a=5%-= ;55, und

50
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4.3 4.6 4+1 4.0) (12 24 4 O
pTo| 33 36 31 3.0/ _|9 18 30
7.3 7.6 7.1 7-0| 7121 42- 7 0
10-3 10-6 10-1 10-0) (30 60 10 © __|

Allgemein ist eine nxm-Matrix A ein Zahlenschema bestehend aus n Zeilen
und m Spalten:

Ay Ap --e A
a1 App e Ay
a1 %n2 3m

Die Transponiente AT von A entsteht durch Spiegelung von A und ist eine

mxn - Matrix:

. a

811 3pq e By
a a eee d
12 %2 n2
AT= L }
Um 2m 3nm

Eine nxm- Matrix A kann mit einer Zahl z elementweise multipliziert werden
(skatare Multiplikation)

zayy .- 289,
z+A=| . s

zan1 cee zanm

und fiir 2 nxm~Matrizen A und B wird in folgender Weise eine Addition er-
klart:

Ay -e A b“...mm a“+b11 ”.am+bm
A+B=| I P O = .
3 -+- bn1 - bnm a +bn1 . anm'kbnm

Weiterhin gilt natiirlich fiir 2 nxm-Matrizen A und B und eine Zahl z

(A+B)T=aT+8T |, (z8)F=2A"

Falls gilt n=m, so heiBt eine nxm=nxn - Matrix A quadratisch und falls
zusitzlich A =AY gilt, so heiBt A symmetrisch.

Fiir einige symmetrische Matrizen gibt es spezielle Bezeichnungen. So st
In die nxn - dimensionale Einheiltsmatrix
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O = YN
.

s OO
. .

000...1
und Jn die nxn - dimensionale Einsermatrix

11 .01
11 ...1

Bedlspiel: Es seien

(247 (169
A‘{301] und B‘[Bsz]

2x3 - Matrizen und es sei z=4. Dann ist z.B.

23
AT=1a 0
71

eine 3x2 - Matrix,

und
(247, (169)_[31016
A*B‘[301]*[832]‘[11 3 3] : |

Kommen wir nun noch zur Multiplikation von Matrizen. Soll das Produkt A «B
zweier Matrizen A und B bestimmt werden, so muB folaende Dimensionsbedin-
aung erfiillt sein: Die Anzahl der Spalten von A muf mit der Anzahl der
Zeilen von B iibereinstimmen. Ist also z.B. A eine nxm-Matrix, so muB B
eine mxk - Matrix sein, und es ist dann

b

Ayq Ay e Agpl[byy by een by

AeB=| SRR :
31 32 -+ Ann) By Ppp oo By
m m m
121 a0y 121 3ibyp  --- 121 31ibyk
m m m
Loanibin L 2nibye L it

eine nxk - Matrix.
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Bedlspiel: Es seien

3:4+7-5410+1 3:3+7:7+10-6) (57 118
Aopo |48+ 1e54 6o1 434174 6e6| (27 55
504 +2:5+ 31 53427+ 346/ (33 47
0-4+6:5+ 91 0-3+6:7+ 9:6) (39 96

eine 4x2 - Matrix. I

Im Zusammenhang mit der Multiplikation von Matrizen gelten die folgenden
Rechennegeln:

(A+B)+sC=A+C+B+C , falls A,B,C nxm-, nxm-bzw. mxk - Matrizen,
A-(B+C)=A+B+A-C , falls A,B,C nxm-, mxk - bzw. mxk - Matrizen,
(A-B)+C=A-(B-C) , falls A,B,C nxm-~, mxk - bzw. kxq - Matrizen,
(A+B)T=BT. AT , falls A,B nxm- bzw. mxk - Matrizen sind.

Ein anderes hdufig verwandtes Matrizenprodukt ist das sogenannte Krcnecker-
produlet "® ™. Ist A eine nxm-Matrix und B eine kxq - Matrix, so ist das
Kroneckerprodukt von A und B eine nkxmq - Matrix, namlich

agq see A a”B ...a1mB
AeB=] : L |eB=| :
ang e 30 an1B ant

Bedispiel: Das Kroneckerprodukt der Matrizen

3 2 37 6 5
A=[7 4] und B=|2 9 8 1
30 4 4
ist gegeben als
9 21 18 15 | 14 12 10

3B 2B 9 0 12 12 0 8 8
A®B = B Fom o ——
78 48 21 49 42 35 | 12 28 24 20
14 63 56 8 36 32 4
29 0 28 28 {12 0 16 16 l

Fir das Kroneckerprodukt gelten die folgenden Rechenregeln:

(A+B)®C=(AsC) + (BoC), falls A,B,C nxm-, nxm- bzw. kxq - Matrizen,
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Ao (B+C)=(AsB) + (AaC), falls A,B,C nxm-, kxq - bzw. kxq-Matrizen,
z.IAo zZB=z122AoB , falls A,B nxm-bzw. kxg-Matrizen und 2y,

z, Zahlen,

A-BaC+D=(AsC)-(BaD) , falls A,B,C,D nxm-, mxk -, pxq - bzw. gx¢ -
Matrizen,

(AeB)T = ATeBT , falls A,B nxm-bzw. kxq - Matrizen sind.

Rechentechnisch ist es oft giinstiger mit Vektoren als mit Matrizen zu arbei-
ten. Daher fiihren wir hier den Operator "vec" ein, der einer beliebigen
nxm - Matrix A einen nm- dimensionalen Spaltenvektor zuordnet:

a1
252
Qyq Ay -.. A
) !1 12 im . A .
vec A= vec| : = H
a' a a °21
nl “n2 *°° “nm .
an
am

vec A entsteht also aus A, indem man die Zeilen von A transponiert und unter-
einander schreibt,

Beispiel: Es sei

Dann ist

vech= (3,4,1,2,7,6,5,3,2,4,1,0)7 l

Wir werden uns nun mit einigen Funktionen quadratischer Matrizen beschafti-
gen. Hier sei zundchst die Spur (trace) einer nxn - Matrix

Hauptdiagonale

erwdhnt. Die Spur trAvon A ist die Summe der Elemente von A, die auf der
Hauptdiagonale 1liegen, also

trA=a

n
ppragtee = 1
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Die Determinante det A einer nxn - Matrix gibt das "Spaltenvolumen" von
A an. Fiir eine 2x2 - Matrix A ist

an a12]

detA=detI ; =89435 " 3593y, ,
321 32

fiir eine 3x3 -Matrix A ist

a1 312 %3
det A = det a5y 3y, 2y3
431 %32 233
 811%22%33%312%2323113213322137231%22%137232%23% 11732131233

Eiir hoherdimensionale Matrizen nimmt man Entwicklungen nach einer Spalte
oder Zeile gemdp dem Laplaceschen Entwicklungssatz vor und reduziert da-
durch die Dimension der Matrizen, deren Determinanten berechnet werden miis-
sen, bis auf 3x3 - Matrizen oder auch 2x2 - Matrizen. Bezeichnet A1'J' die Ma-
trix, die dadurch entsteht, daB man in einer Matrix A die i-te Zeile und
die j-te Spalte streicht, so ergibt sich fiir die Entwicklung nach der i-ten
Zeile (i=1,...,n)

agq e-e Ay,
det A= det| . =

a

I~

_ay it
iy (- aijdEtAij

nl " 3
und fiir die Entwicklung nach der j-ten Spalte (j=1,...,n)

fa“ e 3q e
det A = det| : (-1) aijdetAij

"
ne~13

: i=1
an1 cen ann

Natiurlich wird man bei einer Matrix, in der einige Elemente aij den Wert
Null haben, nach derjenigen Spalte oder Zeile entwickeln, die mdglichst
viele Nullen enthdlt.

Beispiel: Wir wollen die Determinante der 4x4 - Matrix

1

[ BN I I N ]
- WO W

2
8
0
5

PN -

durch Entwicklung nach der 2. Spalte (j=2) berechnen. Es ergibt sich

detA = (-1)1+2a12 det A, + (-1)2+2a22 det Ay + (-1)3"2a32 det Ay,

4+2

+(-1) a42detA

42
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3 [4 9 8] . [7 3 2]
(-1)°+(-1)-det|7 3 10| +(-1)7+0-det{7 3 10
6 1 5 6 1 5

i

5 7 3 2 6 7 3 2
+{-1)"+6+det|4 9 8 +(-1)"+4-detj4 9 8
6 1 5 7 3 10

1(8+3+5+9+10+6 + 7+148 = 6438 - 12104 - 7+9+5) + 0
- 6(7°9+5+ 34846 + 42102 - 6:9+2 - 148+7 ~4+35)
#4(799910 + 3087 + 82302 - 7092 - 3+8+7 - 423+10)

14157 + 0 - 6-243 + 4408

=331 . l

Eine nxn - Matrix, fir die detA#0gilt, heift neguldre Matrix.

Fir eine nxn - Matrix D, die auf der Hauptdiagonale Elemente d1""’dn und
sonst nur Nullen hat, schreibt man hdufig

d1 0...0
0d,... 0
D=d1ag(d1,...,dn)= .. .
00 dn
Ein wichtiges Hilfsmittel und gleichzeitig Anwendungsgebiet der Matrizen-
rechnung ist das Losen von Linearen Gleichungssystemen. Betrachten wir
etwa das Gleichungssystem

2x1 + 5x2 = 4
-6x1+10x2:—2 ,

dessen Losung durch Xy =1 und X, = 2/5 gegeben ist. In Matrizenschreibweise
Ax =b mit x = (x1,x2)T 148t sich dieses System auch schreiben als

<l L

-6 10 X, -2

Natiirlich ist ein solches Gleichungssystem nicht immer 1osbar. Eine Losung
existiert nur dann, wenn der Rang rgA der Matrix A, d.h. die Anzahl der
Linearn unabhingigen Zeilen (oder Spalten) von A gleich dem Rang der Matrix
(A,b) ist. Eine Zeile (oder Spalte) einer Matrix heiBt 1inear unabhingig

von den iibrigen Zeilen (oder Spalten), wenn man sie nicht als Summe von
Vielfachen (Linearkombinationen) der Ubrigen Zeilen (oder Spalten) dar-
stellen kann. Den Rang einer Matrix bestimmt man, indem man sie durch Multi-
plikation von Zeilen mit Zahlen und Addition von Zeilen auf obere Dredlecks-



56 Kapitel I: Einfikrung und Grundlagen

gestalt, d.h. unterhalb der vom oberen Eckelement ausgehenden Diagonalen
sollen nur noch Nullen stehen, bringt. (Ferner gilt: rgA =trAA*; s. unten.)

Beispiel: Wir betrachten

37 6 5
A=11 0 7 2
6 7 27

Multipliziert man die zweite Zeile von A mit (~3) und addiert sie zur er-
sten, so ergibt sich die Matrix

37 6 5
0 7 -15 -1
6 7 27 11

Addiert man dann die dritte Zeile zum (-2) - fachen der ersten, so erhdlt
man die Matrix

3 7 6 5
0 7 -15 -1 s
0 -7 15 1

und man sieht, daB die dritte Zeile gerade das (-1) - fache der zweiten ist,
d.h. es ergibt sich die Matrix

3 7 6 5
0 7 -15 -1
00 0 0

Wir sehen also, daB gilt rgA= 2, denn A hat nur zwei linear unabhangiqge I
Zeilen.

Weiterhin ist es mdalich, daB ein Gleichungssystem mehrere Losungen besitzt.
Dies ist zum Beispiel fiir das System

6x1-x2-x3

17%2 :
das in Matrixschreibweise die Gestalt

[s -1 -1] X, [o]
8 -1 0f|xy| (6
X3

besitzt, der Fall. Fiir jede Zahl X, ist (x1,x2,x3) =(x1,8x1 —6,-2x1 +6)
eine Losung des Systems; z.B. (x1,x2,x3) =(4,26,-2).

Ein Verfahren zur Lgsung Tinearer Gleichungssysteme ist das GauB'sche EL{i-
minationsverfahren. Dabei macht man sich zunutzen, daB die Multiplikation
einer beliebigen Zeile eines Gleichungssystems das System nicht inhaltlich
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verdndert und daB sich auch durch Addition zweier beliebiger Zeilen das
System nicht dndert. Bei diesem Verfahren bringt man die Koefgizientenma-
tix A des Gleichungssystems auf obere Dreiecksgestalt und fihrt die dabei
verwandten Multiplikationen und Additionen parallel beim Ldsungsvektor b
durch.

Bedspiel: Mittels des GauB'schen Eliminationsverfahrens wollen wir die Lo-
sungen des Gleichungssystems

3420 X, 2

2 1 4 2 X, = 1

10 6 1ix 3
X

berechnen. Dabei benutzen wir das Schema aus Tah.4, in dem rechts die aus-
gefiihrten Multiplikationen und Additionen angegeben sind.

Tab.4: GauB'sches Eliminationsverfahren im Beispiel

X4 X2 X3 Xg
3 4 2 0 2 -2
2 1 4 2 1 -bﬂj+ J+
1 0 6 1 3 -+ (-3)
3 4 2 0 2
0 5 -8 -6 1 -4
0 4 -16 -3 -7 . (-5)—-I *
4 2 0 2
0 5 -8 -6 1
0 0 48 -9 39

Es ergibt sich

48x., - 39
- = _ 3 _16, 13
48X3 9)(4-39 N d.h. X4— 9 ——3-X3 T
und somit
5x2-8x3—6x4=5x2-8x3-48x3+39=1 s
56x., - 38
- 3 _5 . _ 38
dhe xps——p—=Tx3- 3
und schlieBlich
224 152 234 152

3y Rdxp + 2xg = 3y +TEXg T T X3 =3y 4T Xy - =2
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-234x., + 162
_ 3 __178 54
d.h. x,l-——rs—v ==Xyt

Fiir jede Wahl von X3 ist also

(.78, 545 38 16 _13
(X1,X2,X3,X4) ‘('TX3+‘§,'—5‘X3 '—5—, x3’TX3 3)

eine Losung unseres Gleichungssystems. |

Ein wichtiger Teil der Matrizenrechnung ist die Berechnung von Eigenwerten
und Eigenvektoren. Die Elgenwerte einer qdadratischen nxn - Matrix A werden
bestimmt als die Nulistellen des charakteristischen Polynoms det(A -AIn),
d.h. die n Eigenwerte )‘1""’)‘n von A sind die Losungen der Gleichung

det(A - Mn) =0
Die zum Eigenwert A gehorigen Eigenvektoren x sind dann die Ldsungen des
Gleichungssystems (x # 0)

Ax = >‘1'X

Es gilt A1+ ...+>\n=trA und fiir symmetrisches A auch >\1 LR >\n=detA.

Beispiel: Wir wollen die Eigenwerte und die zugehtrigen Eigenvektoren der
Matrix
a=|7 3
1 5

berechnen. Das charakteristische Polynom von A ergibt sich zu

det(A - ALp) = det ([Z g] - A[a ‘1’]) - det(7;>‘ 53]

=(7-3)(5-2)-13=35-7A -5 4223

=2Z 120 +32 =2 - 121 + 36 - 36 + 32
=(1-6)2-4=(A-6-2)(A-6+2)
=(x-8)(r-4)
Da fiir A =8 oder A =4 gilt
(r-8)(r-4)=0

sind A1 =8 und )\2=4 die Eigenwerte von A. Die zu >‘1 =8 gehorigen Eigenvek-
toren sind die Ldsungen des Systems

7x, +3x, = 8x
Ax=8x  , d.h. L
x1+5x2=8x2

Damit ergeben sich die Eigenvektoren zum Eigenwert A =8 zu



Kapitel I: Einfiihrung und Grundlagen 59

(x1,x2)T =(3x2,x2)T,und genauso erhalten wir als Eigenvektoren zum Eigen-
wert Xz =4 die Vektoren (x1,x2)T=(-x2,x2)T mit x, # 0 jeweils beliebig. ___J
Ein weiteres wichtiges Element der Matrizenrechnung ist die Bestimmung von
inversen Matrizen. Fiir eine quadratische nxn-Matrix A mit rgA=n (dqui-
valent dazu ist detA# 0; A neguldne Matrnix) 1ist die zu A invense Matrix

A" bestimmt durch

1

AAT =1

n

Ist A eine reguldre Matrix, so ist jedes Gleichunassystem der Art Ax=b
16sbar, und zwar eindeutig. Die Ldsung 1dBt sich angeben als x =A'1b.

Im folgenden werden wir bei der Vewwendung einen Inversen immer implizit
unterstellen, daB eine solche auch existiert, ohne dies in den Vorausset-

zungen immer explizit zu erwdhnen.

Bei der Bestimmung von inversen Matrizen kann man sich wiederum das
GauB'sche Eliminationsverfahren zunutze machen. Man notiert die regqulare
Matrix A und daneben die n - dimensionale Einheitsmatrix In und multipli-
ziert dann einzelne Zeilen mit Zahlen und addiert Zeilen von A solange
bis man A in eine Einheitsmatrix verwandelt hat. Parallel dazu fiihrt man
die gleichen Multiplikationen und Additionen ausgehend von In durch. Ist
A dann in eine Einheitsmatrix verwandelt, so ist In in die inverse Matrix
A" verwandelt.

Beispiel: Wir wollen die zur regularen 3x3 - Matrix
4 7 -3
A=(2 6 1
15 9

inverse Matrix A_1 bestimmen. Dazu verwenden wir das Schema aus Tah.5, in
dem rechts die durchgefiihrten Multiplikationen und Additionen angegeben
sind. Die zu A inverse Matrix ergibt sich also zu

o q[%9 -78 25
Al sgel-17 39 -10
4 -13 10

Dieses Ergebnis kann dadurch kontrolliert werden, daB man AA.1 ausrechnet.
Hat man korrekt gerechnet, so muB gelten

-1
AA —I3

Hier ergibt sich
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ST 4 7 -3|](49 -78 25 1 65 0 0
AA =-6-52 6 1(|-17 39 -10 =gT 0 65 0
15 9 4 -13 10 65

wir haben also richtig gerechnet.

Tah.5: Berechnung einer inversen Matrix

4 7 -3 1 0 0
+
A= 2 6 1 0 1 0 o ( _Z)J J+
1 5 9 0 0 1 {(-4)
4 7 -3 1 0 0
0 -5 -5 1 -2 0 <13
+

0 -13 -39 1 0 -4 o -S)J
4 7 -3 1 0 0 130
0 -5 -5 1 -2 0 «26 J+
0 0 130 8 -26 20 g L

520 910 0 154 -78 60 I+
0 -130 0 34 -78 20 o7
0 0 130 8 -26 20

520 0 0 392 -624 200 «1/520
0 -130 0 34 -78 20 «(-1/130)
0 0 130 8 ~-26 20 *+1/130
1 0 0 49/65 -78/65 25/65 -1
0 1 0 -17/65  39/65 -10/65 =A
0 0 1 4/65 -13/65 10/65

Ist eine Matrix A nicht reguldr, so 138t sich keine Inverse bestimmen.
Stattdessen muB man sich mit sogenannten generalisierten Inversen von A
begniigen. A” heift eine generalisiente Inverse zur nxm-Matrix A, falls
gilt

AAA=A
Hat man ein 1dsbares Gleichungssystem Ax =b gegeben, so ist eine Losung
angebbar als x=A"b. Die nxm-Matrix A~ ist allerdings i.a. nicht ein-
deutig. Um Eindeutigkeit zu erreichen, wird daher hdufig die sogenannte
Pseudoinvense oder Moone-Penrose-Tnvense At von A verwandt. A* ist durch
die folgenden 4 Bedingungen bestimmt:

ARTA = A

ATART = AT

(A*A) = (A* M)

(AA") = (AA%)T

|
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Da die erste Bedinguna cerade der fiir generalisierte Inverse entspricht,
ist AT eine spezielle generalisierte Inverse, die in Fdllen requlédrer Ma--
trizen A mit A'1 iibereinstimmt. Zur Berechnuna von At aibt es viele Ver-
fahren, val. z.B. Albert (1972), Ben-Israel/Greville (1980); ein spezielles
wollen wir hier angeben. (Dies eianet sich im Falle der Existenz auch zur
Berechnung einer Inversen.) Wir bezeichnen die Spaltenvektoren einer nxm-
Matrix A mit CETRRR und die Matrix der ersten k Spalten von A mit Ak’
d.h. A= (a1,...,am) und A= (a1,...,ak) fur k=1,...,m. Fir k=2,...,m de-
finieren wir weiter

+
de =Py o T R

Dann qilt fir k=2,...,m

+ T
TR
Ak= bT
k
mit
¢ fall #0
. K » falls ¢,
bk: T, =1 ,T,+
(1 +dkdk) dA.y - falls ¢ =0

Benutzt man, daf die Pseudodnverse eines Vektons x durch

xt= ! X
ToT
X“X

T, falls x#0, und x*=0 , falls x=0 ,

gegeben ist, so kann man ausgehend von

sukzessive A;, A .,A; =A" bestimmen.

+
I

Ist A eine nxm-Matrix mit n<m, so wird man den Grevilleschen Alaorithmus
nicht auf A sondern auf AT anwenden, da dann die Schrittzahl aeringer ist.
Ist dann (AT)+ die Pseudoinverse von AT, so ergibt sich die Pseudoinverse

A“=((AT)*)T :

denn es gilt stets

von A zu

(ANYT = (aT)*
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Beispiel: Wir wollen die Pseudoinverse A* zur 4x3 - Matrix

32 7
15 4 1
A=l9 3 -2

8 6 10

bestimmen. Es ist zundchst
+

3
P s 1
! g 32+(-5)2+92+8

und somit ergibt sich fir k=2

”
dy = Ala, =705 (3,-5,9,8) |4
6
2) (3 358
e o el |-5l.e1_ 1] 76
Cp=dy-Ady=ay-a4dy = 130 -1 9| 175 =779] 537
6 |8 1074
d.h. es ist
pT=ct-1 (7o 179° 1 (175,1021,-12,586
2 e, 2" 416606 170

=791ﬂ (175,1021,-12,586)

Damit ergibt sich dann

1
2

1 (73 -569 402 154
[175 1021 -12 586

Fiir k =3 erhalten. wir nun

5 (3,-5,9,8) =q7g (3,-5,9,8)

- 183

+305( _

- 549
- 488

)

by w17 (175,1021,-12,586)

7
doAta o1 (73 -569 402 154)| 1] _ 1 (678
37723 TR 70 1021 -12 586 ;g 8130
N (3 2 55398
eaomdol 1|5 81 [678) _ 1 7914
372837 R837 120 " 9 3) 7974|8130) ~ 7974 |- 15828
10] |8 6 79140

s

_1 o/ = He . . =61
=175 (3:2-5:4+9:3+8:6) =y,

175

1 11021
“T79| -2

586

+ T 1 61 1
A1 -d2b2 7 (3,-5,9,8) 179 7915 (175,1021,-12,586)

18294
29130

" 130492

54204
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37104
1 |-21216
“7918 |-46320
24936

und daraus dann

v 1 1 79142

T = = . 1 - -
b3—C3~CTC C3— m W (37104, 21216, 46320,24936)
33
- cgosTz (37104,-21216,-46320,24936)
so daB sich
A; - d3bg
Al=n"=
Teats
bT
3
: 2176 -39920 33456 9160
- 25280 96688 46704 17368
S80512) 37104 -21216 -46320 24936

1 272 -4990 4182 1145
=orgy|-3160 12086 5838 2171
4638 -2652 -5790 3117

ergibt. I

Niitzlich sind haufig auch die Beziehungen
A* = (ATA)*AT  und At =aT(aaT)t

womit man z.B. fiir den Fall, daB ATA invertierbar ist, erhalt: A* = (ATA) 'AT.

[Betrachtet man das Gleichungssystem
Ax =b .

bzw., falls dies nicht 10sbar ist, das allgemeine Problem

minimiere (Ax -b)T(Ax -b) bzgl. x

mit A nxm-Matrix, b n-dimensionaler Vektor, x m-dimensionaler (unbekann-
ter) Vektor, so sind die Losungen x darstellbar als

x=A+b+(Im—A+A)w ,

wobei w ein beliebiger n - dimensionaler Vektor ist. Auch im Falle eines
19sbaren Gleichungssystems Ax =b sind dessen Ldsunaen in dieser Form angeb-
bar, und es gilt in diesem Falle insbesondere Ax0=b fiir xO=A+b {x=x
w=0).

o’
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Dabei haben die Vektoren v = (Im-A+A)w die Eigenschaft, daB Av=0 gilt, d.h.
sie gehdren zum Kern (nullspace) N(A) von A; das sind gerade alle Vektoren x,
fiir die Ax =0 ist, und jedes solche x 1aBt sich in der Form x =(Im-A+A)w,
mit w m - dimensionaler Vektor, darstellen.

Die ausgezeichnete Losung x =X, =A'b (w=0) hat die Eigenschaft, daB sie un-
ter allen Losungen obiger Aufgabe den kleinsten Betrag bzw. die kleinste
Norm ||x||= (xTx)1/2 besitzt, und daB sie orthogonal zum Kern N(A) ist, d.h.
fiir alle Vektoren v mit Av=20 gilt: v?A*b = 0. Ferner gilt: rgA==trAA+.]

Allgemein nennt man zwei Vektoren x und y onthogonale Vektoren, wenn xTy =0
gilt, und schreibt dann x | y. Sie heiBen orthononmate Vektoren, wenn sie
orthogonal und zudem noch normiert (auf Betrag 1) sind, d.h. xT& =0 und

[Ix11=llyll=1.

Verwenden wir das Zeichen ||.|| ohne weitere Kennzeichnung, so verstehen wir
darunter stets den euklidischen Betrag bzw. die euklidische Noam

lIxll= (%) /2 -

Ne~13
>
N

FUr X = (Xq00eeox )T
320 1 1 n
Zum AbschluB dieses Abschnitts iiber Matrizenrechnung wollen wir noch den
Begriff der Definitheit einer symmetrischen nxn - Matrix A einfiihren. Dazu
bezeichne x einen n-dimensionalen Vektor und A eine nxn - dimensionale Ma-

trix. A heiBt positiv (negativ) definit, falls fiir alle x #0 gilt
XCAX > 0 (<0) 2alle Eigenwerte von A>0 (<0)] ,
und A heift positiv (negativ) semidefinit, falls fir alle x gilt

xTsz 0 (<0) [2alle Eigenwerte von A>0 ( <0)]

In allen anderen Fdllen heiBt die Matrix A indefinit. Ist A semidefinit und
invertierbar, so ist A definit.

5, MEHRDIMENSIONALE UND MULTIVARIATE VERTEILUNGEN

Im Abschnitt 3 haben wir uns mit Zufallsvariablen und ihren Verteilungen
beschaftigt. Mitunter ist man aber gleichzeitig an mehreren Zufallsvariabien
KysewnsXos d.h. an einem zufdlligen Vektor oder Zufallsvekton (X1,...,Xn)T,
interessiert. Zum Beispiel kann man sich bei Menschen fiir ihre GriBe X1

und ihr Gewicht X2 interessieren. Zur Beschreibung der Wahrscheinlichkeits-
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venteilung eines lufallsvertons X =(X1,...,Xn)T genligt in der Regel nicht
die Kenntnis der Verteilung der einzelnen Komponenten X1,...,Xn; dies ist
nur dann der Fall, wenn X1,...,Xn stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen
sind. Vielmehr mu8 die mehrdimensionale (gemeinsame) Verteilungsgunktion
zur gemeinsamen Verteifung des Zufallsvektors X

FX(X1""’Xn) = P(X1ix1,X2£x2,...,Xnixn)
bekannt sein. Die Verteilung einer einzelnen Zufallsvariablen Xi bezeich-

net man als die i-te Randvertellung von X und ihre Verteilungsfunktion be-
rechnet sich als

in(xi) =P(X]‘ix~i) =P(X1im""’x-iix

1.,...,Xnﬁc’o)

1im FX(X1""’Xn)

x, >

J#i

Wie im eindimensionalen spricht man von einem diskret verteillten Zufalls-
vektor X, wenn die Anzahl der mdglichen Realisationen (x1,...,xn)T abzahl-
bar ist, d.h. wenn die Verteilung von X durch die Angabe der Wahrschein-
lichkeiten fiir ihre Realisationen eindeutig festaelegt werden kann. Dage-
gen spricht man von einem atetig verteilten Zufallsvektor X, wenn sich
seine Verteilungsfunktion in der Form

1 %
Fegeeneaig) = [ oo [ fylEqengde.dey

darstellen 1d8t; die nichtnegative Funktion fx(x1,...,xn) nennt man auch
die gemedinsame Dichte der Xi‘ Sind die Zufallsvariablen Xi stochastisch
unabhdngig, so entspricht ihre gemeinsame Dichte gerade dem Produkt der
Dichten der Xi:

fX(x1,...,xn) =fx1(x1)-...-fxn(xn)
Im folgenden werden wir uns mit der mehr- und multidimensionalen Normalver-
teilung beschaftigen. Dabei nennen wir einen n - dimensionalen Zufallsvek-
tor X mehadimensional nonmalventedilt, wenn er sich darstellen 138t als

X=AY+b ,

wobei A eine nxp - Matrix, b ein n-dimensionaler Vektor und Y =(Y1,...,Yp)
ein zufdlliger Vektor aus unabhidngigen N(0;1) - verteilten Zufallsvariablen
Yl""’Y ist. Der Erwartungswert des Zufallsvektors X ist dann wegen
E(Yi): 0 fiir i=1,...,p gerade
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X

1] [EC)
E(X) = E :

L]
"
o

Xn E(Xn)

und die Kovarianzmatrix von X ist gegeben durch

o1 %2 %1n

%21 °§ * 2n T
Cov(X) = §y = M = A

a g 0‘2

ni n2 n

Man schreibt auch kurz X ist N(b;tx) - verteilt oder X«/N(b;xx), denn die
mehrdimensionale Normalverteilung ist durch Erwartungswert und Kovarianz-
matrix eindeutig charakterisiert. [Entsprechend 138t sich E(X) und *X auch
bei nichtnormalverteiltem X bzw. Yi fir i=1,...,p definieren.]

Aus der Kovarianzmatrix XX von X 18Bt sich direkt die zugehtrige Kornrela-
tionsmatrix Corr(X) bestimmen. Es ist

T “n
0,0 Tttt g.0
172 1"n 1 P12 *** P1p
o o
21 1 2n 1
0,04 tt 9,0, P21 * Pon
Corr(X) = =| : :
: Pr1 P2 - !
%1 %2 |
%91 9%

Natirlich sind Kovarianz - und Korrelationsmatrix von X stets symmetrische

nxn - Matrizen, d.h. 0..=0. und positiv semidefinit bzw.,

ij Ji i

und pij =pj
falls sie invertierbar sind, sogar positiv definit.

: _ T _ T s .
Sind X —(x11,...,x1n) senesXy —(x11,...,x]n) Realisationen aus einer
n - dimensionalen N(b;ix) - Verteilung, so wird b vermittels

und I, im Falle T1>2 vermittels

1
S=pr LR =57
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-~

] -2 1] - -
iR TRERE R o U TRERTICIRERY
LT e % 40 ) ! % (Xiq =% 1)°
= SRR ST PICS VR T=1 .4, 517 %
i=1 i=1
S1 512 1
S 52 S
21 52 21
2
S11 512 $

geschatzt. Ein Schdatzer fir Corr(X) ist dann

T2 oo T
1

r «es T
R=| ¢ 20 mit

Ist tx reguldr, d.h. 2;1 existiert, so besitzt die Verteiluna von X eine
Dichte; diese hat mit x =(x1,...,xn)T die Gestalt

1 Ty~1
-x{x-b)"f, (x-b)
fX(x1,...,xn) = ! ce 2 X

v (2n)"-det$x

vgl. Abh.7- 10, wo die Dichten einiger bivariater Normalverteilungen dar-
gestellt sind; natiirlich haben diese Dichten eigentlich eine glatte Ober-
fldche, was sich aus technischen Griinden in den Abbildungen jedoch nicht
realisieren 1ieB. Die Verteilungsfunktion von X ist dann natiirlich

X9 Xn
FX(x1,...,xn)= J [ fx(51,...,gn)dg1...dgn

-00
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044

0.31
4

0.2

1(x,.x,)

Abh.7: Dichte der bivariaten Normalverteilung N ([2] ,[é ?])

0.4

0.3

£(x,.x,)

Abh.8: Dichte der bivariaten Normalverteilung N ([2] ;[018 038])
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0.4

0.0

§
i

e T

t
2
3
T

¢ 2
xl ! 8 ! X,

Abh.9: Dichte der bivariaten Normalverteilung N ([2];[_& 8 '%‘8J)

0.4

Abh.10: Dichte der bivariaten Normalverteilung N ([2];[8 002})
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Die mehrdimensionale Normalverteilung hat einige schine Eigenschaften. Gilt
fiir einen n - dimensionalen Zufallsvektor X, daB X'vN(b;xx), und ist B eine
mxn - Matrix, ¢ ein m- dimensionaler Vektor, so ist

Z=BX+c n N(Bb+c;B$XBT)

Insbesondere heipt dies, daB alle Randverteilungen einer mehrdimensionalen
Normalverteilung wieder Normalverteilungen sind. Weiterhin weif man, daf
die Komponenten von X stochastisch unabhdngig sind, wenn sie paarweise un-
korreliert, d.h. Corr(X) = In’ sind.

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daB man auf einen normalverteilten
n - dimensionalen Zufallsvektor X schlieBen kann, wenn fiir alle n-dimen-
sionalen Vektoren d die Zufallsvariable d”X normalverteilt ist. Bei kon-
kret vorliegenden mehrdimensionalen Daten (Beobachtungsvektoren) 1dBt sich
mittels eines sogenannten Q- Q- Plots, vgl. Kap.IX, iiberpriifen, ob diese
einer mehrdimensionalen Normalverteilung entstammen.

Kommen wir nun zur multivariaten Nowmalverteilung. Eine zufdllige nxp - Ma-
uix Y heiBt multivariat normalverteilt mit nxp - Erwartungswertmatrix A
und npxnp - Kovarianzmatrix f, kurz Y~ N(A;}), falls mit dem im Abschnitt 4
eingefiihrten vec - Operator gilt:

vec Y vN(vecA;f)

d.h. vecA ist der Erwartungswert und { die Kovarianzmatrix von vecY.

Eine in engem Zusammenhang zur mehrdimensionalen Normalverteilung stehen-
de Verteilung ist die W.ishartverteifung; sie ist eine Verallgemeinerung
der in Abschnitt 3 eingefiihrten x2 - Verteilung.

Sind X1 seeesXo M unabhingige n - dimensionale N(0;}) - verteilte Zufallsvek-
toren, so besitzt, falls I positiv definit ist,

_ T T
Y-X1X1 +...+XmXm

eine (zentrale) Wishartverteilung wm(t) mit m Freiheitsgraden und Parame-
ter . Der Erwartungswert von Y ist gerade E(Y) =m{.

6. DATENMATRIX UND DISTANZMATRIX

Multivariate statistische Verfahren werden ausgehend von einer Datenmatrix Y
oder einer Distanzmatrix D verwandt. Daher wollen wir uns zundchst mit die-



