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Vorwort zur 6. Auflage 

Nachdem auch die 5. Auflage dieses Buches recht schnell vergriffen war, 
liegt hier nun bereits die 6. Auflage vor. Da der Text in den Vorauflagen 
überarbeitet wurde, konnte er hier weitgehend unverändert bleiben. Auch 
weiterhin sind wir für Anregungen der Leser dankbar. 

Joachim Härtung 
Bärbel Elpelt 

Aus dem Vorwort zur 1. Auflage 

Die Statistik und insbesondere die Multivariate Statistik wird überall dort 

eingesetzt, wo es gilt, komplexes Datenmaterial auszuwerten. In allen Be-

reichen der Wissenschaft aber auch in Wirtschaft, Handel, Technik und Ad-

ministration werden im Zuge der fortschreitenden Technisierung vielfältige 

Informationen erhoben, gemessen, beobachtet und registriert, aus denen es 

gilt, relevante Schlüsse zu ziehen. 

Dieses Buch, in dem die wohl wichtigsten Verfahren der Multivariaten Stati-

stik dargestellt werden, wendet sich sowohl an den im Beruf stehenden Prak-

tiker als auch an Wissenschaftler und Studenten aller Fachrichtungen. Es 

ist somit nicht nur ein Lehrbuch sondern vornehmlich auch ein praktisches 

Handbuch und Nachschlagewerk für jeden, der mit der Auswertung umfangrei-

cher Daten konfrontiert wird. 

Um diesem Anspruch gerecht werden zu können, werden die einzelnen Verfahren 

bzw. die mit ihnen beantwortbaren Fragestellungen anhand von Beispielen 

aus den verschiedensten Anwendungsgebieten erläutert. An die Darstellung 

der Methoden respektive ihrer Voraussetzungen und ihrer Durchführung 

schließt sich stets ein konkretes, nachvollziehbares Zahlenbeispiel an; bis 

auf ganz wenige Ausnahmen wurden die zahlreichen Beispiele ausschließlich 

mit Taschenrechnern (TI 51111 und HP 15C) durchgerechnet und alle Zwischen-

schritte aufgeführt, so daß man einen tieferen Einblick in die Wirkungswei-

sen der Verfahren erlangt. 

Man kann sich fragen, wozu eine solche Darstellung im Zeitalter der Fertig-

programme überhaupt notwendig ist. Wir sind der Meinung, daß eine Anwendung 

von Fertigprogrammen nur dann sinnvoll erfolgen kann, wenn die implemen-

tierten Verfahren zumindest in ihren Grundzügen dem Benutzer bekannt sind. 



X I V Vorwort 

Insbesondere ist nur dann eine sachgerechte Interpretation der Ergebnisse 

möglich. 

Das Buch ist so weit wie möglich derart gehalten, daß es eigenständig und 

ohne große mathematische Vorkenntnisse gelesen und verstanden werden kann. 

Die unbedingt benötigten Grundlagen aus Statistik, Wahrscheinlichkeits-

rechnung und Matrizenrechnung sind daher im ersten Kapitel des Buches noch 

einmal kurz dargestellt. Abgesehen von der erforderlichen Kenntnis der dort 

eingeführten Grundbegriffe können die einzelnen Kapitel weitgehend unab-

hängig voneinander gelesen und erarbeitet werden, was den Handbuchcharakter 

unterstreicht. 

An dieser Stelle möchten wir nachstehenden Personen für ihre Unterstützung 

bei der Erstellung des Buches unseren Dank aussprechen. Frau Dipl.-Stat. 

BaAbaAa Htine. erstellte das gesamte Typoskript einschließlich der Tusche-

zeichnungen und war uns durch ihr sorgfältiges Mitlesen sowie das Nach-

rechnen einiger Beispiele sehr behilflich. 

Das Programm zur Erstellung der Flury-Riedwyl-Faces in Kapitel IX wurde uns 

dankenswerter Weise von Herrn Dr. Bernhard Flury und Herrn Prof. Dr. Hans 

Riedwyl, Universität Bern, zur Verfügung gestellt und konnte unter Verwen-

dung des Graphiksystems Disspla des Hochschulrechenzentrums der Universität 

Dortmund angewandt werden. In diesem Zusammenhang möchten wir auch die 

Herren cand. stat. Manfred Jutzi und cand. stat. Thomas Nawrath erwähnen, 

die sich bei der Implementierung und der Erstellung einiger Computer-

Abbildungen, von denen 15 im Text aufgenommen wurden, einsetzten. 

Mit Herrn Prof. Dr. Rolf E. Bargmann, University of Georgia, haben wir wäh-

rend seiner von der Deutschen Forschungsgemeinschaft unterstützten Gast-

professur im Sommersemester 1980 an der Universität Dortmund aufschluß-

reiche Gespräche geführt. Herr Priv.-Doz. Dr. Peter Pflaumer, z.Zt. Univer-

sität Dortmund, hat durch anregende Diskussionen während der Entstehungszeit 

des Buches dessen Ausrichtung beeinflußt. 

Joachim Härtung 
Bärbel Elpelt 



Einleitung und Überblick 

In vielen Bereichen der WiA&en&cha.$t, z.B. in den Wirtschafts- und Soz ia l -

wissenschaften, den Ingenieurwissenschaften, der Psychologie, der Pädagogik, 

der Umweltforschung, den Agrarwissenschaften, der B io l og ie , der Medizin, 

der Chemie, der Archäologie, der Astronomie, der Physik, der Geographie, 

der Geodäsie, der Geologie oder der Informatik, spie len Auswertung und In-

terpretat ion großer Datenmengen eine entscheidende Ro l le ; in zunehmenden 

Maße der Fa l l i s t dies aber auch in W-crf-icfaxfi, Handel, XdminiA&iaXion und 

Technik. 

Die S ta t i s t i k und insbesondere die Multivan-iaXz Statistik s t e l l t Methoden 

und Verfahren zur Verfügung, die der Aufbereitung, tabe l lar i schen und gra-

phischen Repräsentation und Aufwertung komplexer Datensituationen dienen. 

Zum Beisp ie l ermöglichen gutpfr-oic/ie Repsiäi&n£ation4ioAjnen wie die in Abb.l 

abgebildeten Flury - Riedwyl - Faces, K le iner - Hartigan - Trees und B i p l o t -

Suns 

Flury-Riedwyl-Face Kleiner- Hartigan-Tree Biplot-Sun 

Abb. l: Drei Be isp ie le zur Graphischen Repräsentation komplexer Datensitua-
tionen 

nicht nur einen schnellen und klaren überbl ick über komplexe Strukturen 

sondern erlauben auch eine direkte Analyse und Interpretat ion der Daten; 



2 Einleitung und Überblick 

da graphsiche Repräsentationen von Datenraengen oftmals erst Ergebnis ande-

rer multivariater Verfahren sind bzw. andere Verfahren benutzt werden, um 

graphische Darstellungen zu gewinnen, werden wir uns erst im neunten Kapi-

tel ausführlich mit ihnen beschäftigen. 

Die Gewinnung von Voten, die der statistischen Analyse natürlich stets vor-

aus geht, erfolgt in einem Expe/Ument oder einer Erhebung durch B e o b a c h t u n -

gen und Me inungen , die an Objekten, UnteAiuchangielnhextm vorgenormien wer-

den. Objekte können in diesem Zusammenhang etwa Firmen, Werkstücke, Perso-

nen, Tiere, Länder etc. sein. Beobachtet bzw. gemessen werden dann an den 

Objekten die Ausprägungen verschiedener interessierender MerknaZe. Bei Per-

sonen können etwa die Ausprägungen von Merkmalen wie Größe, Gewicht, Fami-

lienstand, A l ter , Blutdruck, Beruf, Parteizugehörigkeit interessieren; bei 

Firmen sind z.B. Bilanzkennzahlen wie Kapital Umschlag, Eigenkapitalanteil , 

dynamischer Verschuldungsgrad und L iquidität wichtig für die Beurteilung 

ihrer Kreditwürdigkeit; bei PKW's sind Hubraum, Leistung, Höchstgeschwin-

digkeit , Preis, Reparaturanfäl1igkeit, Kraftstoffverbrauch wesentlich zum 

Vergleich verschiedener Typen; Länder lassen sich bzgl. ihrer Einwohner-

dichte, ihrer F e r t i l i t ä t s r a t e , ihrem Altersaufbau, ihrem Industr ia l is ie-

rungsgrad, ihrem Prokopfeinkommen, ihrer landwirtschaftlichen Nutzfläche 

usw. untersuchen. 

In einem Experiment oder einer Erhebung können nun oftmals nicht a l l e Ob-

jekte aus einer interessierenden Grundge^amthexX sondern nur einige st ich-

probenartig, zu fä l l ig ausgewählte Objekte berücksichtigt werden. Beispiels-

weise können nicht a l l e Werkstücke aus einer Produktion überprüft werden 

(insbesondere bei zerstörenden Prüfungen) und in einer Meinungsumfrage zur 

nächsten Wahl können nicht a l l e Wähler befragt werden. Man begnügt sich 

dann mit einer möglichst repräsentativen Stichprobe von Objekten aus der 

Grundgesamtheit, analysiert diese Stichprobe und möchte dann auch ausge-

hend von dieser Stichprobe "gültige" Rückschlüsse auf die interessierenden 

Merkmale in der Gesamtheit a l l e r Objekte ziehen. 

Bzgl. der Grundlagen von "vernünftigen" Experimenten und Erhebungen sowie 

der geschichtlichen und philosophischen Begründung des Einsatzes s t a t i s t i -

scher Analyseverfahren sei hier auf die ausführliche Einleitung in Härtung 

et a l . (1982) hingewiesen. 

Multivariate itatistliche VeA&ahren sind nun dadurch ausgezeichnet, daß 

sie die gemeinsame, gleichzeit ige Analyse mehrerer Merkmale bzw. deren Aus-

prägungen erlaubt. Werden an Objekten (aus einer Grundgesamtheit) also die 
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Ausprägungen von mehreren Merkmalen beobachtet, so können alle Beobachtungs-

daten mit Hilfe der Multivariaten Statistik gemeinsam ausgewertet werden. 

Der Vorteil gegenüber einzelnen, univariaten Analysen für jedes Merkmal be-

steht darin, daß auf diese Art die Abhängigkeiten zwischen den beobachteten 

Merkmalen berücksichtigt werden. 

Wir werden uns in den Kapiteln I bis X dieses Buches mit den verschiedenen 

multivariaten Verfahren beschäftigen, wobei insbesondere auch ihre konkrete 

Anwendung auf Beobachtungsdaten im Vordergrund steht, und die benötigten 

Grundlagen aus Statistik und Mathematik bereitstellen. Hier soll zunächst 

ein kurzer Oberblick über die behandelten Methoden gegeben werden, wobei 

die jeweils zu beantwortenden Fragestellungen - also das inhaltliche Ziel 

der Verfahren - im Vordergrund stehen sollen. Der detaillierter an den 

Voraussetzungen und Möglichkeiten multivariater statistischer Verfahren 

interessierte Leser sei auf die ausführlichen E-cn l i ^ X u n g i n d&fi e-inzeln&n 

Kapitel bzw. AbichniXte hingewiesen, die auch zahVvLichz 8 e x ^ p l e Z z aus den 

vzuchizdiimi A nuiendung ig ebneten enthalten. 

Im Kapitel I werden wir zunächst in knapper Form die wesentlichen Grund-

lagen der Multivariaten Statistik behandeln. Wir beschäftigen uns mit der 

Beschreibung von Datenmaterial durch Kenngrößen (deskriptive Statistik), 

mit Elementen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, als da sind Wahrscheinlich-

keiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Zufallsvariablen, Verteilungen, Ver-

teilungsfunktionen, Dichten und Kenngrößen von Verteilungen,und mit der in-

duktiven, schließenden Statistik, d.h. mit den Prinzipien von Punkt- und 

Bereichsschätzungen für unbekannte Parameter einer Verteilung und mit sta-

tistischen Tests über solche Parameter; dabei werden insbesondere die Nor-

mal- und die Binomialverteilung berücksichtigt. Weiterhin werden wir uns 

mit der Vektor- und Matrizenrechnung auseinandersetzen, die ein wesentli-

ches Hilfsmittel der Multivariaten Statistik ist. Sodann werden mehrdimen-

sionale und multivariate Normal verteilungen eingeführt, die bei vielen sta-

tistischen Verfahren eine große Rolle spielen. Abschließend beschäftigen 

wir uns noch mit der Gewinnung von Daten- und Distanzmatrix; Datenmatrizen 

enthalten die an Objekten beobachteten Ausprägungen mehrerer Merkmale und 

Distanzmatrizen beschreiben die Ähnlichkeiten von Objekten. 

Das Kapitel II ist der RigKeAi-iomanatyie. gewidmet; die dort beschriebenen 

Vorgehensweisen sind zwar selbst nicht im eigentlichen Sinne multivariat, 

jedoch ist ihre Bedeutung in den Anwendungen und für andere multivariate 

Verfahren so groß, daß wir sie nicht vernachlässigen wollten. Die Regres-

sionsanalyse untersucht den iunktionatin Zuiammenhang zwischen einem ein-
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zelnen Merkmal, das an Objekten beobachtet wird, und e iner Reiher weiterer 

von den Objekten getragener Merkmale. Wir beschäft igen uns mit der Spez i -

f i k a t i o n der funkt ionalen Beziehung und mit Untersuchungen über die Ein-

Hiiiit den. Μexkmate: Welche der Merkmale s ind wesentl ich zur Erklärung des 

beobachteten Merkmals, welche der Merkmale können bei Berücks icht igung der 

übrigen ve rnach lä s s i g t werden? Ein weiteres Ziel der Regress ionsanalyse i s t 

na tü r l i ch die Pnognoie zukünft iger Werte. 

BeiAp-iel: Bei der Angebotserste l lung fUr Produkte i s t d ie Ka lku la t ion der 

Produktionskosten von entscheidender Bedeutung. Diese Kosten hängen von 

verschiedenen Einf lußgrößen wie etwa den Rohmaterial kosten, der zur Pro-

duktion benötigten A r b e i t s z e i t , der zu produzierenden Menge etc. ab. Be-

stimmt man aufgrund der bekannten Produktionskosten f rüherer Waren mi t te l s 

Regress ionsanalyse den funkt ionalen Zusammenhang zwischen Produktionsko-

sten und solchen E inf lußgrößen, so las sen s ich d ie die Produktionskosten 

wesentl ich bestimmenden Einf lußgrößen ermitte ln und die Produktionskosten 

f ü r e in neues Produkt prognost i z ie ren. 

Bei der Regress ionsanalyse werden nun verschiedene Fä l l e unterschieden. I s t 

wie im obigen Be i sp ie l das interess ierende Merkmal quan t i t a t i v , d.h. kann 

es be l ieb ige Werte in einem Bereich annehmen, so sp r i cht man von quantita-

tiven R e g n e n i o n A a n a l y i e . Werden dann die E i n f l ü s se der übrigen Merkmale 

durch fe s te Parameter beschrieben, so las sen s i ch die Methoden der multi-

plen RegieMionianalyie anwenden; s ind hingegen zumindest e in i ge der E in -

f l ü s s e a l s z u f ä l l i g anzunehmen, so kommt man zu Gemischten Line.an.zn Model-

ten. Im Fa l l e e ines qua l i t a t i v en , beobachteten Merkmals, d.h. eines d i s -

kreten Merkmals mit nur e in igen möglichen Ausprägungen, kommt die di&kneXe 

Regnebiionianalyie (Linea/iei Wahmcheinliahkeitimodell, Logit-, Pnobitana-

lyie) zur Anwendung. 

Wird in der Regress ionsanalyse ein funkt iona ler Zusammenhang zwischen ver -

schiedenen Merkmalen h e r g e s t e l l t , so dient die in Kapitel I I I da rge s te l l t e 

KonnetatlonAanalyie der Bestimmung e iner Maßzahl fü r d ie Stänke eines Zu-

Aa.mmenh.angi. H ier werden solche Korrelationsmaße fü r verschiedene Merkmals-

typen v o r g e s t e l l t . Dabei kann der Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen 

(einlache Komelation), der zwischen einem Merkmal und e iner Gruppe anderer 

Merkmale {mxltiple Konnelation) oder auch der zwischen zwei Gruppen von 

Merkmalen (k a n o n i s c h e Konnelation) von Interesse se in . Mitunter i s t eine 

Kor re la t ion z.B. zwischen zwei Merkmalen nur dadurch bed ingt , daß beide 

Merkmale mit weiteren, noch gar n icht berücks icht ig ten Merkmalen k o r r e l i e r t 

s i nd ; der Ausschaltung so lcher E i n f l ü s se dienen die pantielle und bi-pan-
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tiette KofiAeiatlomanalyie. Neben Maßen für die Stärke eines Zusammenhangs 

werden in diesem Kapitel z.B. auch s ta t i s t i s che Tests angegeben, mit denen 

s ich etwa überprüfen läßt , ob solche Zusammenhänge auch s i gn i f i kan t vor-

handen s ind. 

B e s p i e l : Um die Eignung eines Bewerbers für eine bestimmte Pos it ion zu 

prüfen, werden oftmals Eignungstests durchgeführt. Solche Tests müssen na-

tü r l i ch so gestaltet se in , daß s ie die tatsächl iche Eignung eines· Bewerbers 

möglichst gut widerspiegeln. Aufgrund der Testergebnisse früherer, bereits 

im Betrieb arbeitender Personen, deren tatsächl iche Eignung sich inzwischen 

erwiesen hat, läßt s ich mit H i l fe der Korrelationsanalyse die Stärke des 

Zusammenhangs zwischen Test und tatsächl icher Eignung ermitteln. 

Werden an jeweils einer Reihe von Objekten aus r verschiedenen, vergleich-

baren Grundgesamtheiten (Bewohner verschiedener Länder, Betriebe aus ver-

schiedenen Branchen oder Regionen, Tiere oder Pflanzen gleicher Gattung 

aber verschiedener Ar t , Produkte aus verschiedenen Produktionslosen usw.) 

ρ Merkmale beobachtet, so spr icht man vom multivaA.Xaten ( p - v a r i a t e n ) r -

Stichpiobenpioblem. Im Kapitel IV beschäftigen wir uns zunächst mit mul-

tivcuujxXm Ein- und hMeJj>tJjihpn.obenpKob lernen im F a l l e gemeinsam i n der j e -

weiligen Grundgesamtheit normal ver te i l ter Merkmale. Von Interesse sind dann 

die Schätzung den Vcwxmeteh. in den ein bzw. zwei Grundgesamtheiten sowie 

T e i i i über dieie Parameter. Im Einstichprobenfall überprüft man, ob die 

Parameter s i gn i f i kant von vorgegebenen Werten verschieden sind,und im Fal le 

zweier Stichproben testet man die Gleichheit der Parameter in beiden Grund-

gesamtheiten. Für den Fall von r>2 Stichproben behandeln wir im Kapitel IV 

zudem den Vergleich der Streuungsmatrizen in den r zugrundeliegenden Grund-

gesamtheiten sowie die Zuordnung "neuer" Objekte zu einer der Grundgesamt-

heiten; der Mittelwertvergleich im r - Stichprobenproblem wird im Zusammen-

hang mit der multivariaten Varianzanalyse erst im Kapitel X behandelt. Die 

Zuordnung "neuer" Objekte, an denen die ρ Merkmale beobachtet werden, zu 

einer von r Grundgesamtheiten nennt man auch O-Uktiminatlon oder Identifi-

kation. Wir werden uns im Rahmen der Diskriminanzanalyse nicht nur mit Zu-

ordnungivorichriften £ÜA "neue." Objekte sondern vielmehr auch mit der Ααό-

uahZ weienttccher Merkmale f ü r d i e D i s k r i m i n a t i o n b e s c h ä f t i g e n . 

Beispiel: In einem metal 1 verarbeitenden Betrieb werden Werkstücke aus ver-

schiedenen Legierungen gefert igt . Beobachtet man an einigen Werkstücken, 

von denen man weiß, zu welchem von zwei unterschiedlichen Gefügen s ie ge-

hören, nun Merkmale wie Fes t i gke i t , spezi f i sches Gewicht usw., so kann auf-

grund der Verfahren für multivariate Zweistichprobenprobleme überprüft wer-
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den, ob Unterschiede bzgl. Mittelwert und Streuung der Merkmale zwischen 

den Gefügen bestehen. Basierend auf den Zuordnungsvorschriften der Diskri-

minanzanalyse kann aufgrund der Beobachtungen der Merkmale an weiteren 

Werkstücken überprüft werden, welchem der Gefüge diese Werkstücke zuzuord-

nen sind. Außerdem können die für Unterschiede zwischen den Gefügen wesent-

lich verantwortlichen Merkmale bestimmt werden. Die nicht oder kaum zwi-

schen den Gefügen trennenden Merkmale werden bei der Zuordnung "neuer" 

Werkstücke dann oft gar nicht mehr berücksichtigt. 

Viele (multivariate) statistische Verfahren lassen sich nur anwenden, wenn 

die an einer Reihe von Objekten beobachteten Merkmale quantitativer Natur 

sind. Sind die Ausprägungen der interessierenden Merkmale (z.T.) qualita-

tiver Art (z.B. Farben, Bewertungen, Nationalitäten, Berufe usw.) so müs-

sen entweder qualitative Verfahren angewandt werden oder die Daten müssen 

für die statistische Analyse zunächst aufbereitet werden. Ein universelles 

Instrumentarium stellt hier die SkcJU.znu.Yi3 quailtaXlvzn. MzKkmaliauApn.ägun-

gzn dar, die im Kapitel V ausführlich behandelt wird; der Vorteil einer 

derartigen VaXznauibznexXung gegenüber direkten Verfahren für qualitative 

Merkmale liegt insbesondere auch darin, daß die Anforderungen an die Daten-

basis sehr viel geringer sind. Skalierungsverfahren ordnen den qualitati-

ven, kategoriellen Merkmalsausprägungen Zahlen derart zu, daß die skalier-

ten Daten dem vorgesehenen Auswertungsverfahren möglichst gut angepaßt 

sind. Wir beschäftigen uns zunächst mit der SkaJLlzMing zlnu zinzzlnzn Mznk-

mxli , dessen qualitative Ausprägungen einer natürlichen Rangfolge unterlie-

gen (moLKginatz NonmatLilzAung), und dann mit der SkaLLznung ζMzLzn quaLL-

tcLtivox Mznkmx&z, wobei die Ausprägungen des einen Merkmals derart skaliert 

werden, daß sie das andere Merkmal möglichst gut erklären, und umgekehrt, 

d.h. die Korrelation der skalierten Merkmale wird maximiert. Ausgehend von 

diesen Skalierungsverfahren werden einige spezielle statistische Verfahren 

wie z.B. die Güteprüfung solcher Skalierungen, die Diskrimination neuer Ob-

jekte zu den Ausprägungen eines der beiden Merkmale usw. behandelt. Wer-

den mzh>1 ati zuizi quaJUtcutivz MzAkmalz beobachtet, so empfiehlt es sich, 

sie alle gemeinsam zu skalieren; ähnlich wie im Fall zweier Merkmale kann 

die gemeinsame Skalierung derart erfolgen, daß der Gesamtzusammenhang zwi-

schen allen skalierten Merkmalen möglichst groß ist. Oftmals ist es nun so, 

daß eines oder mehrere der beobachteten Merkmale eine Sonderstellung ein-

nehmen: Wie bei der Regressionsanalyse möchte man diese ausgezeichneten 

Merkmale, die auch KnJXe.nMimivafUa.blzn genannt werden, möglichst gut durch 

die übrigen Merkmale erklären. In diesem Fall kann eine Skalierung nach 

dem Kriterium der maximalen multiplen bzw. kanonischen Korrelation erfolgen. 

Schließlich werden wir im Kapitel V noch Skalierungsverfahren behandeln, 



Einleitung und Überblick 7 

d ie gemeinsam mit den qua l i t a t i ven Merkmalen beobachtete, quant i ta t i ve 

Merkmale {gmlichtz Oatmtypzn) berücks icht igen. 

ΒίΛΔρ-ίίΖ: 

(a) Im Abschnitt 3 des Kap i te l s V werden wir uns au s füh r l i ch mit einem 

Problem der Produktforschung beschäft igen. Von der "Consumers Union of the 

United S ta tes " wurde eine Befragung von 391 Autobesitzern über die Repara-

t u r a n f ä l l i g k e i t verschiedener Te i l e ihrer PKW's durchgeführt, um Untersch ie-

de zwischen den verschiedenen PKW - Her s te l l e rn aufzudecken. Wir berücks ich-

t igen bei der Skal ierung der insgesamt 14 Reparaturanfäl l igkeitsmerkmale 

(z .B. Bremsen, Automatikgetr iebe, innere und äußere Ka ro s se r i e , Heizungs-

und Bei Leitungssystem) die Kr i te r iumsvar iab le "He r s t e l l e r " auf 5 Stufen 

(American Motors, Ch ry s l e r , Ford, General Motors, ( b zg l . des US - Marktes) 

aus ländische H e r s t e l l e r ) , überprüfen die Güte der Ska l i e rung , bestimmen 

die sieben fü r die Unterschiede zwischen den Hers te l le rn wesentl ich ver-

antwortl ichen Merkmale usw. Ausgehend von den sieben wesentl ichen Merkma-

len wird dann eine Datenmatrix und eine Distanzmatrix fü r die fünf Her-

s t e l l e r e r s t e l l t ; die Datenmatrix enthäl t mi t t le re Skalenwerte der sieben 

Reparaturanfäl l igkeitsmerkmale bei jedem He r s te l l e r und die Distanzmatrix 

beschreibt basierend auf diesen mitt leren Skalenwerten die Ähnl ichkeiten 

der He r s t e l l e r zueinander. 

(b) Um zu einem optimalen E insatz von Werbung zu gelangen, werden bei 10 

Produkten die Werbekosten, die Art der Werbung ( a g g r e s s i v , einschmeichelnd, 

erlebnisweckend) sowie der daraufhin zu verzeichnende Gewinn und der Ge-

schäft s typ mit r e l a t i v höchstem Absatz (Kaufhaus, Supermarkt, K le ingeschäft ) 

erhoben. S k a l i e r t man bei diesen gemischt qua l i t a t i ven und quant i tat iven 

Beobachtungsdaten die Merkmale Werbeart und Geschäftstyp mit r e l a t i v höch-

stem Absatz, so l a s sen s ich hierzu die Methoden des Mu l t i va r i a ten Linearen 

Model l s , das wir in Kapitel X behandeln, e insetzen. Natür l ich wird man bei 

der Ska l ierung so vorgehen wol len, daß aufgrund der Merkmale Werbeetat und 

Werbeart dann mögl ichst gut Gewinn und Geschäftstyp mit r e l a t i v höchstem 

Absatz für "neue" Produkte p rognos t i z i e r t werden können. 

Einen gänz l ich anderen Zweck a l s die in Kapitel V da rges te l l te Skal ierung 

von Ausprägungen qua l i t a t i v e r Merkmale ve r fo l g t d ie sogenannte Mu&tidimzn-

s ton ale SkatieAung (MPS), die wir im Kapitel VI behandeln. Ausgehend von 

Ähnl ichke i t s informat ionen über eine Reihe interess ierender Objekte wird 

bei der Mult idimensionalen Skal ierung eine (q - dimensionale) Skala bestimmt, 

auf der die Objekte da r s te l l ba r s ind ; d.h. zu jedem der Objekte wird ein 

q - dimensionaler Datenvektor derart bestimmt, daß die Distanzen zwischen 

den Objekten durch die Abstände zwischen den Datenvektoren mögl ichst gut 
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approximiert werden. Ist die gewählte Dimension q des Repräsentationsraumes 

kleiner als vier, so lassen sich die Objekte als Ergebnis der Multidimen-

sional en Skalierung auch graphisch darstellen. Bei der meVÜAchen mjJUÄdi-

rnemionalen Skalierung wird ausgehend von einer Distanzmatrix für die in-

teressierenden Objekte eine q - dimensionale Konfiguration so bestimmt, daß 

die ursprünglichen Distanzen zwischen je zwei Objekten möglichst gut durch 

die Distanzen der Skalenvektoren (zahlenmäßig) approximiert werden. Beim 

klassischen Verfahren, der Haupt - Koordinaten - Methode, geschieht dies auf 

rein algebraische Art und Weise, wohingegen das Nonlinear - Mapping - Ver-

fahren, dessen Zielsetzung die Erhaltung lokaler Strukturen in den Distan-

zen ist, iterativ arbeitet. Bei der nic.hXmeVUAc.hzn multidimen&ionaZen Ska-

lierung werden konkrete Zahlenangaben für den Grad der Ähnlichkeit bzw. 

Verschiedenheit der interessierenden Objekte nicht benötigt. Das VeA^ahren 

von Kruikal geht von der Rangfolge der Ähnlichkeiten von je zwei Objekten 

aus und konstruiert eine Skala derart, daß diese Rangfolge möglichst exakt 

beibehalten wird. Die Unfolding - Technik hingegen benötigt sogenannte I - Ska-

len für jedes der Objekte; die I - Skala für ein Objekt gibt dabei die Rang-

folge der Ähnlichkeiten der übrigen Objekte zu diesem Objekt an. Davon aus-

gehend wird dann eine (eindimensionale) Skala bestimmt, die möglichst gut 

die I-Skala wiedergibt. 

Will man sich die Ähnlichkeiten den. an Objekten beobachteten Merkmale ver-

anschaulichen, so kann z.B. basierend auf den Korrelationen der Merkmale 

auch hierzu ein Verfahren der Multidimenionalen Skalierung verwandt werden. 

Beispiel: Wir kommen hier noch einmal auf das Beispiel (a) zu Kapitel V 

zurück. Dort wurden Reparaturanfälligkeitsmerkmale von PKW's gegen die Kri-

teriumsvariable Hersteller skaliert und aufgrund der sieben wesentlichen 

Merkmale konnten eine Daten- und eine Distanzmatrix für die fünf betrach-

teten Hersteller bestimmt werden. Ausgehend von einer Distanzmatrix für die 

fünf Hersteller, die ja Informationen über die Ähnlichkeiten bzgl. der Re-

paraturanfälligkeitsmerkmale enthält, ist in Abb.2 eine dreidimensionale 

Konfiguration für die Hersteller graphisch dargestellt, die mittels eines 

MDS - Verfahrens gewonnen wurde. Umgekehrt können basierend auf den Korre-

lationen der Reparaturanfälligkeitsmerkmale auch diese repräsentiert werden. | 

Im Kapitel VII beschäftigen wir uns dann mit der Cluiteranalyie, d.h. der 

Klaiii^ikation von Objekten (Taxonomie, patte/in recognition). Ausgehend von 

einer Datenmatrix oder einer Distanzmatrix werden bei der Clusteranalyse 

die interessierenden Objekte in Klassen, Gruppen eingeteilt, und zwar der-

art, daß die Objekte, die zur selbea Klasse gehören, einander möglichst 
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General 

Abb.2: Dreidimensionale MDS - Konfiguration für fünf Autohersteiler basierend 
auf Reparaturanfälligkeiten verschiedener PKW-Teile 

ähnlich sind und Objekte aus verschiedenen Klassen sich möglichst stark un-

terscheiden, d.h. die Klassen sollen in sich homogen und untereinander he-

terogen sein. Wir werden Verfahren zur Konstruktion von vier verschiedenen 

Klaa^lkcutlonitypin behandeln. Die Klassen einer übzid&ckung können sich 

überschneiden, jedoch darf keine Klasse von Objekten vollständig in einer 

anderen Klasse enthalten sein. Eine Pcwtction ist ein Spezialfall des 

Klassifikationstyps Überdeckung;hier werden die Objekte in disjunkte Klas-

sen von Objekten, also Klassen, die sich auch nicht teilweise überschneiden, 

eingeteilt. Quai-ih<ietuvickirn und Hiz>uvic.hlzn sind Verfeinerungen der beiden 

vorgenannten Klassifikationstypen. Eine Quasihierachie wird gebildet durch 

eine Folge von Überdeckungen; ausgehend von einer feinsten Überdeckung 

(Überdeckung mit den meisten Klassen) werden auf jeder Stufe der Quasihier-

archie Vergröberungen vorgenommen, indem einander ähnliche Klassen von Ob-

jekten zu einer einzigen Klasse zusammengefaßt werden. Ebenso wird eine 

Hierarchie durch eine Folge von immer gröber werdenden Partitionen gebildet. 

Quasihierarchien und Hierarchien lassen sich in Form von "Stammbäumm", 

Hierarchien auch durch sogenannte Vnndnogiamme. veranschaulichen. Möchte 

man auch Pcuit-it-Lonzn odeA übe-Ίdzckung&n gnaphLtch doaustzJUizn, so kann man 

mittels Multidimensionaler Skalierung, vgl. Kapitel VI, zunächst eine etwa 

zweidimensionale Konfiguration für die interessierenden Objekte bestimmen 

und in diese dann die Klassen der Partitionen bzw. Überdeckungen einzeich-

nen. Wie schon bei der Multidimensionalen Skalierung sind auch die Verfah-

ren der C1usteranalyse auf an Objekten beobachtete Merkmale anwendbar, 

wenn man etwa von den Korrelationen der Merkmale ausgeht. Betrachtet man 
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die mittels Clusterarialyse k l a s s i f i z i e r ten Objekte a l s Lernstichprobe aus 

einer größeren Gesamtheit, so können mittels spezie l ler auf K la s s i f i ka t ion 

zugeschnittener Diskriminationsverfahren auch weitere, "neue" Objekte den 

Klassen der K las s i f i kat ion zugeordnet werden. 

BeXip-ceX: Aufgrund der Evolution, d.h. der stammesgeschichtlichen Entwick-

lung von Lebenwesen, sind heute existierende T ier- und Pflanzenarten mehr 

oder weniger verwandt. Basierend auf einer hierarchischen Clusteranalyse 

kann man versuchen .diese Entwicklung zu rekonstruieren ("Evo lu t ion* - Bäume"). 

Jede Stufe der Hierarchie entspricht dann einer Evolutionsphase·und die 

Klassen der feinsten Part it ion werden gerade durch die heute existierenden, 

interessierenden Arten gebildet. Je gröber die Partit ion wird, desto wei- ι 

ter bewegt man sich in die Vergangenheit der Stammesgeschichte. | 

Die an Objekten beobachteten Merkmale sind in der Regel miteinander korre-

l i e r t und lassen sich auf lat&nte., "kümti^iche" HeAkmxtz ( F a k t o i m ) , die 

selbst nicht beobachtet werden können, zurückführen. Beispielsweise dienen 

Eignungstests für Bewerber zur Feststellung der charakterlichen Eignung, 

der Fiihrungsqual itäten usw. Solche Eigenschaften sind nicht direkt meßbar 

oder beobachtbar und werden daher basierend auf speziellen Frage- bzw. Auf-

gabenstellungen überprüft. Die FaktoA&nancUyi&, mit der wir uns im Kapitel 

V I I I beschäftigen wollen, dient nun der Reduktion einer Vielzahl beobach-

teter Merkmale auf wenige latente, s ie beschreibende Merkmale. Zunächst 

werden orthogonale, unkorrel ierte Faktoren derart bestimmt, daß durch s ie 

ein möglichst großer Teil der Korrelationen der Merkmale erklärt wird. 

Hier g ibt es die verschiedensten Verfahren, die zu diesem Zwecke eine La-
dung-imcUAix konstruieren, welche die Korrelationen der beobachteten Merk-

male mit den latenten Faktoren enthält; bei höchstens drei extrahierten 

Faktoren lassen s ich, basierend auf einer solchen Ladungsmatrix, die beob-

achteten Μe/ikmaJLe. auch gmpkLich Im Raum deA Vaktoim daMtzltm. Es g ibt 

unendlich v iele in obigem Sinne optimale Ladungsmatrizen; daher stel len 

die verschiedenen KonitnuktioniveAiafaim, von denen wir die Maximum - L ike-

lihood - Methode, die kanonische Faktorenanalyse, die Hauptfaktorenanalyse, 

die Zentroidmethode und das Jöreskog - Verfahren vorstellen wollen, stets 

zusätzliche Bedingungen. Sie l ie fern keine im Sinne bestmöglicher Interpre-

t ierbarkeit der latenten Faktoren in Bezug auf die Merkmale optimale Lö-

sung. Daher werden im Anschluß an die. Konstruktion von Ladungsmatrizen zu-

meist noch FaktowiotAtlcmm durchgeführt, deren a l l e r Ziel das Erreichen 

einer möglichst guten Interpretierbarkeit der Faktoren im Sinne des von 

Thurstone geprägten Begriffes der Ein&a.c.ki>tmxktun i s t . Man unterscheidet 

bei den Rotationsverfahren zwischen orthogonalen und schiefwinkligen Rota-
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t ionen. Bei e iner Oitkogonattotation wie z.B. der Variamx- und der Quart i -

max - Rotat ion b l e i b t die Orthogonal i tat der latenten Faktoren erha l ten, 

wohingegen 6ciUeiwj.nkLige RotcLtLoniveA^alvizn, von denen wir die Methode 

der Primärfaktoren behandeln, auf k o r r e l i e r t e , s ch ie fw ink l i ge Faktoren 

führen. S ch l i eß l i ch wird im Rahmen der Faktorenanalyse noch das Schätzzn 

von sogenannten F a k t o f i i m u n t & n behandelt. Das Z ie l h ierbe i i s t , einem Ob-

j ek t , an dem die zugrundegelegten Merkmale beobachtet wurden, einen n ieder-

dimensionalen Datenvektor bzg l . der Faktoren zuzuordnen. Natür l i ch las sen 

s ich bei weniger a l s v i e r Faktoren dann die Objekte aufgrund d ieser Daten-

vektoren im Koordinatensystem der Faktoren auch graphisch veranschaul ichen. 

Grundvoraussetzung der Faktorenanalyse i s t , daß die Zahl der betrachteten 

Objekte größer i s t a l s die Zahl der an ihnen beobachteten Merkmale. I s t 

d ies n icht der F a l l , so wird die Faktoiznanalyie. oft auch aufi die Objekte. 

an s t e l l e der Merkmale angewandt, was zwar im strengen Sinne n icht er laubt 

i s t , häuf ig jedoch zu gut interpret ierbaren Ergebnissen f üh r t , v g l . auch 

die E in le i tung des Kap i te l s V I I I . 

6eJjspitl: An verschiedenen Kl imastationen in Europa werden Merkmale wie 

mi t t le re Monatstemperatur, mi t t le re Jahrestemperatur, Temperaturschwankung, 

Zahl von F ro s t - und Sonnentagen, r e l a t i v e Lu f t f euch t i g ke i t , N iedersch lags -

menge, Zahl der Regen-, Gewitter- , Schneefal1 tage usw. erhoben. Führt man 

nun eine Faktorenanalyse durch, so l äßt s i ch f e s t s t e l l e n , daß a l l e diese 

Merkmale im wesentlichen durch v i e r latente Faktoren beschrieben werden 

können: die thermischen Ve rhä l tn i s se , die Humidität, die thermische und 

hygr i sche Kont inenta l i tä t bzw. Ozeanität. Schätzt man nun die zugehörigen 

Faktorenwerte für die einzelnen Kl imastat ionen, so i s t es mögl ich, f e s t -

zu s te l l en , welche Regionen bzg l . d ieser Faktoren einander ähnl ich s i nd , ι 

a l so eine Kl imaregion b i lden. I 

Wie bere i t s eingangs d ieser E in le i tung erwähnt, dienen gnaph-Liche VeA^ahAen 

der Veranschaulichung komplexer Datensituat ionen bzw. der Darste l lung von 

Ergebnissen (mu l t i va r ia te r ) s t a t i s t i s c h e r Analysen; solche Verfahren werden 

im Kapitel IX au s füh r l i ch behandelt. Zunächst werden zwei spez ie l l e Verfah-

ren zur über s i ch t l i chen Darste l lung eindimeni-Lonalei Voten, "Stem and Leauei" 

und "Box - Plot", sowie eine Mög l ichke i t zur Repräsentation zuieldUmenilonalen. 

Paten am Be i sp ie l eines P^iodufei - Maikt - Poit&olioi v o r ge s t e l l t . Q-Q-Ploti 

dienen der übexpid^ung von VenteÄJtangiannahmen fü r mehrere Merkmale sowie 

dem Etfceimeji i«n Auiieißein in mul t i v a r i a ten Daten. In den übrigen Kapite ln 

des Buches werden immer wieder graphische Verfahren zur Repräsentation von 

Objekten oder den an ihnen beobachteten Merkmalen a l s Ergebnis einer mu l t i -

var iaten s t a t i s t i s c hen Analyse angegeben; im B-ί - Plot lassen s i ch nun Merk-
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male und Objekte g l e i c h z e i t i g zweidimensional veranschaul ichen, und zwar 

werden die Objekte basierend auf ihren Ähnl ichkeiten und den konkret an 

ihnen beobachteten Merkmalswerten, die Merkmale basierend auf ihren Korre-

la t ionen und Streuungen rep rä sen t i e r t . Bei den b i sher angesprochenen Ver-

fahren werden a l l e interess ierenden Objekte und/oder an ihnen beobachtete 

Merkmale g l e i c h z e i t i g in einem B i l d d a r ge s t e l l t . Andere graphische Reprä-

sentationsformen s t e l l en je.de,6 Objekt in ebenem iepanaten Βild dar, natür -

l i c h ausgehend von den. an ihm beobachteten Merkmalsausprägungen. Die e i n -

fachsten Darstel lungsformen s ind d i e , bei denen nur d ie Ausprägungen jedes 

Merkmals durch Streckungen oder Winkel d a r ge s t e l l t werden: Pn.o{ile, Poly-

gonzüge, Glyphi , SteAne, Sonnen, Vla.im.nten. Bei den Fluny - Rleduiyl - FaceA , 

v g l . auch Abb.1, wird jedes Objekt durch e in Gesicht rep rä sent ie r t . Die 

Ton.m von Gei-ichtit&tl&n wie G e s i c h t s l i n i e , Mund, Nase, Augenbraue, Auge, 

Pup i l l e , Haarschraffur usw. hängt dabei von den beobachteten Merkmalswerten 

ab. Andnem - Ploti und Blumen dienen der Repräsentation von Objekten durch 

tAlgonometnliche Funktionen, deren Koef f i z ienten durch die beobachteten 

Merkmalsausprägungen bestimmt s ind. Bei den b i sher angesprochenen g raph i -

schen Verfahren i s t die Merkmalsanordnung be l i eb i g . Dagegen e r f o l g t bei 

QuadeAn, Bäumen und Bungen, v g l . z .B. den in Abb.1 darges te l l ten Kletnen.-

Hantxgan-Tn.ee, die Anondnung deA HeAkmale im B i l d gemäß, ihneA Ähnlichkei-

ten. Für a l l e Objekte wird zunächst ausgehend von diesen Ähnl ichke i ten eine 

gemeinsame St ruktur bestimmt, die dann je nach beobachteten Merkmalsaus-

prägungen für jedes Objekt v a r i i e r t . Bei den Facetten e r f o l g t die Μesikmali-

anon.dnu.ng nach den Wichtigkeit f ü r die D i sk r iminat ion zwischen den Objek-

ten. Die Wicht igke i t der Merkmale wird durch fü r a l l e Objekte g le i che Win-

kel , die konkreten Ausprägungen durch Strecken beschrieben. S ch l i eß l i c h 

werden bei den Bi-Plot-Sonnen die Korre lat ionen der Merkmale mit darge-

s t e l l t . Ausgehend von der Bi - P lot - Darste l lung der Merkmale werden die an 

den Objekten beobachteten Merkmalswerte durch Strecken rep rä sen t i e r t , v g l . 

auch die Abb.1. 

Beispiel: Die w i r t s cha f t l i c he Entwicklung eines Betr iebes oder e iner Bran-

che läßt s i ch anhand der Beobachtung von Bi lanzkennzahlen über mehrere Jah-

re hinweg beurte i len. Im letzten Abschn i t t des Kap i te l s IX wird m i t te l s 

graphischer Verfahren die Entwicklung der chemischen I ndus t r i e der Bundes-

republ ik Deutschland in den Jahren 1965 b i s 1980 da r ge s t e l l t . Basierend 

auf An lagen in tens i tä t , E i genkap i t a l an te i l , E igenkap i ta l rend i te (Return on 

Investment), Umsatzrendite, L i q u i d i t ä t , dynamischem Verschuldungsgrad und 

Kapitalumschlag werden die Jahre, die h i e r d ie Ro l le der Objekte übernehmen, 

durch F lury - Riedwyl - Faces, Andrews - P l o t s , Burgen, Bäume und Facetten 

rep rä sent ie r t . 
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Im abschließenden Kapitel X beschäft igen wir uns s c h l i e ß l i c h noch mit dem 

Muttiva^AxU&n Llnexuizn ttodzll. Hier wird der Zusammenhang von m E in f l uß -

var iab len und ρ beobachteten Merkmalen untersucht. Grundsätz l ich wird dabei 

zwischen Μod.eZle.ri mit ^eAten EHekten und ΜodeJULzn mit zu.iöJUU.Qm Ε R e k t e n 

unterschieden; bei ersteren werden die E inf lußgrößen a l s f e s t , bei l e t z t e -

ren a l s z u f ä l l i g angenommen. Wir beschäft igen uns zunächst mit den atigz-

meinm UaA.gehemmiien bei festen E in f l ußva r i ab len , wie Parameterschätzun-

gen, Vert rauens interva l len fü r die Parameter und f ü r zukünft ige Beobach-

tungen (Piagnoiin), Tests über die Parameter und entsprechende Testver-

fahren, usw. Sodann werden zwei spez ie l l e Model lk lassen behandelt. Bei der 

mxttlvaAAJxtm K&gn&ii-Loniamilyie s ind a l l e E in f lußvar iab len quant i ta t i ve r 

A r t , bei der imltivaKiaXen KovafUanzancUy6e s ind e in i ge E inf lußfaktoren 

quant i ta t i v (Kovar iab len) , andere qua l i t a t i v e r Art (Faktoren auf endl ich 

v ie len Stufen, die mit 0 und 1 kod ier t werden, je nachdem ob die entspre-

chende Stufe eines Faktors v o r l i e g t oder n i ch t ) . 

BeXi.pi&t: Wir haben im Be i sp ie l (b) zum Kapitel V die Ska l ierung der Merk-

male Gewinn und Geschäftstyp mit r e l a t i v höchstem Absatz gegen die E i n f l uß -

var iablen Werbeetat und Werbeart angesprochen. Verwendet man die Skalenwer-

te für die Werbeart, so l äßt s i ch der E in f luß der Werbung auf die beiden 

interess ierenden Merkmale in einem mult ivar iaten Regressionsmodell unter-

suchen. Betrachtet man hingegen die Werbeart a l s qua l i t a t i ven Faktor auf 

den drei Stufen a gg re s s i v , einschmeichelnd und erlebnisweckend, so wird 

die Analyse in einem Kovarianzanalysemodel 1 mit der Kovariablen Werbeetat 

durchgeführt. 

Weiterhin beschäft igen wir uns mit Modellen der muZtiva.'Uate.n VcuUanzana-

tijsc sowie der Pioi-ilanalyie, bei denen a l l e E in f lußfaktoren q u a l i t a t i v e r 

Art s ind. Im Zusammenhang mit der mult ivar iaten Varianzanalyse werden das 

Modell mit nur einem E in f l uß fak to r , dessen Wirkung auf die ρ i n te re s s i e ren -

den Merkmale untersucht wird, sowie verschiedene zwei faktor ie l1e Versuchs-

anlagen (einfaches mul t i va r ia tes Blockexperiment, zweifache K r e u z k l a s s i f i -

kation mit Wechselwirkungen, zweifach h ierarch i sche K l a s s i f i k a t i o n ) behan-

de l t . Bei der P ro f i l ana l y se steht n icht der genere l le E in f luß de s -qua l i t a -

t iven Faktors auf ρ Merkmale im Vordergrund sondern vielmehr die Untersu-

chung eines ze i t l i chen Ver laufs (Ven£a.txfsi>ku.n\je.n); dazu wird nur e in e i n ze l -

nes Merkmal, dieses aber zu ρ verschiedenen Zeitpunkten beobachtet und mit 

den Stufen eines qua l i ta t i ven E in f luß fakto r s in Verbindung gebracht. 

BeLspi&l: Um den E in f l uß des Faktors "Region" auf den SO^ - Gehalt in der 

Luft zu untersuchen, werden in m Gebieten (Stufen des Faktors "Region") 
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an verschiedenen Stellen (Wiederholungen) die SOg - Gehaltswerte gemessen 

und zwar am selben Tag jeweils a l le zwei Stunden (ρ = 12). Mittels einfak-

tor ie l ler multivariater Varianzanalyse kann nun untersucht werden, ob der 

Faktor "Region" eine generellen Einfluß auf die S02 - Gehaltswerte zu ver-

schiedenen Tageszeiten hat. Die Profilanalyse ermöglicht zudem die Unter-

suchung von Fragestellungen wie z.B.: Sind die Verläufe der Gehaltswerte 

in den Regionen wesentlich verschieden oder verlaufen sie weitgehend gleich-

läuf ig, nur auf unterschiedlichem Niveau; sind die Tagesmittel werte des 

SO2 - Gehalts in den Regionen als gleich anzusehen, d.h. sind die durch-

schnittlichen Umweltbelastungen durch S02 in den Regionen praktisch gleich? 

Schließlich behandeln wir im Kapitel X dann spezielle Modelle mit zu fä l l i -

gen Effekten, wobei hier die Untersuchung des Einflußes qualitativer Va-

riablen im Vordergrund steht. Erstrecken sich in Modellen mit festen Effek-

ten die Aussagen nur auf die konkret im Experiment betrachteten Stufen 

qualitativer Einflußvariablen, so geht man nun davon aus, daß die konkreten 

Stufen nur eine Auswahl aus allen möglichen Faktorstufen darstellen, eine 

Aussage sich aber auf sämtliche Stufen beziehen so l l . Die Beantwortung so l -

cher Fragestellungen ermöglichen nuttcv(uUat& VaA-La.nzkompon&ntznmodeZl&, 
in denen die auf die Einflußfaktoren zurückzuführenden Streuungsanteile 

def- ρ beobachteten Merkmale geschätzt werden. Ein hoher Streuungsanteil 

i s t dann mit einem starken Einfluß des Faktors gleichzusetzen. Wir behan-

deln hier Modelle der einfach, zweifach und dreifach hierarchischen Klass i -

fikation (ein, zwei bzw. drei hierarchisch angeordnete Faktoren) sowie Mo-

delle der zweifachen Kreuzklassifikation (zwei Einflußfaktoren, deren Stu-

fen kreuzweise kombiniert betrachtet werden). Außerdem beschäftigen wir 

uns noch mit einem speziellen M&ßmodett zur VnäzliiombutLntnung von Meß-

und AnatyieveAiahfLzn faex. ζz/utöKzndzn Plu^ung&n bzu). P^ioduktva^uab^i-ität. 

ΒexApleZ: In einem Erzlager werden aus einigen Bohrlöchern Bodenproben ent-

nommen und bzgl. ihres Gehalts an Metall und an taubem Gestein analysiert. 

Betrachtet man hier ein Modell mit festen Effekten, so kann sich eine Aus-

sage nur über die speziellen Bohrlöcher erstrecken. Möchte man aber die 

Streuung von Metallgehalt und Gehalt an taubem Gestein im gesamten Erzla-

ger beurteilen, so kommt man zu einem Modell mit zufälligen Effekten und 

betrachtet dann die konkreten Bohrlöcher als zufäl l ig ausgewählt aus der 

Gesamtheit a l le r möglichen Bohrlöcher im Erzlager. 

Am Ende dieser Einleitung wollen wir noch kurz auf zwei Unterscheidungs-

merkmale hinweisen, die häufig zur Klass i f ikat ion (multivariater) s t a t i s t i -



Einleitung und Überblick 15 

scher Verfahren verwandt werden. Zunächst einmal untersche idet man zwischen 

sogenannten dependenten und inteAdependenten Methoden und dann noch zwi-

schen R-Tic.hiu.kzn und Q- Techniken. 

Vependente Verfahren s ind dadurch ausgeze ichnet , daß der E i n f l u ß e iner 

Gruppe von Var iab len auf e ine Reihe i n t e r e s s i e r e n d e r , beobachteter Merk-

male untersucht wi rd, wie d ies bei der R e g r e s s i o n s - , V a r i a n z - , Kovar ianz-

ana lyse und der P r o f i l a n a l y s e der Fa l l i s t , oder daß der Zusammenhang zwi-

schen zwei Merkmalsgruppen im Vordergrund des I n t e r e s s e s s t e h t , was bei 

den Verfahren der Ko r re l a t i on sana l y se z u t r i f f t . Bei den inteidependewten 

( i n t r a - dependenten) s t a t i s t i s c h e n Verfahren hingegen s ind a l l e an Objekten 

beobachteten bzw. erhobenen Merkmale g l e i c h b e r e c h t i g t in dem S inne, daß 

s i ch Aussagen und Ana lyseergebnisse s t e t s auf a l l e d iese Merkmale in g l e i -

cher Ar t und Weise er s t recken; so lche interdependenten Verfahren s ind etwa 

d ie Mu l t id imens iona le S k a l i e r u n g , d ie C l u s t e r a n a l y s e , d ie Faktorenanalyse 

und d ie meisten graphischen Methoden. 

Die Au f te i l ung in R - und Q - T e c h n i k e n bezieht s i ch n i ch t auf eine Unter -

scheidung in den Merkmalen. Vielmehr s p r i c h t man von R - T e e h n i k t n , wenn 

Aussagen über d ie in einem Experiment beobachteten Merkmale ge t ro f f en wer-

den, und von Q_-Techniken, wenn s i ch Ana lyseergebn i s se d i r e k t auf d ie im 

Experiment be rück s i ch t i g ten Objekte beziehen. Hier i s t e ine s t a r r e E i n t e i -

lung der verschiedenen mu l t i v a r i a ten s t a t i s t i s c h e n Verfahren kaum mög l i ch , 

da v i e l e Methoden wahlweise a l s R - oder Q - T e c h n i k angewandt werden kön-

nen. So i s t z .B. d ie C lu s te rana l y se an und fü r s i ch eine Q - T e c h n i k für 

die Objekte; s i e kann jedoch auch a l s R - T e c h n i k f ü r d ie Merkmale e inge -

se tz t werden, was z .B . bei den im Kapi te l IX beschriebenen graphischen Ver-

fahren t e i l w e i s e der Fa l l i s t (Burgen, Bäume, Quader). Die Faktorenanalyse 

i s t e ine R - T e c h n i k f ü r d ie Merkmale, so lange das I n te re s se in der Be-

stimmung l a t en te r Faktoren, welche die Merkmale beschre iben, l i e g t . Das 

s i ch anschl ießende Schätzen von Faktorenwerten hingegen i s t e ine Q - T e c h n i k , 

denn h ie r wird den Objekten je e in Datenvektor b z g l . der l a tenten Faktoren 

zugeordnet. Zudem wird - wie b e r e i t s erwähnt - d ie Faktorenanalyse häuf ig 

mit durchaus gut i n te rp re t ie rba ren Ergebnissen a l s Q - T e c h n i k angese tz t , 

wenn d ie Zahl der Objekte ge r inge r i s t a l s d ie Zahl der an ihnen beobachte-

ten Merkmale. 





Kapitel I: Einführung und Grundlagen 

In diesem ersten Kapitel werden die für die multivariate S t a t i s t i k unerläß-

l ichen Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, S t a t i s t i k und Matr i -

zenrechnung kurz zusammengestellt, um es dem Leser zu ermöglichen, dieses 

Buch selbständig zu lesen. 

Im Abschnitt 1 werden zunächst einige grundlegende Begr i f fe im Zusammenhang 

mit Datenmaterial und die wesentlichen Elemente der deskriptiven (beschrei-

benden) S t a t i s t i k , wie Häufigkeiten, empirische Kenngrößen und empirische 

Vertei lungsfunktion, dargeste l l t . 

Der zweite Abschnitt i s t der Wahrscheinlichkeitsrechnung gewidmet. Hier 

werden Wahrscheinlichkeiten, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Zufa l l svar iab len, 

Verteilungen, Verteilungsfunktionen, Dichten und Kenngrößen von Vertei lun-

gen behandelt. 

Im dr itten Abschnitt beschäftigen wir uns dann mit den Pr inz ip ien der in-

duktiven (schließenden) S t a t i s t i k . Die Begr i f fe Punktschätzer und Konfi-

denzintervall Schätzung sowie s t a t i s t i s che r Test werden einneführt und Kon-

strukt ionspr inz ip ien für Punkt- und Interval 1 Schätzer sowie s ta t i s t i s che 

Tests werden er läutert. 

Der v ierte Abschnitt dieses Kapitels beschäftigt s ich mit der Vektor- und 

Matrizenrechnung. Elemente dieser Gebiete, die für das Verständnis multi-

var iater Verfahren unerläßl ich s ind, werden in einem kurzen Abriß behandelt. 

Im fünften Abschnitt werden dann die Grundlagen der Wahrscheinl ichkeits-

rechnung für mehrdimensionale Zufa l l svar iablen (Zufal lsvektoren, Zu fa l l s -

matrizen) bere i tges te l l t . Insbesondere werden die mehrdimensionale und die 

mult ivariate Normal vertei lung sowie die Wishartverteilung betrachtet. 

Sch l ieß l i ch werden wir uns im sechsten Abschnitt mit einigen elementaren 

Begriffen im Zusammenhang mit Daten- und Distanzmatrizen für mehrdimen-

s ionale Beobachtungsvektoren auseinandersetzen. Es werden Distanzmaße für 
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beliebig skal ierte Merkmale untersucht. 

1 GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND ELEMENTARE DATENBESCHREIBUNG 

Die Stat ist ik beschäftigt sich mit der Beschreibung und Analyse umfangrei-

cher Datenmengen, die z.B. durch Befragungen oder Messungen gewonnen werden 

Die Objekte., an denen Messungen vorgenommen werden, bzw. die Personen, die 

befragt werden, nennt man auch UnteA&uchungieinhe-iten. Die Größen, die ge-

messen bzw. nach denen gefragt wird, heißen Uenkmale, und die an den Unter-

suchungseinheiten festgestel lten Werte der Merkmale heißen ΜeAkmat&uieAte 

oder MeAkmaliauApiägungen. 

BeXApiel: Um die Altersstruktur in einer Gemeinde zu erfassen, werden a l l e 

Einwohner (Objekte, Untersuchungseinheiten) nach ihrem Alter (Merkmal) be-

fragt. Die Altersangaben der Personen sind dann die Merkmalsausprägungen. 

Oft kann man nicht a l l e interessierenden Objekte untersuchen, sondern muß 

sich mit einem Tei l (z.B. η Objekten) von ihnen begnügen. Man spricht dann 

von einer Stichprobe von η Objekten aus der GmndgiiamtheAX der interes-

sierenden Objekte. Wie man Stichprobenuntersuchungen anlegt, damit sie ein 

möglichst genaues B i ld der Grundgesamtheit widerspiegeln,wird ausführlich 

in Härtung et a l . ( 1982, Kap.V) dargestel lt. 

Besp ie l : In einem Land ohne Meldepflicht i s t es kaum möglich a l l e Einwoh-

ner (Grundgesamtheit) nach ihrem Alter zu befragen. Man muß sich mit einer ι 

Stichprobe von Einwohnern begnügen. | 

1.1 M E R K M A L S T Y P E N UND Κ L A S S Ε Ν Β I L D U Ν G 

Merkmale werden nach der Art ihrer Ausprägungen k l a s s i f i z i e r t . Zum einen 

unterscheidet man quantitative und qual itat ive Merkmale und zum anderen 

stetige und diskrete Merkmale. 

Die Ausprägungen quantitativen. Menkmxle (z.B. Alter und Gewicht von Personen, 

Lebensdauern von Bauelementen) unterscheiden sich in ihrer Größe und die 

Ausprägungen qualitativΟΛ Merkmale (z.B. Farbe, Rasse, Fabrikat, Beruf) in 

ihrer Art. 

Geht man von der Zahl der möglichen Ausprägungen eines Merkmals aus, so 
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gelangt man zur Auftei lung in diskrete und stet ige Merkmale. Vliktizti HeAk-

malt (z.B. Geschlecht, Anzahlen) können nur abzählbar v ie le Werte annehmen, 

itetigc ΜzukmaZz (z.B. Längenmessungen, Lebensdauern) können bel iebige Werte 

in einem bestimmten Bereich annehmen. 

Eine weitere Unterscheidung von Merkmalstypen erhält man dadurch, daß man 

die zugrundeliegende Meß - Skala betrachtet. Die Werte einer Nominatikala 

unterliegen keiner Reihenfolge und sind nicht vergleichbar, die einer Qidi-

nalikata unterscheiden s ich in ihrer Intens i tät und unterliegen einer Rang-

folge und die einer mz£>cü>c.he.n Skala s ind derart, daß s ich zudem Abstände 

zwischen den Werten interpretieren lassen. UomlnaJLz Μn/ikmaJLe. s ind also 

z.B. Beruf oder Rasse, ordinale MeAkmali haben z.B. Ausprägungen wie gut, 

mitte l , schlecht (etwa Zensuren) und meX/Uichi MeAkmale. s ind z.B. Größe 

oder Gewicht. 

Mitunter werden auch, wenn ein Merkmal v ie le Ausprägungen bes i t z t , mehrere 

Merkmalsausprägungen in Klassen zusammengefaßt. Dadurch erreicht man etwa 

bei der graphischen Darstellung von Datenmaterial, daß die Darstellung 

übers icht l ich i s t . Durch eine solche Kt&iiinbiZdung gelangt man dann z.B. 

zur D i skret i s ierung eines stetigen Merkmals (z.B. Gewichtsklassen bei Hüh-

nereiern) . 

In den folgenden Teilen des Abschnitts 1 werden einige wesentliche Möglich-

keiten der Beschreibung von Datenmaterial dargeste l l t . Der stärker an Me-

thoden der beschreibenden (deskript iven) S t a t i s t i k interess ier te Leser sei 

auf Härtung et a l . (1982, Kap.I) hingewiesen. 

1.2 H Ä U F I G K E I T E N , SUΜΜ Ε Ν Η A U F I G Κ Ε I Τ Ε Ν UND E M P I R I S C H E 

V E R T E I L U N G S F U N K T I O N 

Bezeichnet man die möglichen Ausprägungen eines Merkmals X mit 

und beobachtet das Merkmal X dann an η Untersuchungseinheiten, so bezeich-

net man mit 

H
n ( a j ) = "Anzahl der Fä l l e , in denen â . a u f t r i t t " 

für j =1 , . . . , k die abiolute, Häufigkeit des Auftretens der Ausprägung aj 

und mit 

w 
für j = 1 , . . . ,k die κeJi&tLvz Häuilgk&-U der Ausprägung aj . Die re lat ive 

Häufigkeit von â · i s t a l so der prozentuale Anteil der Untersuchungseinhei-
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ten, die die Ausprägung a^ tragen. Daher nimmt h n U j ) unabhängig von η stets 

Werte zwischen 0 und 1 an und es gilt: 

J>1 

natürlich ist 

i W = H n ( a 1 ) + — + W = n 

J= 

Bei ordinalen und metrischen Merkmalen lassen sich die Ausprägungen der 

Größe nach ordnen: a1 < ̂
 < • · · < a|< » ur,d m a n betrachtet dann oft sogenann-

te Summenhäufigkeiten. Die ab&olitfe. Summe.nhäuiigkeJX der Ausprägung aj ist 

^ W = H n ( a 1 ) + - " + W * 

also die Anzahl der Untersuchungseinheiten, an denen eine der Ausprägungen 

beobachtet wurde. Entsprechend ist 

die nela,tLvi Sunimenhäu^gkeAX der Ausprägung aj. 

Durch die Folge der relativen Summenhäufigkeiten wird nun die ejnpOuAchc 

VzuteAZangiSanktion {SurmznhäuiigkzXXA^unlvttMn) Sn(x) des Merkmals X be-

stimmt. Und zwar ist für alle Zahlen χ mit 

Die empirische Verteilungsfunktion ist also eine sogenannte Treppenfunktion 

mit 

Sn(x) = 0 für χ < a^ , Sn(χ) = 1 für x ^ a k 

und Sprungstellen bei a^ ̂ . . . . Die Höhe der Sprungstellen ist für 

i=1,...,k gerade hn(a^), also die relative Häufigkeit der Ausprägung a^. 

Be,ü>pleZ: In einer Klausur mit 54 Teilnehmern wurde 3 mal die Note 1, 6 mal 

die Note 2, 18 mal die Note 3, 18 mal die Note 4 und 9 mal die Note 5 er-

reicht. In der tab.l sind nun absolute und relative Häufigkeiten bzw. 

Summenhäufigkeiten der Ausprägungen (Noten) a^ = 1, ^2 = 2, 83 = 3, a^ = 4 

und a^= 5 des Merkmals X=Klausurnote angegeben. Aus den relativen Häu-

figkeiten bzw. Summenhäufigkeiten ergibt sich die in Abb.1 dargestellte 



Kapitel I: Einfihrung und Grundlagen 21 

empirische Ver te i lungs funkt ion S n ( x ) der Klausurnoten. 

Cab. l : Klausurnoten von η = 5 4 Teilnehmern 

Ausprägung 
(K lausur -

note) 

absolute 
Häuf igke i t 

r e l a t i v e 
Häuf igke i t 

absolute 
Summen-

häu f i gke i t 

r e l a t i ve 
Summen-

häuf i gke i t 
j 
I h ( a . ) 

i - 1 n 1 
a . 

J 
Η ( a . ) η ] h ( a . ) η : > Η ( a . ) 

i - 1 n 1 

r e l a t i ve 
Summen-

häuf i gke i t 
j 
I h ( a . ) 

i - 1 n 1 

a 1 = l 3 3/54 = 1 /18 3 3 /54 = 1 /18 

a 2 = 2 6 6 /54 = 1 /9 3+6 = 9 9 /54 = 1/6 

a 3 = 3 18 18/54 = 1/3 3+6 + 18 = 27 27 /54 = 1/2 
a 4 = 4 18 18/54 = 1/3 3+6 + 18 + 18 = 45 45 /54 = 5 /6 
a 5 = 5 ^ 9 /54 = 1/6 3+6 + 18 + 18+9 = 54 54/54 = 1 

Sn(x) 

1.0-

0.5-

r~ 
4 

Ahb. l : Empirische Ver te i lungs funkt ion S (x) 
nehmern 

der Klausurnoten von 54 T e f l -

' J 

1.3 E M P I R I S C H E L A G E M A ß E 

Empirische Lagemaße geben e in "Zentrum" von η beobachteten Merkmalswerten 

x^ x n e ines Merkmals X mit Ausprägungen an. 

Das wohl w icht i g s te Lagemaß i s t das cVuXhmeXiAche M-itteZ (duickichn-itt-

ZlcheA W&At, M-cttelweAt) 
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^i^rijt'jW ; 

es i s t insbesondere sinnvoll bei metrisch skalierten Größen. 

Auch bei ordinal skalierten Merkamlen läßt sich der Median oder lurvtuaJhwuit 
als Lagemaß verwenden, der dadurch charakteris iert i s t , daß mindestens 50% 

der Beobachtungswerte größer oder gleich und 50% kleiner oder 

gleich dem Median sind. Sind x ^ j <_... _£ x(n) die der Größe nach geordneten 

ßeobachtungswerte (bei Gleichheit mehrerer Werte sp ie l t deren Reihenfolge 

keine Rol le), so i s t 

f X((n+1)/2) , f a l l s η ungerade 
x0.5 = \ 1 

^ 2 ( x(n/2) + x ( ( n + 2 ) / 2 ; ) ' f a 1 1 s n 9 e r a d e 

ein Median der Beobachtungsreihe. 

Der Modalwext i s t der häufigste Wert in einer Beobachtungsreihe. Damit g i l t 

für den Modalwert x ^ . der sich auch noch bei nominalen Merkmalen a ls Lage-

maß verwenden läßt, 

^ m o d ^ W 

für a l le Merkmalsausprägungen a^ , j=1 , . . . ,k . I s t diese Bedingung für mehrere 

Ausprägungen e r f ü l l t , so i s t es nicht s innvo l l , den Modalwert als Lagemaß 

zu verwenden. 

BeXip-LeZ: Bei η = 35 Glühbirnen wurden die in Cab.2 angegebenen Lebensdauern 

gemessen. Die beobachteten Werte χ ^ , . , . , χ ^ sind der Größe nach geordnet 

und stimmen somit direkt mit den Größen x ^ j x(35) h e r e i n . 

Cah.2: Lebensdauern x. ( in Stunden) von η =35 Glühbirnen 

i X i i X i i i X i i X i 

1 430 8 611 15 647 22 705 29 798 
2 580 9 612 16 647 23 730 30 815 
3 581 10 617 17 648 24 732 31 832 
4 582 11 617 18 683 25 743 32 832 
5 595 12 628 19 696 26 789 33 856 
6 596 13 629 20 703 27 789 34 857 
7 608 14 631 21 705 28 789 35 938 
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Für diese Beobachtungswerte ergeben sich das arithmetische Mittel zu 

χ =3^(430 + 580 + ... +938) = 3^· 24251 = 692.886 

der Median, da η = 3 5 ungerade ist, zu 

x0.5 = x((n+1)/2) = x(36/2) = x 1 8 = 6 8 3 

und der Modalwert (der hier bei so vielen und dünn besetzten Klassen jedoch 

wenig Information enthält) zu 

V x T 7 8 9 · _J 
Weitere empirische Lagemaße findet man bei Härtung et al. (1982, Kap.I, 

Abschnitt 4). 

1.4 E M P I R I S C H E S T R E U U N G S M A ß E 

Beschreiben Lagemaße ein Zentrum einer Beobachtungsreihe, so geben Streu-

ungsmaße Aufschluß darüber, wieweit ein Beobachtungswert von einem solchen 

Zentrum abweichen kann. 

2 
Das wohl wichtigste Streuungsmaß ist die (empirische) Vcuiianz s einer Beob-

achtungsreihe für n>_2: 

^i/v^iHl·?-" 7 2) · 
(Mitunter wird bei der empirischen Varianz statt des Faktors —U- auch der 

1 n 

Faktor — verwandt.) Die StandaAda.lMiA.chanQ s ist gerade die Wurzel aus der 

Varianz, also 

und hat gegenüber der Varianz den Vorteil, daß bei ihr die gleiche Maßein-

heit zugrundeliegt, wie bei den Beobachtungswerten. 

Der VcvvLa£ionikoe.(s(jizie.n£ ν ist zudem vom arithmetischen Mittel χ bereinigt, 

d.h. ohne Nennung von χ interpretierbar: 

ν ~ ~ , definiert für positive Meßwerte χ.,...,χ . 
χ n 

Allen bisher erwähnten Maßen ist gemeinsam, daß als Bezugsgröße das arith-
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metische Mittel χ verwandt wird. Dies i s t durch die Minimumeinenschaft des 

arithmetischen Mittels begründet: 

η _ 2 η 2 
l ( χ . - χ ) < Υ (χ. - c) für jede beliebige Zahl c. 

i = 1 1 ~ i = 1 1 

Dagegen wird bei der mUMeAtn abiolatm (bttAagimäß-cgen) Abweichung (vom 

Median) 

d 4 j , i x r x ~ o . 5 i 

aufgrund der Minimumeigenschaft des Medians 

η η 
ϊ Ιχ·ί " J < ϊ I χ .· " c I für jede bei iebiae Zahl c 

i=1 1 u - a ~ i = 1 1 

der Median Xg 5 als Bezugsgröße des Streuungsmaßes verwandt. 

Ein grober Anhaltspunkt für die Lage der Beobachtungswerte i s t der soae-

nannte SüimbiMLlck [ x ^ j also das Interval l , dessen Grenzen durch 

kleinsten und größten Beobachtungswert gegeben sind. Das zugehörige Streu-

ungsmaß i s t die SpannweJXe. (lange.) der Beobachtungswerte: 

BeÄApizl: Alle angegebenen Sfreuungsmaße sollen nun für die Daten aus 

Tab.2 im Abschnitt 1.3, wo auch schon die empirischen Lagemaße angegeben 

sind, berechnet werden. Es ergibt sich für die Varianz 

35 
s 2 = 3 5U r J (x i - 692.886)2 = -p-·387875.54 = 11408.104 

für die Standardabweichung 

s = / 11408.104 = 106.809 

für den Variationskoeffizienten 

ν - - 0 154 v 692.885 u · ' 3 4 

für die mittlere absolute Abweichung vom Median 

1 3 5 1 
d=-jL J | x . - 6831 = 3^-3050 =87.143 ; 

der Streubereich i st das Intervall 
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[ X(1) ' X(35) ; X ] = [430 ; 938] 

und somit ergibt sich die Spannweite der Beobachtungswerte zu 

R = 938 - 430 = 508 J 
Weitere Streuungsmaße sowie nähere Erläuterungen zu den hier erwähnten 

findet man bei Härtung et al. (1982, Kap.I, Abschnitt 5). 

2 GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 

Sind Vorgänge zufälliger Natur oder derart komplex, daß sie nicht quanti-

tativ erfaßt werden können, so spricht man von zu^älLigcn Eiexg r u M in. 

Mit der Untersuchung solcher Ereignisse beschäftigt sich die Wahrschein-

lichkeitsrechnung und Statistik. 

Ein 2u&aZLizKpifUmtn£ ist die Ausführung eines Vorgangs, der (beliebig oft) 

wiederholt werden kann und dessen Ausgang zufällig ist. Die Menge der mög-

lichen Ausgänge eines Zufallsexperimentes nennt man auch GfiuniPiaum oder 

EtieAXjrviiiaum und bezeichnet sie mit Ω. Die zufälligen Ereignisse sind 

dann Teilmengen dieses Grundraums, wobei einelementige Ereignisse auch 

UzmzntaiinzA.gtuj>ii genannt werden. 

Be-cip-ieZ: Durch die zufällige Auswahl eines Fernsehgerätes aus einem 

Produktionslos ist ein Zufallsexperiment gegeben. Da als Lebensdauer des 

Fernsehgerätes jede Zahl xj>0 in Frage kommt, ist der Grundraum durch diese 

Zahlen gegeben. Das Ereignis "das Fernsehgerät hat eine Lebensdauer von 

mindestens 300 Tagen und höchstens 800 Tagen" ist das Intervall [300 ; 800 

Das zu einem Ereignis A komplmtntaAz Eie^Lgnii ~K, ist das Ereignis "Α tritt 

nicht ein". Das Ereignis A u Β (Vereinigung) ist das Ereignis, daß Α oder 

Β oder beide Ereignisse eintreten. A n Β (Durchschnitt) ist das Ereignis, 

daß sowohl Α als auch Β eintreten. Ist der Durchschnitt A n Β zweier Er-

eignisse Α und Β leer, so heißen Α und Β diijunktz EsieXgnliie.. Die leere 

Menge 0 heißt unmögl-Lchzi E/ie-ign-ύ und der Grundraum Ω heißt i-ichiim El-

eJ-gnii. 
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2.1 W A H R S C H E I N L I C H K E I T E N UND B E D I N G T E W A H R S C H E I N -

L I C H K E I T E N 

Bei einem Zufallsexperiment i s t das Eintreten bestimmter Ereignisse zwar 

nicht vorhersehbar, jedoch mehr oder weniger wahrscheinlich. Zum Beispiel 

i s t die Wahrscheinlichkeit dafür, daß beim Würfeln eine bestimmte Zahl 

f ä l l t , nicht sehr groß. Man weiß aber, daß beim Würfeln jede Zahl zwischen 

1 und 6 die gleiche Chance hat. Führt man das Zufallsexperiment "Würfeln" 

nun immer wieder durch, so wird die relative Häufigkeit des Werfens z.B. 

einer 4 sich etwa bei 1/6 stabi l i s ieren. Dieser Wert 1/6 wird als Waki-

icheÄ.ntichkeAt des Ereignisses "Werfen einer 4" interpretiert und man 

schreibt kurz 

P(Werfen einer 4) , 

dabei steht Ρ für obabltüty (Wahrscheinlichkeit). 

Allgemein lassen sich Wahrscheinlichkeiten durch die drei Eigenschaften 

P(A)j> 0 für jedes Ereignis Α (Pos i t iv i tät) 

Ρ(Ω) = 1 (Normiertheit) 
oo 

A.) = I P(A.) für jede Folge paarweise disjunkter 
1 i=1 Ereignisse A^ <=Ω (σ - Additivität) , 

die auch KaimogaAO^ichc Axiome, genannt werden, vollständig charakteri-

sieren. Aus diesen Eigenschaften lassen sich al le RechinizgeXn iüi Wabi-
ichzlnllchkeyiten folgern, wie z.B. 

P( Α U B) = P(A) + P(B) - P(AnB) für beliebige Ereignisse 

Α und Β 

P(Ä) = 1 - P(A) , 

P(A - B) = PIA) - P(B) , f a l l s BcA . 

Vielfach i s t man auch daran interessiert, die Wahrscheinlichkeit zu kennen, 

mit der ein Ereignis Α e in t r i t t , f a l l s ein anderes Ereignis Β bereits ein-

getreten i s t . Wie groß i st etwa die Wahrscheinlichkeit, daß ein Fernseh-

gerät 7 Jahre hält (Ereignis A), wenn es bereits 5 Jahre (Ereignis B) 

überlebt hat. Eine solche Wahrscheinlichkeit P(A | B) nennt man eine bz-
dingtz WahJiAchtinllckkeJX des Ereignisses Α unter der Bedingung Β und 

legt sie fest als 

P(A | Β) = ΡίρΑ
(Β)Β) für P(B) > 0 . 
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Mit Β und ¥ a l s komplementäre E re i gn i s se s i nd auch A n B und A n E d i s j unk t , 

und es g i l t natürl ich 

P(A) = P(A η B) u P ( A n B ) = P (A f lB ) + P ( A n B ) 

= Ρ ( Α η Β ) > ρ ( Β ) + Ρ ( Α η Β ) . ρ [ Ι ) 

P(B) P(B) 

= P(Α | Β)·Ρ(Β) + P(A I Β)·Ρ(Β) 

Diese Beziehung i s t e in Spez i a l f a l l des Sat zu von dun. totalm UahAicheAM-

t ickki-Lt: S ind Β^ , . , . , Β^ paarweise d is junkte E re i gn i s se mit ^c^ Β . = Ω , 

so g i l t für ein be l ieb iges E re i gn i s A 

k 
P(A) = l P(A | Β · )P (B · ) . 

i = 1 1 1 

Die Berechnung so lcher bedingter Wahrscheinl ichkeiten vere infacht s i ch bei 

"unabhängigen" E re i gn i s sen , wie z.B. den einzelnen Ere ign i s sen beim mehr-

maligen Würfeln. Wir sagen zwei E re i gn i s se Α und Β s ind (itoc.haitiich) 

unabhängig, wenn g i l t 

P(A η Β) = Ρ(Α)·Ρ(Β) 

was gleichbedeutend i s t mit 

P(Α | Β) = P(A) bzw. P(B | A) = P(B) 

Aus der De f i n i t i on der bedingten Wahrschein l ichkeit und dem Satz von der 

tota len Wahrschein l ichkeit e rg ib t s i ch die sooenannte Bayuicki foimeZ, 

die sehr nütz l i ch bei der Berechnunn bedinnter Wahrscheinl ichkeiten i s t : 
k 

Für paarweise d i s junkte E re i gn i s se Β^ , . , . , Β^ mit i ' j Β. =Ω und ein be l i e -

biges E re ign i s Α g i l t 

P(A | B J - P ( B . ) 
P(B. | A ) = ^ Ϊ ! . 

ι P(A I B . ) - P (B . ) 
j = 1 J J 

6e-cJpiil\ Durch einen zu spät erkannten Fabr i ka t i ons feh le r s ind in einer 

Automobil Produktion genau zwanzig defekte Lenkgetriebe einnebaut worden. 

In e iner Rückrufaktion werden a l l e 200000 Wagen d ieser Ser ie überprüft und 

ein a l s feh le rha f t e ingestuf tes Lenkgetriebe durch ein neues e r se t z t . Da-

bei wird mit 99% S i cherhe i t die Überprüfung zu einem korrekten Ergebnis 

führen. Wie groß i s t die Wahrsche in l ichke i t , dali ein ausnewechseltes 

Lenknetriebe auch defekt i s t ? Bezeichnet nun Β das E re ion i s eines defekten 

Lenkqetriebes und Α das eines ausgewechselten, so lassen s ich die gecte-

benen Informationen schreiben a l s 
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P(B) = 2 ö§§00 = 0 -0 0 0 1 ' Ρ ( Α I B ' = 0 · 9 9 u n d P ( A |B) = 1 -0.99 = 0.01 . 

Gesucht i s t P(B | A), und es ergibt sich mit der Bayesschen Formel (B = B., 

b = B 2 ) 

ρ/η ι P(A I Β)·Ρ(Β) _ 0.99Ό.0001 
1 μ>) ' - " 0.99-0.0001 + 0.01-0.9999 PIA I·Β)·P(B) + Ρ(Α I Β)·Ρ(Β) 

= 0.01 

Fast al le ausgewechselten Lenkgetriebe waren demnach nicht defekt. | 

2.2 Z U F A L L S V A R I A B L E UND V E R T E I L U N G E N 

Würfelt man zweimal hintereinander, so kann man sich etwa für die Summe 

X ( i , j ) , kurz X, der beiden Augenzahlen i und j interessieren. Mögliche 

Ereignisse sind dann zum Beispiel X=4 oder 10£X_< 12. Eine solche Funk-

tion X, die den Ergebnissen eines Zufallsexperiments reelle Zahlen so 

zuordnet, daß für die mit Hilfe von X beschriebenen Ereignisse Wahrschein-

lichkeiten angebbar sind, heißt ZuialZ&vcvUabte.. Eine Rzat-iitxtLon χ von X 

i s t dann der Wert, den die Zufallsvariable X bei Durchführung des Zufal l s -

experimentes annimmt. 

Jedes Zufallsexperiment kann durch eine (oder mehrere) Zufallsvariable X 

beschrieben werden und jedes Ereignis kann als XeB , wobei Β eine Tei l -

menge des Wertebereichs von X i s t , angegeben werden. 

Gibt man zu einer Zufallsvariablen X die Wahrscheinlichkeiten der Ereig-

nisse X<x an, so lassen sich daraus die Wahrscheinlichkeiten al ler wei-

teren Ereignisse bestimmen, d.h. man kennt die Wahti&che.-LnLic.hkzAXiveA-
texlung von X. Die Funktion 

F x(x) = P(X<x) 

heißt dann auch die VeAXzilungiiunktion dtn. ZaiattivaMMxblm X. 

8 exAp-ieZ: 

(a) Eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion 

F x(x) = P(X <x) 

_ (ξ - μ) 
1 , 2 

— 1 — -e ά α dξ , vgl. Ahb.2 
\/~2? σ 
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7 ? 
heißt nomaZvznXfiUX mX VoJuxmoXviYi μ and. oc (kurz: Χ ^ Ν ( μ ; σ ) ) . 

F x ( x ) 

1.0-

0.5 

P 
77 

-N(fJ1j2) 

•N(81;1) 

• N(81 ;0.5) 

0 3 8 5 * 

Abb.2: Ver te i lungs funkt ion der N ( 8 1 ; 0 . 5 ) - , N ( 8 1 ; 1 ) - u n d N(81;2) - Ver-
te i l ung 

Spez ie l l nennt man eine N(0;1) - l /eAX&ciung auch StandaJidnounalvaAXeÄZung 

und bezeichnet die zugehörige Ver te i lungs funkt ion mit 

Φ(χ) = Γ χ ( χ ) = 

A Z 

\/ΊΓττ 
dK fü r X ^ N ( 0 ; 1 ) 

(. ö) Eine Zufal l svar iabl e X, deren Rea l i sat ionen nur die Zahlen 0 , 1 , 2 , . , . , η 

sein können und fü r die g i l t : 

PCX = k) • (E) >k< 1 - p ) 
n-k 

heißt binomialvz/UzWC mit PaiameXeAn η und ρ (kurz: Χ ^ Β ( η , ρ ) ) . Die 

Verte i lungs funkt ion e iner ß(n,p) - ve r te i l t en Zu fa l l s va r i ab len i s t somit 

K (x ) = P ( X < x ) = J Q p \ l - p ) " " 1 für k < k+1, 

v g l . Abb.3 
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F x ( x ) 

1.0 

0.8 

0.6 Η 

0.4· 

0.2H 

- r -
4 1 2 3 

Ahh.3: Verteilungsfunktion einer B(6,0.4) - Verteilung 

Allgemein wird die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X durch die 

folgenden drei Eigenschaften charakterisiert: 

F^ i s t monoton nicht fallend, d.h. ) _< ^^(Xg) für > 

FY i s t rechtsseitig stet ig, d.h. 1 im FY(x + h) =FY(x) , 
h -»-o 
h>0 

l imF^(x) = 1 und lim F^(x) = 0 

Wie bereits im obigen Beispiel sichtbar, gibt es zwei verschiedene Arten 

von Verteilungsfunktionen. Im Beispiel (b) kann X ledigl ich die Werte 

0,1,2,...,η annehmen, und die Verteilungsfunktion wird durch die Angabe 

der Wahrscheinlichkeiten dieser n + 1 Ereignisse vollständig beschrieben. 

Eine Zufallsvariable X mit endlich oder abzählbar unendlich vielen mög-

lichen Realisationen x ^ ^ , . . . heißt auch cLLikizt νζη£ζΛΐ£·, die Gesamt'-

heit der Werte χ^,χ^,... heißt dann die Tiäg&m&ngz von X. Eine normal -

verteilte Zufallsvariable kann dagegen unendlich viele Werte annehmen und 

jede Realisation χ von X hat dabei die Wahrscheinlichkeit 0, denn 

P(X = χ) = P{ X < χ) - P(X<x) = FY(x) - lim P( X < χ + h) 
x h - o 

h>0 
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= F„(x) - l im F Y (x + h) = 0 
x h - ο x 

h>0 

Die Vertei lungsfunktion einer solchen Zufa l l svar iablen X kann oft in der 

Form 

χ 

F x ( x ) = | ί χ ( ξ ) άξ 

— OD 

angegeben werden, wobei die nichtneqative Funktion f v Vi.c.htt{lunktxon oder 
" · 2 Vichts, genannt wird. Die Dichte der Ν(μ;σ ) - Verteilung i s t z.B. 

( x - μ ) 2 

1 
f Y ( x ) = — 1 e σ , vql. Abh.4 . 

λ \/2? σ 

Jede Wahrscheinl ichkeitsvertei lung einer Zufal l svar iablen X, für die eine 

Dichte e x i s t i e r t , heißt eine it&tigz VznteJJ-unq. Der Zusammenhanq zwischen 

Dichte und Vertei lungsfunktion läßt s ich f o l g l i c h so beschreiben: Der 

Wert F y ( x ) g ibt die Fläche oberhalb der x -Ach se und unterhalb der Dichte 
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f^ zwischen und χ an. Die Gesamtfläche unterhalb von (und oberhalb 

der x-Achse) i s t natürlich Eins. 

In diesem Zusammenhang sei noch erwähnt, daß η Zufallsvariablen 

(itochcatlich) unabhängig heißen, f a l l s für al le Zahlen x^,...,x g i l t : 

P(X, < χ Γ . . . , Χ η < χ η ) =P(X, < χ 1 ) · . . . . Ρ ( Χ χ < χ η ) . 

Bei diskret verteilten Zufallsvariablen X^ Xn läßt sich natürlich 

schon aus 

P (X 1 =x 1 , . . . , X n = x n ) = P ( X 1 = x l ) . . . . . P ( X n = x n ) 

auf die Unabhängigkeit von X. X schließen. 

2.3 K E N N G R Ö ß E N VON Ζ U F A L L S V A R I Α Β L Ε Ν 

So wie im Abschnitt 1 Kenngrößen empirischer Verteilungen betrachtet wur-

den, werden hier Kenngrößen zur Charakterisierung der Wahrscheinlichkeits-

verteilung von Zufallsvariablen eingeführt. 

Der wichtigste Lageparameter i s t der EmaAtangmoM. oder UittoJhMzAt einer 

Zufallsvariablen bzw. ihrer Verteilung. Für eine stetige Zufallsvariable X 

mit der Dichte ί χ ergibt er sich im Falle seiner Existenz zu 

E(X) = χ f^(x) dx 

und für eine diskrete Zufallsvariable X.mit Trägermenge x ^ x g , . . . (das 

sind die Werte, die mit positiver Wahrscheinlichkeit angenommen werden) 

i s t 

oo 

E(X) = I χ,Ρ(Χ = χ.) . 
i = 1 1 1 

Für die Berechnung von Erwartungswerten sind folgende Regeln nützlich. I s t 

Υ=αΕ (Χ )+β , α und β feste Zahlen, so g i l t 

E(Y) = otE(X) + β . 

Sind X^ Xn Zufallsvariablen, so i s t 

E(X1 + ... +X n ) =E(X 1) + ... + E(Xn) . 
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BeXi p-ioJL·. 

(a) Für die Standardnormal vertei l una N(0;1) ergibt sich mit c = ν/̂ ϊτ 

E < x j 4 
1 2 

~7 X 1 x-e dx=£ 
_1 X 2 

|x|-e ? d x - i 
- 1 X 2 

7 x|*e dx = 0 

(b) Der Erwartunqswert einer B(n,p) - vertei l ten Zufallsvariablen X erqibt 
sich zu 

E(X)= h f ) Ρ ^ - Ρ ^ Μ i ( l ) p^ l-p) "- 1 

= l i ' ^ r y r P V I - P ) " " 1 - p . I j j ^ j r P ^ O - P ) " " 1 

. η , Τ p 1 ( , . p , n - 1 - 1 - B p . ^ (n-1) p1 ( 1 .p ,n-1-1 

= np . 

Ein anderes Laqemaß is t der Median ξ^ g, für den g i l t 

Ρ ^ ΐ ζ ο . δ 5 - ? u n d ^ x ^ o . s ' - i · 

Der Median läßt sich mit Hi l fe der veAatigemeXneAXen inve.>uzn Vfittilangi-
^unkiion 

Fx1(y) = infix | F x ( x )>y } , 

die mit der gewöhnlichen Inversen übereinstimmt, f a l l s es sie gibt, auch 
schreiben als 

? 0 - 5 = F-1(0.5) . 

--1, Der Median is t ein spezielles α - Quantit ξα = (α), nämlich gerade das 
0.5-Quantil . Besitzt nun X eine stetige Verteilung, so g i l t für das a-
Quantil ξ 

F X < ^ = ί χ ( χ ) dx = α ; 

besitzt X eine diskrete Verteilung, so i s t 

F x ( ? a ) > a und F x ( x )<a für jedes χ < ξα 
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Es sei noch erwähnt, daß das α-Quanti l gelegentlich (1-a) - F&aktil ge-

nannt wird. 

Be.<Upj.eZ: 

(a) Wie bei jeder symmetrischen Verteilung, stimmt bei der Standardnormal· 

Verteilung der Median mit dem Erwartungswert überein, denn 

F x(0) 
1 7 
— - e ^ dx = 0.5 

VTrr 

Die Quantiii deA StandaAdnoAmaZ\ieAX.eyilun£ werden mit u^ bezeichnet. Aus 

der Tabelle im Anhang ergibt sich z.B. Ug g j = 1.6449 und wegen der Sym-

metrie der Dichte der Standardnormal Verteilung ergibt sich uri = -u1 

also UQ 0 5 =-1.6449. vgl. Abb.5. 

Ahh.5: Dichte der N(0;1) - Verteilung mit einigen Quantilen 

(b) Für eine B(4,0.2) - verteilte Zufallsvariable X g i l t 

F X ( 0 ) = ( 4
0 ) 0 . 2 ° (1 - 0 . 2 ) 4 - ° = 0.4096 , 

F X U ) =FX(0) + 0.2 1 (1-0.2) 4 - 1 = 0.4096 + 0.4096 = Ü.8192 , 

Fx(2) = F x(1) U.2 2(1-0.2) 4 " 2 = 0.8192 + 0.1536 = 0.9728 
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F x ( 3 ) =F X ( 2 ) + 0.23( 1 - 0 . 2 ) 4 " 3 = 0.9728 + 0.0256 = 0.9984 

F x (4 ) = F X ( 3 ) 0 . 2 4 ( 1 - 0 . 2 ; 4 " 4 = 0.9984 + 0.0016 = 1 

so daß s ich z.B. der Median zu 1 und das 0 .99-Quant i l zu 3 ergeben, vg l . 

Abb.6. 

F x (x , 

1.0-

0.8-

0.6-

0.4-

0.2-

—r-
4 1 2 3 

S0.5 ^0.99 

Abb.6: Vertei lungsfunktion der B(4,0.2) - Verteilung mit einigen Quantilen | 

Der ModalmnX oder Μοα'αό i s t ein weiteres Lagemaß. Bei stet igen Vertei lun-

gen i s t er der Wert, an dem die Dichte maximal i s t , bei diskreten Vertei -

lungen der Wert mit der größten Wahrscheinlichkeit. 

Wir wollen nun noch einige Streuungsmaße betrachten, von denen Varianz und 

Standardabweichung die wichtigsten s ind. 

Die lia.tvLa.nz einer Zufa l l svar iablen X i s t - ihre Existenz vorausgesetzt -

Var(X) = Ε(X - E (X) ) ' (Symbol: σ ) 

und die Quadratwurzel aus der Varianz v*Var(X) i s t die StandaAdabuieXchung 
von X. Die Bedeutung dieser Größen wird durch die Tichzbyichzfäichz Un-

p 
gleXchung deutl ich. Für jede pos i t ive Zahl c g i l t nämlich mit σ =Var(X) 
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P(|X-E(X)| >c) < VarOO . 
c c 

wählt man speziell c = ko, so ergibt sich, daß eine Zufallsvariable X höch-
2 

stens mit Wahrscheinlichkeit 1/k Werte annehmen kann, die weiter als ka von 

E(X) entfernt sind; speziell für k = 3 (3σ- Regei., s. auch weiter unten) er-

gibt sich 1/9 = 0.111 =11.1%. Bei der Berechnung der Varianz sind noch der 

Satz von StexneA (VeAAckizbungiiatz) 

Var(X) = E{X2) - (E(X))2 

und die folgende Rechenregel von Nutzen: 

Var(aX+ß) =ct2Var(X) 
2 

I s t allgemein X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert μ und Varianz σ , 

so g i l t für die itandafidiileAte. Ζu.{,cM.Ava.>Uable. Ζ = (Χ -μ)/σ: 

E( Ζ) = 0 und Var(Z) = 1 

Varianz bzw. Standardabweichung sind Maße für die absolute Größe der Streuung 

um den Erwartungswert. Dagegen mißt der VaxiaXixinikozi^zlznt VK (für posi-

tive Zufallsvariablen) die Streuung relativ zum Erwartungswert: 

VK = v" Var(X)/E(X) . 

BeXi plel: 

(a) Die Varianz der Standardnormal Verteilung, Z^N(0;1), ergibt sich mit 

Hilfe des Satzes von Steiner wegen E(Z) =0 und 

E(Z ) = 
- 1 72 

z 2 ·——»e 1 d z . - i -

— CO 
\ΓΉ \/ 2π 

- 1 72 

2 1 
ζ «e dz = 1 

2 2 zu 1. Bei der Ν(μ;σ ) - Verteilung sind μ der Erwartungswert und σ die Va-
2 

rianz der Verteilung und nach der 3σ - Regei. für Χ^Ν(μ;σ ) i s t , vgl. Härtung 

et a l . (1982), 

Ρ ( μ - 3 σ < Χ < μ + 3σ) = 0.9973 = 99.73% . 

(b) Bei einer B(n,p) - verteilten Zufallsvariablen X ergibt sich zunächst 

E(X 2)= I i 2 f t ) p ^ l - p ) " " 1 » I (1( i -1) +1) ft) p V i - p ) " " 1 

i=0 w i=0 w 
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- I 111-1) ftWii-P)"-1'* Σ i ( · ) ρ \ ι - ρ ) " " 1 

i=0 v ' i=0 v ' 

- j K i-1 ) (• ) P 1 (1-P j n " i + EIX) 

= i 2 Ι Μ - υ τ η ^ Λ ΐ - ρ Λ ^ η ρ 

= n ( n - 1 ) p 2 J ^ ( l - 2 ) l f n - i ) ! ^ ^ + " P 

= n ( n - 1 ) p 2 · ? 1! (n-i-2)! P ^ I - P J ^ ' ^ n P 

= η{η-υρ2·ηϊ2 ( n T 2 ) 1-p)n~2"^ + np 
i=0 v 1 > 

2 

= n(n-1)p + np 

und somit nach dem Satz von Steiner 
Var(X) =E(X2) - (E (X ) ) 2 = n(n-1)p2 + np - n2p2 = n2p2 - np2 + np - n2p2 

= np - np2 = np( 1-p) . | 

ts sei hier noch erwähnt, daß die Größen E(X ) k-£z Mom&ntz und die Grös-
L· 

sen E (X-E (X ) ) k-te. z&ntAale. Mommte. der Zufallsvariablen X genannt wer-
den, die im folgenden bei Verwendung auch existieren mögen. 

Abschließend seien hier noch zwei Größen eingeführt, die den Zusammenhang 
zwischen 2 Zufallsvariablen X und Y kennzeichnen. Die Kova/Uanζ von X und 
V is t 

Cov(X,Y) =E(X - E (X ) ) ( Y-E (Y ) ) ; 

sie ändert sich durch eine lineare Transformation in folgender Weise 

CovfcxX + β,γΥ + <5) = α·γ Cov(X.Y) . 

Ein Zusammenhangsmaß, das zu keiner derartigen Änderung führt, is t die 
ΚοίΛεΖαΖίοη von X und Υ 

„ n . Cov(X.Y) Ρ = P· Υ γ . __ 
λ Ι \/Var(X;-\/Var(Y) 

Diese normierte Größe nimmt stets Werte zwischen -1 und +1 an. 

Is t die Korrelation ρ zwischen X und Υ Null, so sagt man auch "die Zufalls-
variablen X und Υ sind unkorreliert". Das heißt jedoch nicht, daß es keinen 
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Zusammenhang zwischen X und Y gibt, denn ρ mißt nur die Stärke des linearen 

Zusammenhangs zwischen zwei Zufallsvariablen. Ist p = 1 bzw. p = - 1 , so be-

steht zwischen den Zufallsvariablen X und Y ein direkter positiver bzw. 

negativer linearer Zusammenhang: 

X = aY + b 

wobei b eine beliebige Zahl und a im Falle p = 1 (ρ = — 1) eine beliebige po-

sitive (negative) Zahl ist. 

Sind X und Y stochastisch unabhängige Zufallsvariablen, so sind sie auch 

unkorreliert. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Jedoch beinhaltet 

die Unkorreliertheit normal verteilter Zufallsvariablen auch deren stocha-

stische Unabhängigkeit. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß für die Varianz der Summe von η belie-

bigen Zufallsvariablen gilt: 

/ η ν. η n-1 η 
Vari I X,)= Σ Var(X-) +2 l l CovlX-.XJ . 

\ i=1 v i=1 1 i=1 j=i+1 1 J 

Das heißt natürlich für stochastisch unabhängige Zufallsvariablen 

, η s η 
V a r I x i ) = I Var(X.) {GlUchung von B-Le.na.yme.) 

v 1 = 1 v i = 1 1 

3. PRINZIPIEN DES SCHÄTZENS UND TESTENS; t-, χ2-UND F-VERTEI LUNG 

Wie wir in Abschnitt 2 gesehen haben, lassen sich Zufallsexperimente mit 

Hilfe von Zufallsvariablen und zugehörigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen 

beschreiben. Dabei ergeben sich die Zufallsvariablen meist in kanonischer 

Weise aus der Beschreibung des Experiments und der Angabe der interessie-

renden Ereignisse. Dagegen ist die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsver-

teilung oft mit Schwierigkeiten verbunden. Läßt sich der Typ einer Vertei-

lung, z.B. X ist binomialverteilt, meist noch recht einfach festlegen, so 

ist man bei der Bestimmung der Parameter dieser Verteilung auf mehr oder 

weniger exakte Schätzungen angewiesen, die sich mittels mehrmaliger Durch-

führung des betreffenden Experiments bestimmen lassen. 

Wir wollen nun einige Verfahren zur hier angesprochenen itatiiiUchen 

Schätzung von Parametern einer Verteilung behandeln. Aufgrund der Realisa-
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tionen x^ χ von η unabhängigen .identisch verteilten Zufallsvariablen 

Xj,...,X , sollen dabei die Parameter der Verteiluno der X^ möglichst 

"nut" oeschätzt werden. Wir suchen also eine Schätz Funktion θη(χ^ x n) 

die der lufallütichpiobi x^,...,x einen Wert zuordnet, der mönlichst 

nahe dem wahren Parameter θ, für den wir uns interessieren, ist. 

Eine Schätzfunktion, die wenigstens im Mittel den richtigen Wert liefert, 

d.h. 

Ε(§η(Χ1,...,Χη)) = θ , 

nennt man eine eAwatungitreue Schätzfunktion. 

2 

ßiiApieZ: Sind Realisationen von unabhängigen .identisch Ν(μ;σ ) 

verteilten Zufallsvariablen X^,...,X , so sind 
< η . . . η „ 

x 4 . 1 i x i bzw. s ^ I , (χ,-,) 2 

2 
erwartungstreue Schätzungen für den Erwartungswert μ bzw. die Varianz σ , 

denn 

/1 n \ 1 n 1 n 1 
= μ 

und 

- ^ ( l E(X 2)-nE(X 2)) 

= ΪΡΓ ( i , [VarCX^ + (ECXi J)
21 - n[VartY) + (E(X))2]) 

= [ σ 2
+ μ

2 ] -n[Var(l Χ ^ μ 2 ] ) 

= (η[σ2 +μ 2] - ημ2 - J VartX^) 

2 
= σ 

Eine andere wünschenswerte Eigenschaft einer Schätzfunktion ist, daß mit 

wachsendem Stichprobenumfang η die Schätzung genauer wird: 
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Ρ ( | θ η ( Χ Γ . . . , Χ η ) - θ | > ε ) · η — • > 0 f ü r j e d e s e > 0 

E i n e s o l c h e S c h ä t z f u n k t i o n , d i e aiymptotlich r i c h t i g e W e r t e l i e f e r t , h e i ß t 

koni'Cste.nt. 

E i n K r i t e r i u m f ü r d i e G ü t e e i n e s S c h ä t z e r s θ f ü r θ i s t d e r s o g e n a n n t e 

mUXleAi. quadsiatUAchz TzhJLvi (mean iquaAed eJitoh., MSE) : 

M S E ( 6 , § ) = Ε ( θ - θ ) 2 = V a r ( § ) + ( Ε ( θ ) - θ ) 2 

D i e G r ö ß e Ε ( θ ) - θ n e n n t man a u c h ßlca o d e r VeAzeAAung d e s S c h ä t z e r s θ . 

B e i e i n e m e r w a r t u n g s t r e u e n S c h ä t z e r θ f ü r θ i s t d e r MSE n a t ü r l i c h g e r a d e 

d i e V a r i a n z d e s S c h ä t z e r s . B e i k o n k r e t e n S c h ä t z u n g e n i s t man d a n n n a t ü r -

l i c h b e m ü h t , den MSE m ö g l i c h s t k l e i n zu h a l t e n . 

Kommen w i r nun z u den S c h ä t z v e r f a h r e n . E i n e e i n f a c h e V o r g e h e n s w e i s e i s t 

d i e s o g e n a n n t e Mcmtn£e.vme£hode. D a b e i w i r d d e r zu s c h ä t z e n d e P a r a m e t e r θ 

d u r c h d i e Momente d e r V e r t e i l u n g a u s g e d r ü c k t . D i e s e w e r d e n d a n n d u r c h d i e 

e n t s p r e c h e n d e n e m p i r i s c h e n Momente g e s c h ä t z t : Das k-te emplniiche Moment 

d e r S t i c h p r o b e χ . , . , . , χ i s t g e g e b e n d u r c h 

2 2 
B e x A p l e Z : E i n S c h ä t z e r f ü r d i e V a r i a n z σ d e r Ν ( μ ; σ ) - V e r t e i l u n g n a c h d e r 

M o m e n t e n m e t h o d e i s t 

Σ Σ Ό 2 4 Σ x ? - x 2 4 Σ ( χ , · - χ ) 2 · I 2 1 η ι V n i i i V η i = i 1 η -j = i 1 

S i n d R e a l i s a t i o n e n v o n η u n a b h ä n g i g i d e n t i s c h v e r t e i l t e n Z u f a l l s -

v a r i a b l e n X 1 X n > so i s t d e r S c h ä t z e r f ü r den P a r a m e t e r θ d e r V e r t e i -

l u n g n a c h d e r Maximum - Llketihood - Methode g e r a d e d e r j e n i g e W e r t Θ , d e r 

d i e Likelihood 

Γ P ( X 1 = χ 1 ) · . . . · Ρ ( Χ = x ) , b e i d i s k r e t e n V e r -
L ( x , ] = t e i l u n g e n 

I f Y ( χ . ) · . . . · ί γ ( x ) , b e i s t e t i g e n V e r -
X 1 1 * n n t e i l u n g e n ' 

i n A b h ä n g i g k e i t v o n θ m a x i m i e r t . 

ßelip-iel: S e i e n u n a b h ä n g i g i d e n t i s c h Ν ( μ ; 1 ) - v e r t e i l t . Dann i s t 
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η , - -5-U,· - y ) 
L ( x r . . . . x n ) = f x ( x , ) - . . . . ^ ( Χ η ) - Π - l - . e 

1 η i = l v 2 i r 

D i e s e L i k e l i h o o d w i r d m a x i m a l , wenn es d i e z u g e h ö r i g e log - L-LkeZihood w i r d : 

i = l \/Ύπ 

= l 1 η (—— 
i = 1 V T ? ' 

1 { \ 
/ η ι ~ Χ i _ Vi J \ 

l n L ( x 1 , . . . , x n ) = l n ( Π - L e 
ν ι = 1 ν 2 π ' 

1/ \ 2 

= Σ Ο ^ - ^ χ τ - μ ) 2 ) · 
1=1 ν \ / Ή ' 1 ' 

η 2 η 2 
d . h . wenn - \ ( χ . - μ ) max ima l bzw . \ ( χ . - μ ) m i n i m a l i n A b h ä n g i g k e i t 

i = 1 1 1=1 1 

von μ w i r d . Wegen d e r M i n i m u m e i g e n s c h a f t des a r i t h m e t i s c h e n M i t t e l s χ , 
v g l . A b s c h n i t t 1 , e r g i b t s i c h χ a l s Maximum - L i k e l i h o o d - S c h ä t z e r f ü r • 
den P a r a m e t e r μ . | 

A l l g e m e i n i s t d i e L i k e l i h o o d a l s d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t f ü r das V o r l i e g e n 
d e r S t i c h p r o b e bzw. im s t e t i g e n F a l l a l s d e r Wer t d e r gemeinsamen D i c h t e 
f ü r d i e v o r l i e g e n d e S t i c h p r o b e d e f i n i e r t , v g l . A b s c h n i t t 5 . 

A l s l e t z t e s S c h ä t z v e r f a h r e n w o l l e n w i r h i e r d i e MttXhodt deA kleXmtzn 

Quadiate. v o r s t e l l e n . Dabe i g e h t man davon a u s , daß d e r E r w a r t u n g s w e r t d e r 
zu b e o b a c h t e n d e n u n a b h ä n g i g i d e n t i s c h v e r t e i l t e n Z u f a l l s v a r i a b l e n 
Χ ^ , . , . , Χ i n b e k a n n t e r We ise vom i n t e r e s s i e r e n d e n P a r a m e t e r θ a b h ä n g t : 

E ( X i ) = g ( 9 ) , 

und b e s t i m m t d i e S c h ä t z u n g θ = , . . . ,x ) f ü r θ s o , daß g i l t : 

Σ ( χ , · - g ( § > ) 2 < I ( x . - g ( θ ) ) 2 

i = 1 1 " i = 1 1 

f ü r a l l e m ö g l i c h e n P a r a m e t e r w e r t e θ . D i e s e s V e r f a h r e n l ä ß t s i c h auch a u f 
b e l i e b i g e Z u f a l l s v a r i a b l e n X 1 > . . . , X n ü b e r t r a g e n , v g l . H ä r t u n g e t a l . ( 1 9 8 2 , 
Kap. I I I ) . 

B e x A p i e X : A u f g r u n d d e r M i n i m u m e i g e n s c h a f t des a r i t h m e t i s c h e n M i t t e l s x , 
_ 2 v g l . A b s c h n i t t 1 , i s t χ e i n S c h ä t z e r f ü r den P a r a m e t e r μ e i n e r Ν ( μ ; σ ) -

V e r t e i l u n g nach d e r Methode d e r k l e i n s t e n Q u a d r a t e . 
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2 
Sind x^ x n Realisationen aus einer Ν(μ;σ ) -Verteilung, so werden die 

Parameter μ und σ^ in der Reael vermittels des arithmetischen Mittels 

x 4 ( x 1 + . . . + x n ) 

bzw. der empirischen Varianz (für η _>2) 

s 2 = F=T (xi 

geschätzt. (Diese Schätzer für erste und zweite Momente einer Zufallsva-

riablen werden zumeist auch dann benutzt, wenn nichts über den Verteilungs-

typ bekannt ist.) Wie wir gesehen haben ist 

2 
ein Schätzer für σ nach der Momentenmethode; der aleiche Schätzer eraibt 

2 
sich auch nach der Maximum - Likelihood - Methode. Weitere Schätzer für σ 

findet man in Hartunq et al. (1982, Kap.IV, Abschnitt 1.3). 

2 
Sind χ,,,.,,χ und y.,...,y Realsiationen aus Normal verteilunqen Ν(μν;σν; 

ι 2 Η ι π Λ Λ 
bzw. Ν(νγ;σγ), so wird deren Kovarianz σ^γ (für η >_Z) durch 

s x v = A i , (xi " ^ ^ i 

geschätzt, und deren Korrelation Ρ = d u r c h 

η _ _ 
I ( x i - x ) ( y i - y ) 

i = 1 1 1 

/ η ? η ρ 
/ I U i - χ Λ I (y. -y) 
y i=1 1 i=1 1 

geschätzt. 

Fehlen in Fällen anderer stetiger Verteilungen weitere Informationen, so 

werden diese Schätzer häufig ebenfalls verwandt, vgl. jedoch für Korrela-

tionsschätzer auch Abschnitt 2 in Kap.III. 

Anstatt den Parameter θ möglichst "gut" durch einen einzigen Wert 

θ η=θ η(χ 1,...,x n) zu schätzen, möchte man oft einen "kleinen" Bereich 

angeben, in dem θ liegt. Da man Informationen über θ aus einem Zufallsex-

periment gewinnt, ist dies i.a. nicht möglich. Wohl aber gibt es Methoden, 

die nur mit geringer Wahrscheinlichkeit Bereiche liefern, die den Parame-
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ter θ nicht enthalten. Ist diese lM£ummkM,cheA.nLLchkeA£ höchstens α, 

so ergibt sich ein Bereich, der θ mit Wahrscheinlichkeit 1-a enthält; ein 

solcher Bereich heißt auch VeAt>iaue.nA - oder Kon^ldinzbeAeMih zum Niveau 

1-a. Handelt es sich hierbei um ein Intervall auf der Zahlengerade, so 

spricht man auch von einem Koni-idmz-LvUeAvcLti zum U-ivzau. 1-a oder kurz 

(/-α) - Konildinz-LntztvaZZ. 

Bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen geht man häufig so vor, daß 

man sich zunächst einen Punktschätzer θ für den interessierenden Parame-
n 2 

ter θ beschafft und dessen Erwartungswert μ(θ) und Varianz σ (θ), die 

meist vom Parameter θ abhängen, bestimmt. Dann bildet man die standardi-

sierte Zufallsvariable 

θ η - μ ( θ ) 

σ(θ) 

Hängt deren Verteilung nicht mehr von θ ab, so bestimmt man Zahlen u^ und 

derart, daß gilt 

( V y ( 9 ) \ 
Ρ u. < — < u, > 1 - a für alle Θ. 

V σ(θ) " 

Dabei sollten u^ und s o gewählt werden, daß die Wahrscheinlichkeit mög-

lichst nahe bei 1-a liegt. Diejenigen Werte Θ, für die gilt 

θ η -μ(θ) 
u, < < u„ , 

σ(θ) - 2 

bilden dann das (1-a) - Konfidenzintervall für Θ. Ist die Verteilung der 

standardisierten Zufallsvariablen abhängig von θ, so kann man - zunächst 

für große Stichprobenumfänge η - die Verteilung der Größe 

- ν μ ( θ ) α 
\/η· — mit σ(θ) = — — 

ν/η 

im Falle 

( _ δ -μ(θ) Ν 
Ρ { \/η- — < ζ > Φ( ζ) 

\ σ - ] η-*» 

durch die Standardnormal verteilung approximieren und erhält mit 

ein a-iLjmptotiickzi K.onfcidznz-Lnte.n.valt zum Hlvzau 1-a. Hier konvergiert mit 

wachsendem η die Wahrscheinlichkeit, daß man ein Intervall erhält, in dem 

der Parameter θ liegt, gegen 1-a. 
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2 
ZoM>piQ±: Sind x^ xn Realisationen von η unabhängigen Ν(μ;σ ) - v e r t e i l -

ten Zufallsvariablen mit bekannter Varianz σ^, so hat die Schätzfunktion y 1 2 
X= — (X.| + . . . +Xn) den Erwartungswert y und die Varianz —σ . Damit i s t 

N(0;1) - verte i l t und es i s t 

P ( " " 1 - 0 / 2 ^ ^ l u 1 - a / 2 ) = l - a ' 

wobei ua das α-Quanti l der N(0; 1 ) - Verteilung bezeichnet. Das Konfidenz-

intervall zum Niveau 1-a für den Parameter θ ergibt sich somit zu 

Bevor wir einige weitere Konfidenzintervalle für die Parameter einer 
2 

N(y;σ ) -Verte i lung angeben, wollen wir noch einige sogenannte Piä{,veA-

teAZungm einführen. 

Sind X 1 , . . . , X n unabhängige N(0 ;1 ) -ver te i l te Zufallsvariablen, so heißt 
η 2 

die Verteilung von 7 X. eine (ztntnale.) χ 2 - VeAteiZung mit η F / ι e i h z i t A -
i = 1 1 

gxad&n, i n Z e i c h e n 

η „ 
Σ X i - X n · 

i = 1 1 n 

Die Quantile χ 2 , der χ2 - Verteilung sind für einige η und α im Anhang 
vertafelt. 

Sind X g , X ^ , . . . , X unabhängige N(0;1) - vertei lte Zufallsvariablen, so i s t 
die Zufallsvariable 

(zeivtnaJi) t-vMteJlt mit η FAeihzitigiaden, k u r z 

Die Quantile t n der t -Verte i lung sind ebenfalls für einige η und α im 
Anhang vertafelt. 
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Schl ießl ich heißt eine Zufal lsvariable 

F : (φΟΛα 
(ζentnal) F - veAteJXt mit m und η F/iexAeXtig/uufen, kurz 

F ^ F m,n 

f a l l s Yn unabhängig standardnormal verteil te Zufa l l svar i -

ind. Auch die 

Kombinationen von m, η und α im Anhang vertafelt . 

ablen sind. Auch die Quantile Fm der F -Ver te i l ung sind für einige 

2 
Nun noch einige weitere Konfidenzintervalle für die Parameter μ und σ 

2 2 einer Ν(μ;σ ) - Ve r t e i l ung . Bei unbekannter Varianz σ i s t 

t x - V l ; 1 - a / 2 ^ ; x + V l ; l - a / 2 · ^ 

ein (1-a) - Konfidenzintervall für den Erwartungswert μ. I s t der Erwartungs-
2 wert μ einer Ν(μ;σ ) - Verteilung bekannt, so i s t 

η 0 η 0 

Σ (x,· ~ y) I (x i - μ) 
i = 1 1 . i = 1 1 

χη;1-α/2 xn;a/2 
2 

ein (1-a) - Konfidenzinterval1 für die Varianz σ . Ein solches Intervall 

i s t bei unbekanntem μ gegeben durch 

2 / ,n_2 Γ (n-1)s (n-1)s 1 
L v 2 ' γ 2 J 

xn-1;1-a/2 xn-1;ct/2 

Abschließend wollen wir uns nun mit i t a Z l i t i i c k m T u t i beschäftigen. Das 

sind Verfahren, die die Richtigkeit von Aussagen über s tat i s t i sche Vertei-

lungen überprüfen: I s t ein Parameter größer oder kleiner a l s ein bestimm-

ter Wert? Liegt er in einem bestimmten Interva l l ? I s t eine Zufal lsvariable 

normal ve r te i l t ? Mit Fragestellungen wie den beiden ersten wollen wir uns 

hier beschäftigen (Panam&teA - TzAti). Die dr itte Fragestellung kann mit 

Hi lfe sogenannter Anptuiu.ngite.Ati beantwortet werden, man vgl. hierzu Här-

tung et a l . (1982, Kap.IV). 

Solche Tzitvi/ifiahi&n oder PiuiueifiahAin können, da s ie auf der Grundlage 

zufä l l iger Experimente basieren, natürl ich nicht immer r icht ige Entschei-
2 

düngen l iefern. Prüft man z.B., ob der Parameter μ der Ν(μ;σ ) - Verteilung 

größer oder kleiner als ein vorgegebener Wert μη i s t , so könnte etwa 
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die sogenannte (NulZ) hypothec e. Hg und μ > Ug die AlteAnativkypotkeAe. H^ 

sein. Man beobachtet nun eine Stichprobe x^,...,x aus dieser Verteilung 

und will sich aufgrund dessen für Hg oder H^ entscheiden. Dabei kann man 

zwei Fehler machen: Die Nullhypothese trifft zu, und man entscheidet sich 

fälschlicherweise für die Alternativhypothese, oder die Alternativhypothe-

se trifft zu, und man entscheidet sich für die Nullhypothese. Im ersten 

Fall spricht man vom FehZeA 1. krvt, im zweiten vom FzhZeA 2. A i t . Bei 

einem statistischen Testverfahren geht man nun so vor, daß man den Fehler 

1. Art beschränkt, er soll höchstens mit einer Wahrscheinlichkeit α auf-

treten (lHAiimimhucheA.nZic.hk&jX, SigyvLiikanzviiveau). Linen solchen Test 

nennt man Teit zum Ulvncun α oder auch N-ive.au - a - Tut, egal mit welcher 

Wahrscheinlichkeit β der Fehler 2. Art auftritt. Natürlich wird man bei 

der Konstruktion von Tests bemüht sein, diesen möglichst gering zu halten. 

Bei der Bestimmung eines solchen Tests geht man wie folgt vor. Nehmen wir 

an, daß getestet werden soll 

Hg: θ £ θ 0 gegen Η,: θ > 0Q 

d.h. man will wissen, ob der Parameter θ einer Verteilung kleiner oder 

größer als ein vorgegebener Wert 9g ist. Man ordnet dann mit Hilfe einer 

Tutiiatlitlk oder Pnüigiöße Τ der Stichprobe x^ x n eine Zahl 

T(xj....,x ) zu, bei der z.B. ein großer Wert eher für das Vorliegen von 

Hj, ein kleiner Wert eher für das Vorliegen von Hg spricht. Dann sucht 

man eine Zahl c. derart, daß gilt 
1-a 3 

P.(T> c. ) < α für alle θ e H n ; 
θ 1-α — 0 

der Index θ soll hierbei andeuten, daß die Wahrscheinlichkeit bei Vorlie-

gen von θ gemeint ist. Entscheidet man sich nun für H^, falls T>c^_ a, 

und für Hg, falls T_<c^_ , so handelt es sich bei dieser EnticheA.du.ngii.e-

gel um einen Test zum Niveau ct. Die Größe c, heißt kiAtiichei Wz/U, der 3 1-a 

Bereich T_<c^_a KmahmebeAelck und der Bereich T > c ^ _ a AblehnungibeAelch 

des Tests. Entscheidet man sich nun konkret für Hg, so sagt man "Ho kann 

nicht verworfen werden" oder "Hg wird angenommen", entscheidet man sich 

für H.j, so sagt man "H^ ist signifikant (zum Niveau α)" oder auch "H^ ist 

zum Niveau α statistisch gesichert". 

Ein Hypothesenpaar der obigen Form 

HQ: θ < θ 0 gegen H ^ θ > 0Q 

nennt man auch einbettige Hypothese, den entsprechenden Test auch etniel-

ttgen Te.it. Von einer zweXiextXg&n Hypothese bzw. einem zweJj>eJjtigen Teit 
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spr icht man bei Hypothesenpaaren der Gestalt 

Hq: θ = θ 0 gegen H1: θ / θ 0 

BexAp-ieZ: Eine Maschine produziert Schrauben, deren tatsächl iche Länge a l s 

Ν(μ;σ ) - ve r te i l t angenommen werden kann. Die Standardabweichung σ der 

Maschine möge vom Herstel ler mit 0.3 rrni angegeben sein. Aufgrund der in 

Cah.3 angegebenen Längen χ ^ , . , . , χ ^ einer Stichprobe vom Umfang η = 14 

aus der Produktion möchte man zum Niveau a = 0.05 testen, ob die mittlere 

Schraubenlänge μ der Produktion k le iner oder größer a l s UQ =30 mm i s t . 

tab.3: Längen x. von η = 14 Schrauben in mm 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

x i 30.6 30.9 29.6 30.1 29.5 29 .7 30.6 30 .5 29.4 29 .9 30 .0 30.2 29.7 30.1 

Das Testproblem hier i s t 

Hg·. U f 30 gegen Hj: μ > 30 

verwenden wir die im Fal le μ =μ^ standardnormal ver te i l te Größe 

Da ein k le iner Mittelwert χ eher für HQ, ein großer eher für H^ sp r i ch t , 

a l l e y =Vq stand 

-
T = ^n — σ 

a l s Te s t s ta t i s t i k . Fa l l s μ = μρ i s t , g i l t a l so 

Ρ μ ( Τ > ν α ) = α ' 

und f a l l s μ < μ^ i s t , g i l t 

Ρ (T> u. ) < α 
μ 1-α 

Entscheidet man s ich nun im Fal le T ( x ^ . . ,xn) _< für HQ und im Fal le 

T (x^ . . . . ,x ) > u^ für H.j, so hat man einen Niveau - α - Test vorl iegen. 

Dieser Test heißt auch (e inse i t i ger ) €AMtichp>iobe.nga.u.ßt&,t. 

In unserem Beispiel erg ibt s ich aus Tab.3 χ = 30.071 , und es i s t 

J1-a = u1-0.05 = u0.95 ; 

Τ ( χ Γ . . . , χ η ) = ν Ί 4 3 0 ·° 0
7 1

3 ' 3 0 = 0.886 < 1.6449 = uQ g 5 · 

Wir können die Hypothese HQ a lso nicht verwerfen, d.h. es kann nicht zum 

5% Niveau gesichert werden, daß μ größer a l s 30 i s t , obwohl die mittlere 
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Schraubenlänge in der Stichprobe dies ist. 

An dieser Stelle sei noch etwas zur Notation von Zu4a££&va'Uablen in den 

weiteren Kapiteln bemerkt. Wir werden aus Notationsnründen in der Bezeich--

nungsweise nicht immer streng zwischen Zufallsvariablen und ihren Realisa-

tionen unterscheiden. Ist von Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen, Erwar-

tungswerten etc. die Rede, so ist klar, daß sich dies auf die den Realisa-

tionen zugrundeliegenden Zufallsvariablen bezieht. 

U. VEKTOR- UND MATRIZENRECHNUNG 

In der multivariaten Statistik ist die Verwendung von Vektoren und Matri-

zen unumgänglich. Daher werden in diesem Abschnitt die Begriffe Vektor 

und Matrix eingeführt und wichtige Rechenregeln sowie Funktionen von Ma-

trizen betrachtet. 

Ein η - (ÜMinilonaltn Vektoi a ist ein als Spalte geschriebenes η - Tupel 

von Zahlen 

Der zugehörige tAaniponteAt& Vikton. a = (a^ .ag»·.. >a ) ist der zum SpaZt&n-

vzkton. a gehörige Z<üJLm\j<Lkto>i. Für zwei η - dimensional e Vektoren a und b 

ist eine Addition 

a + b = 

a , + b 1 

a 2 + b 2 

a„ + 
η η 

und eine Multiptikation 

a · b = a ^ tagbg + ...+a b 

erklärt. Weiterhin läßt sich ein Vektor a mit einer Zahl ζ multiplizieren 

(<skaixvuL MuItipZ-ikation): 
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Ζ · a 

Von einem η - dimensional en Vzktoi α dex Länge q, spricht man, wenn gilt 

τ 2 
a a = q 

Möchte man einen beliebigen η - dimensional en Vektor b = (b^,...,bn)
T so nor-

mieren, daß der normierte Vektor eine vorgegebene Länge q besitzt, so kann 

man wie folgt vorgehen. Man berechnet für i=1,...,n 

(dann hat der Vektor b = ( b ^ . . , b n ) die Länge 1) und multipliziert die 

Größen b. mit q: 

ai = q · b· für i = l,... ,n 

Mit a = (a^,...,a ) ist dann der normierte Vektor der Länge q gefunden. 

Multipliziert man zwei η - dimensionale Vektoren a und b in der Form ab T, 

so ergibt sich ein quadratisches Zahlenschema: 

1 i a · b 

a 1b 1 a i b 2 ... a,bn 

a2 b1 a2 b2 ··· a2 bn 

a b , a b , ... a b 
η ι η 2 η η 

Ein solches Zahlenschema nennen wir eine n*n - Matrix. Bevor wir auf allge-

meine Matrizen eingehen zunächst ein Beispiel. 

Bz-LbpieZ: Es seien a und b 4 - dimensionale Vektoren, nämlich a T = (4,3,7,10) 

und b T = (3,6,1,0), und es sei ζ = 5. Dann ist 

a + b : 
'4 + 3 7' 
3 + 6 9 
7 + 1 8 

10 + 0 10 

a b = 4·3 + 3·6 + 7· 1 + 10-0 = 37 

ζ · a = 5a = 

20 
15 
35 
50 

und 
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ab 

' 4·3 4-6 4· 1 4·0' '12 24 4 0' 
3-3 3-6 3· 1 3-0 9 18 3 0 
7-3 7-6 7· 1 7-0 21 42 7 0 

10-3 10-6 10-1 10-0 l30 60 10 0 J 
Allgemein i s t eine n*m - Matrix Α ein Zahlenschema bestehend aus η Zeilen 

und m Spalten: 

a11 a12 · " a1m 
a21 a22 ··· a2m 

an1 an2 

Die Thaniponlejutz Α von Α entsteht durch Spiegelung von Α und i s t eine 

mxn - Matrix: 

AT = 

a11 a21 · · · an1 
a12 a22 ··· an2 

a1m a2m 

Eine n«m-Matrix Α kann mit einer Zahl ζ elementweise mul t ip l i z ie r t werden 

(ikalcvie. MwMU.ptLkaXj.on) 

ζ · A = 

z a11 · · · za1m 

za„« ... zaom nl nm· 

und für 2 nxm-Matrizen Α und Β wird in folgender Weise eine Addition er-

klärt: 

Α + Β = 

a11 ··· a1m 

a „ a n1 nm 

b11 ··· b1m 

b , . . . b nl nm 

a., + b., . . . a. + b. 11 11 Im 1m 

a , + b , . . . a + b n1 n1 nm nm· 

Weiterhin g i l t natürl ich für 2 nxm- Matrizen Α und Β und eine Zahl ζ 

(A + B)T = AT + BT , (zA)T = zAT . 

Fa l l s g i l t n = m, so heißt eine nxm = n*n - Matrix Α quadtatiich und f a l l s 

zusätzl ich A = AT g i l t , so heißt A iymrmtsuAclι. 

Für einige symmetrische Matrizen gibt es speziel le Bezeichnungen. So i s t 

I die ηχη - dimensionale E-LnkeAXimatnlx η 
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1 0 0 . . . 0' 
0 1 0 . . . 0 

0 0 0 . . . 1 

und J die n»n - dimensionale Elrue/umüUx η 

J = η 

1 1 . . . 1 
1 1 ... 1 

1 1 . . . 1 

ΒeAAplel: Es seien 
A = i 2 4 7 und Β = 1 6 9 

[3 0 1J UMU u (8 3 2j 
2«3 - Matrizen und es sei ζ = 4. Dann i s t z.E 

AT = 
2 3 
4 0 
7 1 

eine 3*2 - Matrix, 

und 

zA = 4 

A +B = 

2 4 7 
3 0 1 

2 4 7 
3 0 1 

8 16 28 
12 0 4 

1 6 9 
8 3 2 

3 10 16 
11 3 3 J 

Kommen wir nun noch zur Mu.ZtA.pLLk.aXloη von McuOUzm. Soll das Produkt Α ·Β 
zweier Matrizen Α und Β bestimmt werden, so muß folgende Dimensionsbedin-
ounq e r fü l l t sein: Die Anzahl der Spalten von Α muß mit der Anzahl der 
Zeilen von Β übereinstimmen. Is t also z.B. Α eine nxm-Matrix, so muß Β 
eine m*k- Matrix sein, und es i s t dann 

Α · Β = 
a11 a12 •·· a1m 

n1 n2 ··' 
m 

l a 1 i b i 1 

b11 b12 

bm1 bm2 
m 

^ a 1 i b i 2 

1k 

mk 

m m 
Τ a .b., V a .b.„ 

i=1 n l l 1 i=i n l 12 

& a i i b i k 

m 
y a .b.. m ik 

eine nxk - Matrix. 
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BeZip-LeZ: Es s e i e n 

3 7 
4 1 
5 2 
0 6 

und Β : 
4 3 
5 7 
1 6 

4 *3 - bzw. 3*2 - M a t r i z e n . Dann i s t 

A · Β : 
' 3 -4 + 7 -5 + 10· 1 3 · 3 + 7 ·7 + 10-6 ' 57 118' 
4 . 4 + 1 .5 + 6 *1 4 · 3 + 1·7 + 6 *6 27 55 
5 ·4 + 2 - 5 + 3 · 1 5 · 3 + 2 · 7 + 3 ·6 33 47 
0 ·4 + 6 · 5 + 9 · 1 0 - 3 + 6 - 7 + 9 - 6 39 96 

e i n e 4 * 2 - M a t r i x . 

Im Zusammenhang m i t der M u l t i p l i k a t i o n von M a t r i z e n g e l t e n d i e f o l g e n d e n 
RechenlzgeZn: 

(A + B) · C = A · C + B · C 
A · (B + C) = Α · Β + A · C 
(A · Β) · C = A · (Β · C) 

J 

(A · Β ) Τ = Β Τ · Α τ 

, f a l l s A,B,C n * m - , nxm - bzw. m*k - M a t r i z e n , 
, f a l l s A ,B ,C n * m m * k - bzw. m*k - M a t r i z e n , 
, f a l l s A ,B ,C n x m m * k - bzw. kxq - M a t r i z e n , 
, f a l l s A,Β n * m - b z w . mxk - M a t r i z e n s i n d . 

E in anderes h ä u f i g ve rwand tes M a t r i z e n p r o d u k t i s t das sogenannte KnoneckeA-
piodakt I s t Α e i n e n x m - M a t r i x und Β e i n e k * q - M a t r i x , so i s t das 
K r o n e c k e r p r o d u k t von Α und Β e i n e nk*mq - M a t r i x , n ä m l i c h 

Α® Β • 
11 

n1 

Im 

nm 

a l 1 B 

n i 

a 1 mB Im 

Bz^UpieZ: Das K r o n e c k e r p r o d u k t der M a t r i z e n 

(3 2 A = 7 4 

i s t gegeben a l s 

Α® Β > 

und 
3 7 6 5 
2 9 8 1 
3 0 4 4 

9 21 18 15 I 6 14 12 10' 
6 27 24 3 I 4 18 16 2 

'3 Β 2 Β 9 0 12 12 1 9 
h -

0 8 8 

7 Β 4 Β 21 49 42 35 1 1 2 28 24 20 
14 63 56 7 1 8 36 32 4 
21 0 28 28 I 12 0 16 16 J 

Für das K r o n e c k e r p r o d u k t g e l t e n d i e f o l g e n d e n Rtc.he.nie.geZn: 

(Α + Β) ® C = (A®C) + ( B ® C ) , f a l l s A ,B ,C n*m - , nxm - bzw. kxq - M a t r i z e n , 



Kapitel I: Einßhrung und Grundlagen 

A® (B + C) = (A®B) +(A®C), f a l l s A,B,C n«m -, k«q - bzw.. k*q - Matrizen, 
, f a l l s A,B nxm-bzw. k*q - Matrizen und z^, z,|A® Z2B = z^z2 A 

z^ Zahlen, 
Α·Β® OD = (A®C)· (B®D) , f a l l s A,B,C,D n«m -, m*k -, p*q - bzw. q*i, -

Matrizen, 
, f a l l s A,B nxm-bzw. kxq-Matrizen sind. (A® B ) T = AT®BT 

Rechentechnisch i s t es oft günstiger mit Vektoren a ls mit Matrizen zu arbei-
ten. Daher führen wir hier den OpeAotoK "vec" e in , der einer beliebigen 
nxm- Matrix Α einen nm - dimensional en Spaltenvektor zuordnet: 

'11 

vec A = vec 
a11 a12 

an1 an2 

Im 

'12 

nl 

vecΑ entsteht also aus A, indem man die Zeilen von Α transponiert und unter-
einander schreibt. 

Βζ-ύ,ρ-ίίΖ: Es sei 

A = 
3 4 1 2 
7 6 5 3 
2 4. 1 0 

Dann i s t 

vec A = (3,4,1,2,7,6,5,3,2,4,1,0) J 
Wir werden uns nun mit einigen Funktionen quadratischer Matrizen beschäfti-
gen. Hier sei zunächst die SpuA. {tlace.) einer ηχη - Matrix 

A = 
Hauptdiagonale 

erwähnt. Die Spur t rAvon Α i s t die Surme der Elemente von A, die auf der 
Hauptdiagonale l iegen, also 

t r A = a 1 1 + a 2 2 + - - - + a n n = ^ a i i · 
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Die VeXeAmimnte detA einer ηχη - Matrix gibt das "Spaltenvolumen" von 

A an. Für eine 2*2 - Matrix Α i s t 

det A = det 
a 1 1 a 1 2 

a 2 1 a 2 2 

für eine 3*3 -Matr ix Α i s t 

= a 1 1 a 2 2 " a 2 1 a 1 2 

det A = det 
"11 a12 °13 
i 2 1 a 2 2 a 2 3 

i31 a32 a33 

= a11a22a33+a12a23a31+a21a32a13"a31a22a13"a32a23aH"a21a12a33· 

Pür höherdimensionale Matrizen nimmt man Entwicklungen nach einer Spalte 

oder Zeile gemäß dem Lapiac.zic.hiLn Bwtm.cklungiiaXz vor und reduziert da-

durch die Dimension der Matrizen, deren Determinanten berechnet werden müs-

sen, bis auf 3x3-Matrizen oder auch 2x2 - Matrizen. Bezeichnet A.^ die Ma-

t r i x , die dadurch entsteht, daß man in einer Matrix Α die i - te Zeile und 

die j-te Spalte streicht, so ergibt sich für die Entwicklung nach der i-ten 

Zeile ( i=1,... ,n) 

det A = det 

a11 ··· a1n 

a . ... a n1 nn 

= I H ) i + J ' a j de tA . 
j=1 1 J 1 J 

und für die Entwicklung nach der j -ten Spalte ( j -1, . . . ,n) 

det A = det 
'11 ·· 1n 

a . . . . a n1 nn 

I. ( " D ^ ^ i j d e t A ^ 
i = 1 i j 

Natürlich wird man bei einer Matrix, in der einige Elemente a ^ den Wert 

Null haben, nach derjenigen Spalte oder Zeile entwickeln, die möglichst 

viele Nullen enthält. 

ßeJApldL: Wir wollen die Determinante der 4x4-Matr ix 

2) 

A = 

7 - 1 3 
4 0 9 
7 6 3 
6 4 1 

durch Entwicklung nach der 2. Spalte (j=2) berechnen. Es ergibt sich 

>1+2 
Ί 2 12 

2 + 2 a 2 2 det A22 + ( -1 ) 3 + 2 a 3 2 det A 3 2 

( - 1 ) 4 + 2 a 4 2 d e t A 4 2 
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( - 1 ) - ( - O - d e t 

+ ( - 1 ) -6»det 

4 9 8 
7 3 10 
6 1 5 

7 3 2 
4 9 8 
6 1 5 

+ ( - 1 ) -O-det 

+ ( -1J *4*det 

7 3 2 
7 3 10 
§ 1 5 

7 3 2 
4 9 8 
7 3 10 

= 1(4-3-5 + 9-10-6 + 7·1·0 - 6·3·8 - 1 · 10-4 - 7 -9 -5 ) + 0 

- 6 (7 -9 -5 + 3-8-6 + 4 - 1 - 2 - 6 -9-2 - 1 - 8 - 7 - 4 - 3 - 5 ) 

+ 4(7-9-10 + 3 - 8 - 7 + 4 -3-2 - 7-9-2 - 3-8-7 - 4 -3-10) 

= 1- 157 + 0 - 6-243 + 4-408 

= 331 J 
Eine ηχη - Mat r i x , f ü r die d e t A ^ O g i l t , heißt /iegultUiz MO£JU.K. 

Für eine n*n - Matrix D, die auf der Hauptdiagonale Elemente d . , . . . , d und 

sonst nur Nullen hat, schre ibt man häufig 

D = d i a g ( d r . . . , d n ) 

d1 0 . . . 0 

O d , . , . 0 

0 0 

Ein wicht iges H i l f sm i t te l und g l e i c h z e i t i g Anwendungsgebiet der Matr izen-

rechnung i s t das Lösen von l ineaAen GZeA.chungiiy6te.min. Betrachten wir 

etwa das Gleichungssystem 

2x1 + 5X2 = 4 

-6x., + 10x2 = -2 

dessen Lösung durch x^ = 1 und x.̂  = 2/5 gegeben i s t . In Matr izenschreibweise 

Ax = b mit χ = (x, ,x,) läßt s i ch d ieses System auch schreiben a l s 

f 2 51 f x J = 4' 

( -6 1oJ(x2J (-2 

Natür l i ch i s t e in solches Gleichungssystem n icht immer l ö sba r . Eine Lösung 

e x i s t i e r t nur dann, wenn der Rang r g Α der Matr ix A, d.h. die Anzahl der 

Linean unabhängigen Ze i len (oder Spalten) von Α g l e i ch dem Rang der Matrix 

(A,b) i s t . Eine Ze i le (oder Spalte) e iner Matrix heißt l i n ea r unabhängig 

von den übrigen Zei len (oder Spa l ten) , wenn man s i e n icht a l s Summe von 

Vielfachen (Linearkombinationen) der übrigen Ze i len (oder Spalten) dar-

s t e l l en kann. Den Rang e iner Matrix bestimmt man, indem man s i e durch M u l t i -

p l i k a t i on von Zei len mit Zahlen und Addit ion von Ze i len auf obeAe. VieÄ&cki-
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g u t a l t , d . h . u n t e r h a l b d e r vom oberen Ecke lement ausgehenden D iagona len 
s o l l e n nu r noch N u l l e n s t e h e n , b r i n g t . ( F e r n e r g i l t : r g A = t r A A + ; s . u n t e n . ) 

B&l&pieJL: W i r b e t r a c h t e n 

3 7 6 5 
1 0 7 2 
6 7 27 11, 

M u l t i p l i z i e r t man d i e z w e i t e Z e i l e von Α m i t ( - 3 ) und a d d i e r t s i e z u r e r -
s t e n , so e r g i b t s i c h d i e M a t r i x 

3 7 6 5 
0 7 -15 - 1 

β 7 27 11, 

A d d i e r t man dann d i e d r i t t e Z e i l e zum ( - 2 ) - f a c h e n de r e r s t e n , so e r h ä l t 
man d i e M a t r i x 

3 7 
0 7 
0 - 7 

6 5) 
•15 - 1 
15 1 

und man s i e h t , daß d i e d r i t t e Z e i l e ge rade das ( - 1 ) - f a c h e de r z w e i t e n i s t , 
d . h . es e r g i b t s i c h d i e M a t r i x 

'3 7 6 5" 
0 7 -15 - 1 
0 0 0 0 

Wir sehen a l s o , daß g i l t r g A = 2 , denn Α h a t n u r zwei l i n e a r unabhäng ige 
Z e i l e n . J 
W e i t e r h i n i s t es m ö g l i c h , daß e i n G l e i c h u n g s s y s t e m mehrere Lösungen b e s i t z t . 
D ies i s t zum B e i s p i e l f ü r das System 

6x^ - x^ - X j = 0 

8χ^ - ' 

das i n M a t r i x s c h r e i b w e i s e d i e G e s t a l t 

'6 - 1 - 1 ] [ χ 1 ] = ί0' 
8 - 1 θ] x 2 [β 

•χ3· 

b e s i t z t , de r F a l l . Für j e d e Zahl x^ i s t (x^ , χ ^ , χ ^ ) = ( x ^ ,8x^ - 6 , - 2 x ^ + 6 ) 
e i n e Lösung des Sys tems; z . B . (χ^ ^ , χ ^ ) = ( 4 , 2 6 , - 2 ) . 

E in V e r f a h r e n z u r Lösung l i n e a r e r G le i chungssys teme i s t das Gauß'ichz Εti-
mina t i o r i&ueA ia .h f iM . Dabei macht man s i c h z u n u t z e n , daß d i e M u l t i p l i k a t i o n 
e i n e r b e l i e b i g e n Z e i l e e i n e s G l e i c h u n g s s y s t e m s das System n i c h t i n h a l t l i c h 
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v e r ä n d e r t und daß s i c h auch du rch A d d i t i o n z w e i e r b e l i e b i g e r Z e i l e n das 
System n i c h t ä n d e r t . Bei d iesem V e r f a h r e n b r i n g t man d i e Koe.H-Lz'Le.nte.nma.-

fUx Α des G le i chungssys tems a u f obe re D r e i e c k s g e s t a l t und f ü h r t d i e dabe i 
verwandten M u l t i p l i k a t i o n e n und A d d i t i o n e n p a r a l l e l beim LöiungivcktoA b 
d u r c h . 

ΒίΛΛρ- ίζ Ι : M i t t e l s des Gauß'schen E l i m i n a t i o n s v e r f a h r e n s w o l l e n w i r d i e Lö -
sungen des G le i chungssys tems 

'3 4 2 Ol χ J [2' 
2 1 4 2 x 2 = 1 
1 0 6 1J x 3 [ 3 

•ΧΨ 

berechnen . Dabei benu tzen w i r das Schema aus C a b . 4 , i n dem r e c h t s d i e a u s -
g e f ü h r t e n M u l t i p l i k a t i o n e n und A d d i t i o n e n angegeben s i n d . 

Cab .4 : Gauß'sches E l i m i n a t i o n s v e r f a h r e n im B e i s p i e l 

X 1 x 2 X 3 x 4 

3 
2 

4 
1 

2 
4 

0 
2 

2 
1 • ( - 3 ) > 1 + 

1 0 6 1 3 • ( - 3 ) J 

3 4 2 0 2 
0 
0 

5 
4 

- 8 
- 1 6 

- 6 
- 3 

1 
- 7 • ( - 5 ) J + 

3 4 2 0 2 
0 5 - 8 - 6 1 
0 0 48 - 9 39 

Es e r g i b t s i c h 
4 8 x , - 39 

48x 3 - 9x 4 = 39 , d . h . x 4 = ^ = 

und som i t 

5x 2 - 8X3 - 6 x 4 = 5X2 - 8X3 - 48x 3 + 39 = 1 

56x - 3 8 3 8 
d . h . x 2 5 - 5 - X 3 - X 

und s c h l i e ß l i c h 

3x + 4x + 2x - 3 x Ά - , 5 2
 + ?x - +

 2 3 4 « - 1 5 2 - ? 
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Für jede Wahl von x, ist also 

(* y Ϊ y \ - (. y + ̂  3 0 ν X γ 10 y -VX1 ,χ2,χ3,χ4; - ν "τ, 3 ΊΓ' ΊίΓ 3 Ί Γ , Χ 3 ' Τ 3 3 
38 

eine Lösung unseres Gleichungssystems. J 
Ein wichtiger Teil der Matrizenrechnung ist die Berechnung von Eigenwerten 

und Eigenvektoren. Die ELgmuizKtz einer quadratischen n«n - Matrix Α werden 

bestimmt als die Null stellen des chaAakteA^iiCichcn Polynom det(A-XI), 

d.h. die η Eigenwerte λ^,.,.,λ von Α sind die Lösungen der Gleichung 

det(A-Xl n)=0 . 

Die zum Eigenwert λ^ gehörigen Elgenvcktoizn χ sind dann die Lösungen des 

Gleichungssystems (x f 0) 

Es gilt λ^ + ... + λη = trΑ und für symmetrisches Α auch X̂  · ... · λη = det A. 

Βζύ,ρίίΖ: Wir wollen die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenvektoren der 

Matrix 

Α = Ρ 3) 
1 5 

berechnen. Das charakteristische Polynom von Α ergibt sich zu 

= (X - 8) (X - 4) . 

Da für X = 8 oder X = 4 gilt 

(X - 8) (X - 4) =0 

sind X^=8 und X^ = 4 die Eigenwerte von A. Die zu X^ = 8 gehörigen Eigenvek-

toren sind die Lösungen des Systems 

Α χ = Χ .χ 

= (7-λ)(5-λ) - 1·3=35-7λ-5λ + λ 2 - 3 

= Χ2 - 12Χ + 32 = Χ2 - 1ΖΧ + 36 - 36 + 32 

= (λ-6) 2-4 = (Χ-6-2)(Χ-6 + 2) 

Αχ = 8χ , d.h. 
7χ^ + 3Xg = 8χ 

χ, + 5χ0 = 8χ, '2 

Damit ergeben sich die Eigenvektoren zum Eigenwert X. =8 zu 
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(x^,X2)T= (3x2,X2)T,und genauso erhalten wir a ls Eigenvektoren zum Eigen-

wert >>2 = 4 die Vektoren ( x j , x 2 ) T = ( - x 2 » x 2 ) T m i t x 2 ) i 0 J e w e i l s bel iebig. _ 

Ein weiteres wichtiges Element der Matrizenrechnung i s t die Bestimmung von 

inversen Matrizen. Für eine quadratische ηχη-Matr ix Α mit rg Α = η (äqui-

valent dazu i s t det A i 0; A l ego l ä A z Ma&Ux) i s t die zu A inveue ΜΟΧΛΛ,Χ. 

A ^ bestimmt durch 

AA"1 = I 

I s t Α eine reguläre Matrix, so i s t jedes Gleichungssystem der Art Ax = b 

lösbar, und zwar eindeutig. Die Lösung läßt sich angeben als x = A ^b. 

Im folgenden werden wir bei der Vzwendung eXneA JnveAim immer implizit 

unterstellen, daß eine solche auch i x l i t i z i t , ohne dies in den Vorausset-

zungen immer exp l i z i t zu erwähnen. 

Bei der Bestimmung von inversen Matrizen kann man sich wiederum das 

Gauß'sche Eliminationsverfahren zunutze machen. Man notiert die reguläre 

Matrix Α und daneben die η - dimensionale Einheitsmatrix I und mult ip l i -n 
z iert dann einzelne Zeilen mit Zahlen und addiert Zeilen von Α solange 

bis man Α in eine Einheitsmatrix verwandelt hat. Parallel dazu führt man 

die gleichen Multiplikationen und Additionen ausgehend von I durch. I s t 
Α dann in eine Einheitsmatrix verwandelt, so i s t I in die inverse Matrix 

-1 Α verwandelt. 

6 (UApitl·. Wir wollen die zur regulären 3*3 -Mat r i x 

A = 
4 7 -3 
2 6 1 
1 5 9 

„-1 inverse Matrix Α bestimmen. Dazu verwenden wir das Schema aus tab.5, in 

dem rechts die durchgeführten Multiplikationen und Additionen angegeben 

sind. Die zu A inverse Matrix ergibt sich also zu 

. -1 1 
τς 

49 -78 
-17 39 

4 -13 

25 
-10 

10 

Dieses Ergebnis kann dadurch kontrol l iert werden, daß man AA ausrechnet. 

Hat man korrekt gerechnet, so muß gelten 

AA -1 
I -

Hier ergibt sich 
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AA -1 1 
4 7 - 3 
2 6 1 
1 5 9 

49 -78 
-17 39 

4 -13 

25' 1 =τς 
65 0 0 

-10 1 =τς 0 65 0 
10 

1 =τς 0 0 65 

wir haben also richtig gerechnet. 

Cah.5: Berechnung einer inversen Matrix 

4 7 - 3 
A = 2 6 1 

1 5 9 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

• ( - 2 ) > > 
( - 4 Η 

4 7 - 3 
0 -5 -5 
0 -13 -39 

1 0 0 
1 -2 0 
1 0 -4 · 1 3 1+ 

• ( - 5 Η 

4 7 - 3 
0 -5 -5 
0 0 130 

1 0 0 
1 -2 0 
8 -26 20 

•130η 

· 2 6 > ·3 J + 

520 910 0 
0 -130 0 
0 0 130 

154 -78 60 
34 -78 20 
8 -26 20 

· 7 > 

'520 0 0 
0 -130 0 
0 0 130 

392 -624 200 
34 -78 20 
8 -26 20 

•1/520 
• ( -1/130 ) 
• 1/130 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

49/65 -78/65 25/65 , 
-17/65 39/65 -10/65 = A~ 

4/65 -13/65 10/65 J 
I s t eine Matrix Α nicht regulär, so läßt sich keine Inverse bestimmen. 

Stattdessen muß man sich mit sogenannten generalisierten Inversen von A 

begnügen. Α heißt eine gweAtili!>.Lzfcte. JnveAie zur nxm - Matrix A, f a l l s 

g i l t 

AAA = A . 

Hat man ein lösbares Gleichungssystem Ax=b gegeben, so i s t eine Lösung 

angebbar als x = A b. Die nxm-Matrix A~ i s t allerdings i .a. nicht ein-

deutig. Um Eindeutigkeit zu erreichen, wird daher häufig die sogenannte 

PimdolnveAbz oder Ikion.z-Vtinft.ot.z-'lnvzKAz A+ von Α verwandt. A+ i s t durch 

die folgenden 4 Bedingungen bestimmt: 

AA+A = A 

A+AA+ = A+ 

(A+A) = (A+A)T 

(AA+) = (AA+)T . 
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Da die erste Bedingung gerade der für general is ierte Inverse entspricht, 
i s t A+ eine speziel le general is ierte Inverse, die in Fäl len regulärer Ma-
trizen Α mit A-1 Ubereinstimmt. Zur Berechnung von A+ gibt es v i e l e Ver-
fahren, vgl . z.B. Albert (1972), Ben-Israel/Grevi l le (1980); ein speziel les 
wollen wir hier angeben. (Dies eignet sich im Fa l le der Existenz auch zur 
Berechnung einer Inversen.) Wir bezeichnen die Spaltenvektoren einer nxm-
Matrix Α mit a^ , . . . , a m und die Matrix der ersten k Spalten von Α mit A^, 
d.h. A=(a^ am) und A^ = (a^ a^) für k=1,...,m. Für k=2 m de-
f in ieren wir weiter 

d k = A k-1 a k Ck = ak - Ak-1dk 

Dann g i l t für k=2,.. . ,m 

Ak = 
V r d k b k 

L.T 

mit 

j T . \-1jT.+ 

, f a l l s c ^ O 

(1 +d^dk ) •djf t . , , f a l l s c k = 0 

Benutzt man, daß die Pimdo-inveAU zinz& ί/zktou χ durch 

x+ = xT , fa l 1 s χ φ 0 , und x+ = 0 , fa l 1 s χ = 0 , 
χ χ 

gegeben i s t , so kann man ausgehend von 
«+ + 

1 = a1 

sukzessive A^, A * , . . . , A * = A+ bestimmen. 

I s t Α eine n*m-Matrix mit n<m, so wird man den Grevilleschen Algorithmus 
nicht auf Α sondern auf AT anwenden, da dann die Schrittzahl geringer i s t . 
I s t dann (AT )+ die Pseudoinverse von AT , so ergibt sich die Pseudoinverse 
von Α zu 

A+ = ( ( A T ) + ) T , 

denn es g i l t stets 

(A+ )T = (AT )+ 
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8eXip/ce£: Wir wollen die Pseudoinverse Α zur 4«3 - Matrix 

3 2 7 
-5 4 1 
9 3 - 2 
8 6 10 

bestimmen. Es i s t zunächst 

1 (3,-5,9,8) (3,-5,9,8) , 
3 + (-5) + 9 + 8 1 7 9 

und somit ergibt sich für k = 2 

1 
d2 = A1a2 =T75" < 3 ' - 5 ' 9 · 8 ) 

C2 = &2 ~ = a2 ~ a1C'2 

= (3-2 - 5·4 + 9 ·3+8·6) 

2 3' 358 - 183' ' 175' 
4 -5 61 1 716+305 1 1021 
3 9 "TT9 179 537 - 549 = m -12 
6 8 1074 - 488 586 

d.h. es i s t 

τ + 1 τ 
2 = 2 = ~τΤ — 2 

2 2 

179 

1416606 

= (175,1021 ,-12,586) . 

Damit ergibt sich dann 

(175,1021,-12,586) 

a 2 = 
V d 2 b 2 (3,-5,9,8) " 7 5 J 4 (175,1021 ,-12,586) 

^ ( 1 7 5 , 1 0 2 1 , - 1 2 , 5 8 6 ) 

1 
"73TT 

Für k - 3 erhalten wir nun 

73 -569 402 154 

175 1021 -12 586 

. _ .+ 1 
3 ~ 2a3 ~75ΤΪ 

c3 " a3 " A2d3 : 

73 -569 402 154 

175 1021 -12 586 

1 
" 7 m 

678 

8130 

7 3 2 1 5 5 3 9 8 ' 1 8 2 9 4 ' 
1 - 5 4 . 1 ί 6 7 8 ] - 1 7 9 1 4 2 9 1 3 0 

- 2 9 3 7 9 T 4 ( 8 1 3 0 J 7 5 Ϊ 4 - 1 5 8 2 8 3 0 4 9 2 
10 8 6 7 9 1 4 0 5 4 2 0 4 
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1 
79T4 

37104 
-21216 
-46320 
24936 

und daraus dann 

b 3 - c 3 ^ c 3 = j r a n r r a a r W i r (37104,-21215,-46320,24936) 
C3C3 

5 8 0
Ί
5 1 2 (37104,-21216,-46320,24936) 

so daß sich 

A 3 - A --

1 

A2 " d3b3 

580512 

2176 -39920 33456 9160 
-25280 96688 46704 17368 
37104 -21216 -46320 24936 

77m 
272 -4990 4182 1145 

-3160 12086 5838 2171 
4638 -2652 -5790 3117 

ergibt. 

Nützlich sind häufig auch die Beziehungen 

A + = (A T A ) + A T und A+ = AT(AAT) + 

J 

womit man z.B. für den Fa l l , daß ATA invertierbar i s t , erhält: A+ = (A T A)~V T . 

[Betrachtet man das Gleichungssystem 

Ax = b , 

bzw., f a l l s dies nicht lösbar i s t , das allgemeine Problem 

minimiere (Ax - b)T(Ax - b) bzgl. χ , 

mit A nxm- Matrix, b η - dimensionaler Vektor, χ m - dimensionaler (unbekann-

ter) Vektor, so sind die Lösungen χ darstel lbar a l s 

χ = A + b + ( I -A+A)w , 

wobei w ein beliebiger η - dimensionaler Vektor i s t . Auch im Falle eines 

lösbaren Gleichungssystems Ax=b sind dessen Lösungen in dieser Form angeb-

bar, und es a i l t in diesem Falle insbesondere Ax = b für χ = A+b (x = x , 
ο o o 

w = 0). 
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Dabei haben die Vektoren v = ( I m - A
+ A ) w die Eigenschaft, daß Αν = 0 gilt, d.h. 

sie gehören zum Kvin (nuli6pac.&) N(A) von A; das sind gerade alle Vektoren x, 

für die Αχ = 0 ist, und jedes solche χ läßt sich in der Form x = (I m-A
+A)w, 

mit w m - dimensional er Vektor, darstellen. 

Die ausgezeichnete Lösung x = x Q = A
+b (w = 0) hat die Eigenschaft, daß sie un-

ter allen Lösungen obiger Aufgabe den kleinsten Betrag bzw. die kleinste 

Norm ||x||= (xTx)1/^ besitzt, und daß sie orthogonal zum Kern N(A) ist, d.h. 

für alle Vektoren ν mit Αν = 0 gilt: v TA +b = 0. Ferner gilt: rgA=trAA +.] 

τ 
Allgemein nennt man zwei Vektoren χ und y orvthogonale. Vektoren, wenn χ y = 0 

gilt, und schreibt dann xj_y. Sie heißen ohZkononmxlz Vektoren, wenn sie 

orthogonal und zudem noch normiert (auf Betrag 1) sind, d.h. xTy = 0 und 
l l x l H l y l M . 

Verwenden wir das Zeichen ||.|| ohne weitere Kennzeichnung, so verstehen wir 

darunter stets den rnktLdiichzn BeXtag bzw. die zuktcdLiche. Nonn 

||x||= (x Tx) 1 / 2= J X^ x? für χ = (χ,,... , χ / . 

Zum Abschluß dieses Abschnitts über Matrizenrechnung wollen wir noch den 

Begriff der VziiruXheJX einer symmetrischen ηχη - Matrix Α einführen. Dazu 

bezeichne χ einen η - dimensionalen Vektor und Α eine n*n - dimensionale Ma-

trix. Α heißt poA-ctiv (mgaXiv) dd^-iniX, falls für alle χ f 0 gilt 

xTAx > 0 ( < 0) [ S alle Eigenwerte von A > 0 ( < 0)] , 

und Α heißt poi-ütcv (negatίυ) &&mide.linit, falls für alle χ gilt 

xTAx > 0 (_< 0) [= alle Eigenwerte von A ^ O (_<0)] . 

In allen anderen Fällen heißt die Matrix Α indefinit. Ist A semidefinit und 

invertierbar, so ist A definit. 

5. MEHRDIMENSIONALE UND MULTIVARIATE VERTEILUNGEN 

Im Abschnitt 3 haben wir uns mit Zufallsvariablen und ihren Verteilungen 

beschäftigt. Mitunter ist man aber gleichzeitig an mehreren Zufallsvariabien 
τ 

X1,...,X , d.h. an einem zulcUULigm Vzktoi oder la^oJLtivikton ) , 

interessiert. Zum Beispiel kann man sich bei Menschen für ihre Größe X^ 

und ihr Gewicht X ? interessieren. Zur Beschreibung der Wah/u>cheJ.ni-LchkeAXi-
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ve.>vteÄlung elnm Zu^altiυiktou X = (X1,... >X p)
T genügt in der Regel nicht 

die Kenntnis der Verteilung der einzelnen Komponenten X^-..,Χ ; dies ist 

nur dann der Fall, wenn X^,...,Xn stochastisch unabhängige Zufallsvariablen 

sind. Vielmehr muß die mthAdLimni-Lonain (geiruUniame.) VtntZAJLungiFunktion 

zur gweMi&ame.n VeAXeXlung des Zufallsvektors X 

F x(x 1,...,x n) = P ( X 1 £ X 1 , X 2 < X 2
 X

n i
x
n ) 

bekannt sein. Die Verteilung einer einzelnen Zufallsvariablen X^ bezeich-

net man als die t - t z KandveAXexZang von X und ihre Verteilungsfunktion be-

rechnet sich als 

F x ( x ^ =P(X. <x.) = P(X1 <«>,...,Χη. < x . X n < » ) 

= lim F x(x 1,...,x n) 
X . 

3 
j/i 

Wie im eindimensionalen spricht man von einem cLLiktieX veAtzMzn Zufalls-

vektor X, wenn die Anzahl der möglichen Realisationen (x^ x n )
T abzahl-

bar ist, d.h. wenn die Verteilung von X durch die Angabe der Wahrschein-

lichkeiten für ihre Realisationen eindeutig festgelegt werden kann. Dage-

gen spricht man von einem itttig vnntnittin Zufallsvektor X, wenn sich 

seine Verteilungsfunktion in der Form 

X1 x n 

F x ( x r . . . , x n > = }... J f x U r . . . , ? n ) d ? r . . d e n 

darstellen läßt; die nichtnegative Funktion fx(x^,...,x ) nennt man auch 

die gemeinsame Vichts, der X^. Sind die Zufallsvariablen X^ stochastisch 

unabhängig, so entspricht ihre gemeinsame Dichte gerade dem Produkt der 

Dichten der X^: 

f x ( x r . . . , x n ) = f x (X (X ) . 
1 η 

Im folgenden werden wir uns mit der mehr- und multidimensionalen Normalver-

teilung beschäftigen. Dabei nennen wir einen η - dimensionalen Zufallsvek-

tor X rnzhudLimznbioviaZ nohmaJLvzAteJJit, wenn er sich darstellen läßt als 

X = AY + b 

wobei Α eine n»p-Matrix, b ein η - dimensional er Vektor und Y = (Y^,...,Y ) 

ein zufälliger Vektor aus unabhängigen N(0;1) - verteilten Zufallsvariablen 

Y^,...,Yp ist. Der Erwartungswert des Zufallsvektors X ist dann wegen 

E(Y . j) = 0 für i = l,...,p gerade 
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E(X) = E 
V E(X1 )' 

•V • E<V· 

= b 

und die KovaAAjanzmattlx. von X i s t gegeben durch 

2 

Cov(X) = i y 

1 

21 

12 

n1 n2 

= AA 

Man schreibt auch kurz X is t N { b ) - ve r te i l t oder X ^ N i b ; ^ ) , denn die 
mehrdimensionale Normal Verteilung i s t durch Erwartungswert und Kovarianz-
matrix eindeutig charakterisiert. [Entsprechend läßt sich E(X) und auch 
bei nichtnormal verteiltem X bzw. Ŷ  für i=1, . . . ,p definieren.] 
Aus der Kovarianzmatrix ^ von X läßt sich direkt die zugehörige KowwAa-
tlonimaVUx Corr(X) bestimmen. Es is^ 

Corr(X) 

12 
σ1α2 

21 
σ2σ1 

hi 

1n 

2n 
σ2ση 

n2 
V i 

1 

'21 

Lpn1 

12 

n2 

1n 

p2n 

i 

Natürlich sind Kovarianz - und Korrelationsmatrix von X stets symmetrische 
ηχη - Matrizen, d.h. und und positiv semidefinit bzw., 
f a l l s sie invertierbar sind, sogar positiv def in i t . 

iT .. _/.. .. jT 

η - dimensionalen N(b;$Y) - Verteilung, so wird b vermittels 
Sind x1 = (x1 1 , .,x^n) = ( x^ , . . . >x-|n) Realisationen aus einer 

\ 1 
1 
I χ-

i = 1 1 

I χ· .L. . Λ i=1 in 

und L· im Fal le lj>2 vermittels 

T 7 \ T 
l (χ.· -x ) (x , -x) 

i = 1 1 1 
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1 _ 2 

i , ( x i 1 - x . 1 ) . . . π l * n " X . ^ t X j ! -X.·,) 

^ t x i T x . 1 ) { x i 1 · χ . ι } F T ^ < x i l ~ x . l ^ 

Ί ="12 ' · · 311 
.2 

S21 S2 21 

>11 12 ··· 

geschätzt. Ein Schätzer für Corr(X) i s t dann 

1 r 1 2 . . . r n 

r21 1 21 

r l 1 r l 2 · · · 1 

mit 

r = _ l ü L 
^ ( x i j " x . j ) ( x i k ^ . k ' 

I s t regulär, d.h. e x i s t i e r t , so bes i tzt die Verteilung von X eine 

Dichte; diese hat mit χ = ( x 1 , . . . , x n ) T die Gestalt 

. - i ( x - b ) T i " 1 ( x - b ) 
Μ » : «„ )= — · e ά x 

\] ( 2 π ) η ^ ε ΐ ί χ 

vgl. A h h . 7 - 1 0 , wo die Dichten e in iger b ivar ia ter Normal Verteilungen dar-

ge s te l l t s ind; natür l ich haben diese Dichten e igent l ich eine g latte Ober-

f läche, was s ich aus technischen Gründen in den Abbildungen jedoch nicht 

rea l i s ie ren l i eß . Die Vertei lungsfunktion von X i s t dann natür l ich 

X, x n 

F x ( x r . . . , x n ) = . . . f x ( c r . . . , c n ) d s r . . d c n 

— OO — oo 
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Die mehrdimensionale Normal Verteilung hat einige schöne E-Lge.ru> cha^ttn. Gi lt 

für einen η - dimensional en Zufallsvektor X, daß X ^ N f b ; ^ ) , und i s t Β eine 

mxn - Matrix, c ein m - dimensional er Vektor, so i s t 

Z = BX + c ^ N(Bb + c;B$xBT) 

Insbesondere heißt dies, daß al le Randverteilungen eine«" mehrdimensionalen 

Normal Verteilung wieder Normal Verteilungen sind. Weiterhin weiß man, daß 

die Komponenten von X stochastisch unabhängig sind, wenn sie paarweise un-

korrel iert, d.h. Corr(X) = I n > sind. 

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daß man auf einen normal verteil ten 

η - dimensional en Zufallsvektor X schließen kann, wenn für a l le n-dimen-

sionalen Vektoren d die Zufallsvariable dTX normal vertei lt i s t . Bei kon-

kret vorliegenden mehrdimensionalen Daten (Beobachtungsvektoren) läßt sich 

mittels eines sogenannten Q - Q - P l o t s , vgl. Kap.IX, überprüfen, ob diese 

einer mehrdimensionalen Normal Verteilung entstammen. 

Kommen w i r nun z u r muUlvcuUatin NoAjnalveAt&ilung. E i ne zaiättcgi n * p - Ma-

tfux Y heißt multivariat normal vertei lt mit ηχρ - Erwartungswertmatrix A 

und ηρχηρ - Kovarianzmatrix kurz Y%N(A;$), f a l l s mit dem im Abschnitt 4 

eingeführten vec - Operator g i l t : 

vec Y 'vNivec A;{) , 

d.h. vec Α i s t der Erwartungswert und ί die Kovarianzmatrix von vecY. 

Eine in engem Zusammenhang zur mehrdimensionalen Normal Verteilung stehen-

de Verteilung i s t die WU,haM.\j<>AX.eJJLung; sie i s t eine Verallgemeinerung 

der in Abschnitt 3 eingeführten χ2 - Verteilung. 

Sind Χ ^ . . , X m m unabhängige η - dimensionale N(0;$) - verteilte Zufallsvek-

toren, so besitzt, f a l l s $ positiv definit i s t , 

eine (zentrale) Wishartverteilung Wm($) mit m Freiheitsgraden und Parame-

ter Der Erwartungswert von Y i s t gerade E(Y)=m$. 

6.DATENMATRIX UND DISTANZMATRIX 

Multivariate statist ische Verfahren werden ausgehend von einer Datenmatrix Y 

oder einer Distanzmatrix D verwandt. Daher wollen wir uns zunächst mit die-


