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Ein paar Worte voraus. ..
... zur 1. Auflage:

Wir wissen es ja: Mathematik ist oft schwer und stellt sehr hohe Anspriiche an die
Fahigkeit des logisch-konsequenten Durchdenkens von Sachverhalten. Hinzu
kommt in der Ingenieurmathematik die Notwendigkeit, nicht-mathematisch formu-
lierte technische Sachverhalte in mathematische Form zu {ibersetzen, diese dann
mit den gebotenen mathematischen Methoden zu bearbeiten und anschlieBend die
»Rickiibersetzung® vorzunehmen, also die technische Relevanz der mathemati-
schen Resultate zuverldssig zu beurteilen.

Um dies zu erlernen und zu trainieren, ist einerseits eine rein abstrakt-theoretische
Darstellung der Mathematik unzureichend; andererseits miissen die mathemati-
schen Strukturen so sauber und exakt herausgearbeitet sein, dass keine Begriffs-
verwirrungen provoziert werden, die die mathematische Behandlung technischer
Probleme geradezu sabotieren konnen.

In der vorliegenden Darstellung haben wir es uns zur Aufgabe gemacht, die an
Technik interessierten Studierenden von handfesten technischen Problemstellungen
aus ihrem Erfahrungsbereich ausgehend an die Frage heranzufiihren:

»Welches mathematische Werkzeug bendtigen wir zur Bearbeitung dieses oder
jenes Problems iiberhaupt?*

Erst dann wird das Werkzeug bereitgestellt, so dass die hiufig gestellte — versténd-
liche — Frage ,,Wozu brauchen wir denn das?* bereits im Vorfeld beantwortet wird.
Wir hoffen, dadurch eine geniigend starke Motivation zur Beschéftigung mit der
bendtigten Mathematik zu schaffen. Mit dieser Zielrichtung erfolgt dann die Einar-
beitung in die fir das Ingenieurwesen grundlegenden mathematischen Disziplinen.
Ein besonderes Anliegen ist es uns dabei, die Studienanfanger bei den Mathematik-
Kenntnissen ,,abzuholen®, die sie von der Schule mitbringen.

Der Inhalt des vorliegenden Buches umfasst im Wesentlichen die Stoffgebiete der
Ingenieurmathematik, die in jeder Studienrichtung einer Fachhochschule als Min-
destvoraussetzung bendtigt und in einem meist zweisemestrigen Grundkurs gelehrt
werden. In dieser oder dhnlicher Weise haben wir die Anfingermathematik iiber
viele Semester in verschiedenen Fachbereichen der Fachhochschule Miinchen un-
terrichtet. Allerdings wird es immer wichtiger, interdisziplindr zu arbeiten; deshalb
sind zu Beginn des Kapitels 1 fiir alle, die sich intensiver mit Informatik befassen
wollen, die dort verwendeten Inhalte der Mengenlehre angeboten. Einiges im Kapi-
tel ,,Ebene und raumliche Kurven dient dem Einstieg in die Getriebelehre, und im
Kapitel ,,Funktionen mehrerer Variabler” finden Sie u.a. etliches fiir die speziell in
der Elektrotechnik bendtigte Potentialtheorie.



6 Vorwort

Grofiten Wert haben wir auf eine anschauliche Darstellung der Sachverhalte gelegt
(ohne jedoch die Hintergriinde in den mathematischen Strukturen zu vernachléssi-
gen, deren Kenntnis vor allem diejenigen brauchen, die tiefer in diese oder jene
Spezialanwendungen eindringen wollen). Viele Graphiken unterstiitzen das Erfas-
sen der behandelten Inhalte. Graphiken miissen in der Mathematik a) richtig und b)
anschaulich sein. Betrachten Sie die Abbildungen nicht nur als Vorstellungshilfe,
sondern auch als Anregung, mathematisch-technische Sachverhalte selber richtig
und anschaulich darzustellen; auch diese Fahigkeit benotigen Sie immer wieder.
Eine falsche Zeichnung ist oft ebenso schlimm wie eine falsche Formel.

Eine groBe Anzahl von Beispielen und selbstindig zu bearbeitenden Ubungsaufga-
ben vermitteln die ndtige Gewandtheit im Umgang mit den Inhalten. Bei den Bei-
spielen sind die Losungswege vollstindig angegeben, bei den Ubungsaufgaben nur
die Endergebnisse. Die vollstindige Durchrechnung der hier enthaltenen sowie
weiterer Ubungsaufgaben finden Sie in dem Band ,,Ubungsaufgaben zur Ingeni-
eurmathematik® (in Vorbereitung).

Unser Dank gilt dem Herausgeber Prof. Dr. H. Geupel und dem Verlag fiir die gute
Zusammenarbeit sowie unseren Kollegen an der FH Miinchen, insbesondere Prof.
Dr. H. D. Schulz und Prof. Dr. W. Vinzenz fiir die Uberlassung von Ubungs-
aufgaben und fiir wertvolle Hinweise bei den Beispielen.

Miinchen, im Juni 1999 J. Erven, D. Schwigerl

... und zur 4. Auflage:

Die ungebrochen positive Resonanz auf die vor iiber zehn Jahren erschienene erste
Auflage des Bandes ,,Mathematik fiir Ingenieure* hat uns ermutigt, dieses Konzept
beizubehalten. In der nun vorliegenden vierten Auflage haben wir deshalb im Ver-
gleich zur vorherigen lediglich einige Fehler berichtigt und darstellungsméafBige
Verbesserungen vorgenommen, auf die uns unsere aufmerksamen Leser hingewie-
sen haben. Thnen sei an dieser Stelle herzlich dafiir gedankt. Der oben angekiindig-
te Ubungsband von den gleichen Autoren ist inzwischen unter dem Titel ,,Ubungs-
buch zur Mathematik fiir Ingenieure* erschienen und hat sich als wertvolle Hilfe
beim Selbststudium erwiesen. Denjenigen Studienanfingern, die mit dem in den
Kapiteln 1, 2, 4 und 5 dieses Bandes vorausgesetzten Eingangsniveau Schwierig-
keiten haben, mochten wir das ebenfalls im Oldenbourg Verlag erschienene Buch
,J. Erven, M. Erven, J. Horwick: Vorkurs Mathematik* empfehlen.

Unseren Familien danken wir an dieser Stelle fiir die groe Nachsicht, die sie wih-
rend der Erstellung der Texte wieder mit uns gehabt haben!

Miinchen, im November 2010 J. Erven, D. Schwigerl
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wichtige grundlegende Fakten {iber reelle Zahlen und
Funktionen einer reellen Veranderlichen zusammengestellt, die zum grofiten Teil
von der Schule her bekannt sein sollten. Dieser Teil dient im Wesentlichen der
Wiederholung sowie der Einfiihrung einer einheitlichen Beschreibungs- und Aus-
drucksweise. Er ist deshalb knapper gefasst und mit weniger Beispielen und
Ubungsaufgaben versehen als die folgenden Kapitel.

1.1 Mengen und Funktionen

Der Begriff ,,Menge* wird im alltdglichen Sprachgebrauch meist als Bezeichnung
fiir die Zusammenfassung einzelner Personen oder Dinge zu einem Ganzen be-
nutzt, sei es, dass man verschiedene Studierende eines Semesters als eine Studien-
gruppe auffasst (z.B. die ,,Studiengruppe 1B*) oder die Menge aller Einrichtungs-
gegenstinde eines Horsaals betrachtet (z.B. die ,,Mdblierung des Horsaals 123).

Die Verwendung bei den abstrakten Objekten der Mathematik ist dhnlich; die
Grundbegriffe der Mengenlehre gehen auf CANTOR (1845-1918) zuriick:

Definition:

(i) Eine Menge stellt eine Zusammenfassung von bestimmten unterscheidbaren Ob-
jekten zu einem Ganzen dar; die Objekte heilen die Elemente der Menge. Mengen
werden hiufig mit GroBbuchstaben (etwa 4, B, X; ), Elemente oft — aber nicht im-
mer — mit Kleinbuchstaben (s, #, y,) bezeichnet.

(i1) Ist x ein Element der Menge A, so schreibt man dafiir x € 4 , anderenfalls
x ¢ A.

(iii) Die Menge, die kein Element enthélt, hei3t /leere Menge und wird mit & oder
{ } bezeichnet.

Die Definition einer Menge ohne Elemente als ,,leerer Menge erscheint zunéchst
unsinnig, da eine Menge ja als Zusammenfassung von einzelnen Objekten zu ver-
stehen ist; die leere Menge erweist sich jedoch als &duf3erst hilfreich bei verschiede-
nen Mengenoperationen.
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Mengen kdnnen nun auf verschiedene Weisen beschrieben werden: Am einfachsten
ist es, alle Elemente, die zu einer Menge gehdren, aufzuzdhlen, etwa
A = {Meier, Huber, Miiller, Schwarz} oder B = {Tisch, Stuhl, Tafel, Projektor}
oder C= {1, 5,9}.

Die Schwiachen dieser aufzdhlenden Darstellung liegen auf der Hand: Bei Mengen
mit vielen Elementen wird diese Notation sehr miihselig, dann verwendete Abkiir-
zungen konnen missverstdndlich sein: So ist zum Beispiel nicht klar, was mit
D=1{1, 4, .., 64} gemeint ist, sowohl D; = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64} als auch
D,={1, 4, 16, 64} stellen sinnvolle Ergédnzungen der Piinktchen in der Beschrei-
bung von D dar. Im ersten Fall sind alle Quadratzahlen zwischen 1 und 64 gemeint,
im zweiten Fall alle geraden Potenzen von 2 bis zum Exponenten 6.

Deshalb verwendet man haufig die beschreibende Darstellung von Mengen: Die
Elemente einer Menge M sind durch eine oder mehrere Eigenschaften gekenn-
zeichnet, was durch die Schreibweise M = {x | x erfillt £ } (gelesen: ,,M ist die
Menge aller x, die die Bedingung E erfiillen®) ausgedriickt wird.

In obigen Beispielen sind also die Beschreibungen

D; = {x | x ist eine Quadratzahl kleiner als 70}
sowie D, = {x | x ist Zweierpotenz mit geradem Exponenten von 0 bis 6}
unmissverstindlich.

Jedoch kann auch die beschreibende Darstellung einer Menge zu Widerspriichen
fiihren, wie die Russellsche Antinomie (1903) zeigt:

Definiert man Y als die Menge aller Mengen X, die sich nicht selbst als Element
enthalten, also Y = {X | X ¢ X}, so ist nicht klar, ob Y selbst zu Y gehort oder nicht.

Solche Missverstdndnisse konnen vermieden werden, wenn man — im jeweiligen
Kontext — von einer Grundmenge G ausgeht, die alle betrachteten Objekte als
Elemente enthilt, bei D; und D, kdnnte dies zum Beispiel die Menge aller natiirli-
chen Zahlen (vgl. 1.2) sein.

Es sollen nun Beziehungen zwischen und Verkniipfungen von Mengen untersucht
werden.

Definition:

Eine Menge A heilit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von 4 auch
Element von B ist. Man schreibt dafir 4 < B.

Umgekehrt heifit B dann Obermenge von A4 (geschrieben: B D A).
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Unter Verwendung der iiblichen logischen Symbole” kann dies auch folgender-
mallen ausgedriickt werden:

AcB ©Vx(xed=xeB)

Aufgrund der Definition sind zwei — triviale — Teilmengen von jeder beliebigen
Menge B sofort zu erkennen, nimlich die leere Menge & sowie die Menge B
selbst. Soll der letzte Fall fiir eine Teilmenge 4 von B ausgeschlossen sein, so
spricht man von einer echten Teilmenge, woflir haufig die Schreibweise 4 — B
benutzt wird. Unter Verwendung logischer Symbole formuliert man dies so:

AcB o (Vx(xeA=xeB))und (Ax:xeBundx ¢ A).

Definition:

Zwei Mengen 4 und B heiBlen gleich (geschrieben: 4 = B) genau dann, wenn so-
wohl A = B als auch B — 4 ist.

Haufig wird diese doppelte Teilmengenbeziehung ,.iibersehen”: Beispielsweise
bedeutet die spéter noch zu erkldarende Aussage ,,Der Wertebereich der Sinusfunk-
tion ist das Intervall [—1, 1] nicht nur, dass jeder Wert der Sinusfunktion zwi-
schen —1 und 1 liegt (dies entspricht A < B), sondern auch, dass jeder Wert zwi-
schen —1 und 1 tatsdchlich als Sinuswert vorkommt (dies entspricht B < A).

Definition:

Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge B heift die Potenzmenge von
B und wird mit IP(B) bezeichnet.

Beispiel:

Es sei B= {1, 2, 3}. Dann ist die Potenzmenge von B
P(B)=1{9, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}} .

Beachten Sie dabei stets, dass die leere Menge sowie die Menge B selbst Teilmen-
gen von B sind, also zur Potenzmenge gehoren. Die dreielementige Menge B hat
also 8 =2° Teilmengen. Dieser Sachverhalt gilt fiir endliche Mengen allgemein:
Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge hat 2" Elemente.

" Eine Zusammenstellung der verwendeten Symbole finden Sie vorne auf der inneren
Umschlagseite.
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Definition:

Es seien 4 und B beliebige Mengen, die in der Grundmenge G liegen.

(1) Der Durchschnitt (die Schnittmenge) von A und B (geschrieben 4 N B) ist die
Menge aller derjenigen Elemente x aus G, die sowohl in 4 als auch in B liegen. Es
gilt also: ANnB={x|xeAundx € B} .

(ii) Die Vereinigung(smenge) von A und B (geschrieben 4 U B) ist die Menge aller
derjenigen Elemente x aus G, die in 4 oder B liegen" . Es gilt also:
AUB={x|xeAoderx € B} .

(iii) Die Differenz- oder Restmenge A ohne B (geschrieben 4 \ B) ist die Menge
aller derjenigen Elemente x aus G, die zu 4, aber nicht zu B gehoren. Es gilt also:
A\B={x|xeAundx ¢ B} .

(iv) Die Differenzmenge aus Grundmenge G und A4 heillt das Komplement von A
und wird mit Cg(4) oder A bezeichnet.

Mengenbeziehungen und -verkniipfungen werden haufig mit so genannten VENN-
Diagrammen veranschaulicht. In den Bildern 1.1.1 — 1.1.4 sind die oben definierten
Begriffe jeweils schattiert dargestellt.

0> D

Bild 1.1.1: Der Durchschnitt 4 N B Bild 1.1.2: Die Vereinigung 4 U B
“ G C
Bild 1.1.3: Die Differenzmenge 4 \ B Bild 1.1.4: Das Komplement Cs(4) von A4

Y Wenn nicht ausdriicklich anders erwiihnt, wird das mathematische ,,oder* stets im nicht
ausschlieBenden Sinn verwandt; x gehort also zur Vereinigung von 4 und B, wenn es zu
A oder B oder beiden gehort.
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Fiir die Verkniipfungen von Mengen gelten folgende Gesetze:

Satz:

Es seien 4, B und C Mengen. Dann gilt:

i) AnB=Bn4 AUB=BuUA
(Kommutativgesetze)

i) AnBNnC)=AnNnBNC AvBUC)=(AuUB)uUC
(Assoziativgesetze)

@iii)) A N (BUC)=(AnB) U (AnC) AU (BNC) = (AUB) N (4UC)
(Distributivgesetze)

(iv) A\BUC)=A\NB)n(A4\C) ANBNC)=A\B)u 4\ O)
(DE MORGANsche Gesetze)

v) AnAd=A4 AuAd=4
(ldempotenzgesetze)

vy AnG=4 AuG=G

AND=0 Avd=4

(Neutralititsgesetze)

Wir wollen hier auf die sehr einfachen Beweise, die sich unmittelbar aus den jewei-
ligen Definitionen ableiten lassen, verzichten. Stattdessen ermuntern wir Sie, sich
die Aussagen dieser niitzlichen Formeln anhand von VENN-Diagrammen (analog
zu den Bildern 1.1.1 — 1.1.4) klarzumachen.

Sind 4 und B zwei beliebige Mengen, so kann man die Menge aller Paare bilden,
deren erste Komponente aus 4 und deren zweite Komponente aus B stammt:

Definition:

(i) Die Menge aller geordneten Paare (x, y) mit x € 4 und y € B heil}t das karte-
sische Produkt (oder die Produktmenge) der Mengen A und B und wird mit 4 x B
bezeichnet.

(i1) Zwei Elemente (x;, y;) und (xp, y2) aus A x B sind genau dann gleich, wenn
X1 =X, und y; = s ist.
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Ist zum Beispiel 4= {1, 2,3} und B= {2, 3}, so ist
AxB=4{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2), (3, 3)}. Im Gegensatz dazu ist
BxA={2,1),(2,2),(23),3,1),(3,2),3, 3)},

also von A x B verschieden.

Dies lésst sich fiir n Mengen verallgemeinern:

Definition:

Es seien A4, 45, ..., 4, Mengen.

(i) Die Menge aller geordneten n-Tupel (xi, x5, ..., x,) mit x;€ 4; (fiir jedes
i=1, ..., n) heillt kartesisches Produkt der Mengen A, 4,, ..., A, und wird mit
Ay x ... x 4, bezeichnet.

(ii) Ist jedes A; =4, so schreibt man auch 4" statt 4 x ... x 4.

Wir gehen nun auf einen zentralen Begriff der Mathematik, auf den Begriff der
Funktion, ein. Wir bendtigen in diesem Buch nicht nur die von der Schule her be-
kannten ,,Standardfunktionen” einer reellen Veridnderlichen; weshalb wir den
Funktionsbegriff hier etwas allgemeiner einfithren. Allerdings soll auf die in der
Mathematik sonst iibliche abstrakte Definition der Funktion als einer speziellen
Relation" verzichtet werden:

Definition:

Es seien M und N Mengen.

Eine Funktion (Abbildung) f von M nach N (geschrieben f: M — N) ist gegeben
durch Angabe des Definitionsbereichs M, des Bildbereichs (Zielbereichs) N und
einer Zuordnungsvorschrift f, mit der jedem Element x € M (Argument genannt)
eindeutig ein Element y € N zugeordnet wird. Dieses y € N heilt das Bild von x
unter der Funktion (Abbildung) fund wird mit f{x) bezeichnet.

Aus der Definition geht hervor, dass zur Beschreibung einer Funktion die Angabe
von Definitionsbereich, Zielbereich und Zuordnungsvorschrift gehort. Letztere
kann auf verschiedene Weisen vorgenommen werden, wie die folgenden Beispiele
zeigen.

! Unter einer Relation R von M nach N versteht man eine Teilmenge der oben definierten
Paarmenge M x N.
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Beispiele:

1.EsseiM={a,b,c,d}, N={1, 2,3}, /: M — N sei gegeben durch f(a) =1,
fB)=2,f(c)=2,f(d)=3.

Auf diese Weise ist offensichtlich eine Funktion gegeben; die hier benutzte Mog-
lichkeit, zu allen Argumenten die Bilder explizit anzugeben, ist nur praktikabel,
wenn der Definitionsbereich nur wenige Elemente hat.

2. Jede(r) Student(in) der Hochschule in A-Stadt bekommt bei der Einschreibung
eine 12-stellige Matrikelnummer zugeteilt. Da dies fiir jeden Studierenden in ein-
deutiger Weise dadurch geschieht, dass durch zwei Ziffern der Fachbereich ausge-
driickt wird und sonst nach der zeitlichen Abfolge der Immatrikulation verfahren
wird, kann man die entsprechende Verwaltungsanweisung als Zuordnungsvor-
schrift einer Funktion g von der Menge M aller Studierenden an der Hochschule in
A-Stadt auf die Menge N aller 12-stelligen Zahlen auffassen.

3. Es sei M die Menge aller Punkte in der Zeichenebene, in der ein rechtwinkliges
Koordinatensystem mit gleicher Langeneinheit auf beiden Achsen gegeben sei. Fiir
jeden Punkt P(x, y) kann nun in eindeutiger Weise sein Abstand d vom Koor-
dinatenursprung angegeben werden. Ist N die Menge der reellen Zahlen (vgl. 1.2),
so ist also durch obige Festlegung eine Funktion d: M — N gegeben, die man auch
durch folgenden Rechenausdruck beschreiben kann:

d(P)=+/x>+y% fir P(x,y)

Diese Moglichkeit, eine Funktion durch Angabe einer — auf dem Definitions-
bereich immer eindeutig ausfiihrbaren — Rechenvorschrift anzugeben, wird im Fol-
genden meistens benutzt.

4. Es seien zwei Funktionen f; : M; — N und f, : M, — N gegeben, ferner gelte
My N M, = . Dann ist mit M = M; U M, auf offensichtliche Weise eine Funktion
f: M — N durch ,,Zusammenflicken* gegeben:

Si(x) firxe M,

S = {fz(x) fiir x e M,
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Definition:

Esseif : M — N gegeben, esseid c M, B N.

(i) Die Teilmenge f(4) von N, definiert als f(4) = { f(x) € N|x € A}, heiBit das
Bild von A unter der Funktion f. f(A) ist also die Menge aller derjenigen Werte aus
N, die bei einem Argument aus 4 angenommen werden.

Mit A = M ergibt sich (M), der so genannte Wertebereich der Funktion f, auch mit
W bezeichnet.

(ii) Die Teilmenge £ ~'(B) von M, definiert als  ~'(B) = {x € M| f(x) € B}, heift
das Urbild (Original) von B unter der Funktion f. f'(B) ist also die Menge aller
derjenigen Argumente aus M, deren Funktionswerte in B liegen.

(ii1) f heilt injektiv S Vax,xe M:(x#x = fx)#fx))
(umkehrbar eindeutig)
in Worten: Verschiedene Argumente haben verschiedene Bilder!

(iv) f heiBit surjektiv < W=N
in Worten: Jedes Element aus N kommt (mindestens) einmal als Bild vor!

(v) f heiBt bijektiv & fist injektiv und surjektiv

Fiir die Funktionen aus obigen Beispielen 1 — 3 gilt demgemal:

1. f ist nicht injektiv, da b und ¢ den gleichen Funktionswert 2 haben. f ist jedoch
surjektiv, da alle Elemente 1, 2 und 3 aus N tatsdchlich als Werte angenommen
werden.

2. g ist sicher injektiv, da eine Zuordnung von Matrikelnummern unsinnig wire,
wenn verschiedene Studierende die gleiche Matrikelnummer héitten. Andererseits
ist g sicher nicht surjektiv, da die Gesamtheit aller 12-stelligen Zahlen mit Sicher-
heit nicht ausgeschopft wird (so viele Studentinnen und Studenten hat keine Hoch-
schule!).

3. d ist sicher nicht injektiv, da alle Punkte, die auf einem bestimmten Kreis um
den Nullpunkt liegen (und das sind sogar unendlich viele!), den gleichen Abstand
von diesem und somit den gleichen Funktionswert unter der Funktion d haben.

Andererseits ist d nicht surjektiv, da der Abstand nie einen negativen Wert haben
kann, die reellen Zahlen als Zielbereich aber auch negative Zahlen enthalten. Dem-
gemiB ist d ' ({~1}) = @.
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Da d nur nichtnegative Werte annimmt, gilt flir den Wertebereich W, offenbar:
W, [0,0[ (vgl. 1.2). Es gilt aber auch [0, 0 [ € W,, denn fiir eine beliebige
nichtnegative reelle Zahl r hat P(», 0) vom Ursprung des Koordinatensystems gera-
de den geforderten Abstand r. Somit ist der Wertebereich W, = [0, oo [ .

Definition:

Es seien f: M — N und g: N — K Funktionen, es ist also W,im Definitionsbereich
von g enthalten.

(1) Durch die Vorschrift (go f)(x)=g(f(x)) VxeM ist eine Funktion
go f:M — K definiert, die so genannte Komposition (Hintereinanderausfiihrung)
von g und f (lies: ,,g nach ).

(ii) Ist f injektiv, so ist die Umkehrfunktion f ~' : W, — M definiert als diejenige
Funktion, mit der jedem y € W, dasjenige x € M zugeordnet wird, fiir das f(x) =y
gilt; da /" injektiv ist, ist x eindeutig bestimmt.

Es ist leicht einzusehen, dass, falls die Umkehrfunktion existiert, folgendes richtig
ist:

(fof ) =x VreW,

(flef)x) =x VxeM

Auf weitere elementare Eigenschaften, die speziell Funktionen reeller Verdnderli-
cher haben, soll im nichsten Abschnitt eingegangen werden.

Ubungsaufgaben:

1. Geben Sie die Potenzmengen von 4 = {a, b}, B={a, {a}}, C= D und D = {J}
und £ =1P (D) an.

2. Stellen Sie mit Hilfe der oben genannten Regeln folgende Mengen moglichst
einfach dar (dabei seien 4, B und C beliebige Mengen in einer Grundmenge G):
AYM=((ANB)U(ANB)uUAnN B)
D)N=[AN(AUB)UBNBUC)]UI[BNC]
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1.2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen

In diesem Abschnitt wird zunéchst kurz der Aufbau der reellen Zahlen skizziert. Da
die Resultate weitgehend von der Schule bekannt sind, wird hier auf jeglichen Be-
weis verzichtet. Es soll nur vorab auf das Typische der schrittweisen Erweiterung
des Zahlbereichs hingewiesen werden: Wenn in einem bekannten Zahlbereich eine
bestimmte Aufgabe nicht gelost werden kann, wird die vorhandene Menge durch
Hinzunahme moglichst weniger neuer Elemente so erweitert, dass in der neuen
Menge die Aufgabe 16sbar wird. Dabei sollen die alten Rechenregeln weiterhin gel-
ten, insbesondere sollen die Grundrechenarten fiir die schon bekannten Elemente
im erweiterten Zahlbereich das gleiche Ergebnis wie vorher liefern (z.B. muss die
Addition von Briichen so definiert werden, dass die Summe zweier ganzer Zahlen
stets den gleichen Wert hat, egal, ob man sie nun als Briiche oder als ganze Zahlen
auffasst). Diese Forderung, die unmittelbar einleuchtet, wird insbesondere bei der
Konstruktion der uns bisher unbekannten komplexen Zahlen wichtig (vgl. Kapitel
3). Es wird sich ferner zeigen, dass bei jedem Erweiterungsschritt eine Eigenschaft
verloren geht.

Der einfachste Zahlbereich ist die Menge der natiirlichen Zahlen, mit IN bezeich-
net. Diese werden zum Zéhlen benutzt, das heifit, zum GréBenvergleich von Men-
gen. Da man sich prinzipiell vorstellen kann, dass es keine grofitmogliche Menge
gibt (wenn es eine solche gibe, so kdnnte man zu dieser die Menge selbst als wei-
teres Element hinzufiigen und so stets eine noch gréfere erhalten), so gibt es auch
keine grofite natiirliche Zahl, anders formuliert:

VnelN:n+t1elN.

Esistalso N= {0, 1,2, 3,..}; N\ {0} wird mit IN" bezeichnet D

Die Tatsache, dass natiirliche Zahlen zum GroBenvergleich von Mengen verwendet
werden, findet in folgender Definition ihren Ausdruck:

" Dass hier die 0 zu den natiirlichen Zahlen gerechnet wird, hat keine tiefere Bedeutung,
sondern liegt in der Praktikabilitdt begriindet. Allerdings wird bisweilen mit IN die Men-
ge der natiirlichen Zahlen, mit 1 beginnend, bezeichnet; soll 0 dann eingeschlossen wer-
den, so wird dafiir das Symbol IN, benutzt.
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Definition:

Es sei M eine beliebige Menge.

(1) M heiBt endlich < M ist leer oder es gibt eine bijektive Funktion
fi{l,..,n} > M, wobein € IN" ist.
n heiBt dann die Anzahl (Kardinalitit) von M und wird mit |M| bezeichnet. |J| = 0.

(i1) M heiBt abzdhlbar < Es gibt eine bijektive Funktion f: IN — M.
(Umgangssprachlich: ,,M hat so viele Elemente, wie es natiirliche Zahlen gibt!“)

(ii1) M heilt dberabzdihlbar & Es gibt eine injektive, aber keine bijektive
Funktion /: IN - M.
(Umgangssprachlich: ,,M hat mehr Elemente, als es natiirliche Zahlen gibt!*)

In bekannter Weise sind in IN Addition und Multiplikation uneingeschrdinkt még-
lich, das heif3t Summe und Produkt natiirlicher Zahlen ergeben stets wieder natiirli-
che Zahlen, in Kurzform: VabelN:atbelNunda-b e N

Umgekehrt sind die Gleichungen
at+x=b sowie a-x=b mit gegebenen a, b € IN
in IN nicht allgemein, sondern nur in speziellen Féllen 16sbar.

Damit die Gleichung a + x = b fiir jede Wahl von a und b aus IN 16sbar ist, wird IN
durch Hinzunahme der negativen Zahlen —1, -2, -3, ... zu der Menge der ganzen
Zahlen Z erweitert. Z ,,erbt” viele Eigenschaften von IN, z.B. gelten nach wie vor
alle Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation. Genauso wie in IN kdnnen auch
in Z die Elemente nicht beliebig nahe zusammenriicken (zwischen —5 und —4 etwa
gibt es keine weitere ganze Zahl!). Auf den ersten Blick mag verwundern, dass Z
abzdhlbar ist, d.h. ,,genauso viele Elemente wie IN“ hat, obwohl IN eine echte Teil-
menge von Z ist, Z also Elemente besitzt (alle negativen Zahlen!), die nicht in IN
liegen. Zur Begriindung betrachte man folgende Funktion f: IN — Z:

i fiir gerade n
ORI
-5 fiir ungerade n

Diese ist offensichtlich wohl definiert und, wie man leicht sieht, bijektiv.

Die Eigenschaft der natiirlichen Zahlen, ein kleinstes (,,Anfangs®“-)Element zu be-
sitzen, geht bei dieser ersten Zahlbereichserweiterung verloren.
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Die Gleichung a - x = b mit gegebenen a, b € Z ist aber auch in diesem vergrofer-
ten Bereich noch nicht immer l6sbar. Deshalb wird der Zahlbereich ein zweites
Mal erweitert. Durch Hinzunahme der Briiche erhilt man nun die Menge aller rati-
onalen Zahlen, geschrieben

@={2|pez g ecnN.
q

Rationale Zahlen lassen sich also als Elemente der Paarmenge Z x IN" auffassen,
wobei durchaus verschiedene Paare die gleiche rationale Zahl darstellen konnen
(Kiirzen bzw. Erweitern von Briichen édndert den Wert nicht!). Die Eindeutigkeit
der Darstellung wie in IN oder Z kann man in ® nur durch die Zusatzforderung
nach der vollstindig gekiirzten Darstellung erreichen (d.h. Zéhler p und Nenner ¢
haben in obiger Form nur +1 und —1 als gemeinsame Teiler).

In @ ist die Gleichung a - x = b mit gegebenen a, b € ®, a # 0 ", stets eindeutig
l6sbar. Die Eigenschaft der ganzen Zahlen, nicht beliebig dicht zu liegen, geht bei
den rationalen Zahlen verloren: Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen a
und b ldsst sich stets eine weitere finden (etwa das arithmetische Mittel!); durch
beliebig hdufige Wiederholung des Prozesses ldsst sich damit zeigen, dass zwi-
schen zwei rationalen Zahlen unendlich viele weitere rationale Zahlen liegen. Man
kann also mit den rationalen Zahlen beliebig genau messen. Trotzdem ist ®@
abzihlbar, hat also die gleiche Michtigkeit wie IN %

Deshalb und weil in @ Addition und Multiplikation mit ihren Umkehrungen unein-
geschriankt moglich sind, konnte man meinen, dass dieser Zahlbereich fiir unsere
Zwecke ausreichend grof3 ist. In der Tat findet numerisches Rechnen (ob auf dem
Papier, dem Taschenrechner oder auf einem Computer) stets in @ statt * . Trotzdem
ist @ fiir die Zwecke der hoheren Mathematik noch nicht grof3 genug, wie man mit
folgender einfacher Uberlegung leicht einsieht:

Es ist im Zusammenhang mit einer Léngenmessung sicher sinnvoll, jeder in der
Zeichenebene konstruierbaren Strecke eindeutig eine Zahl, ihre Lénge, zuzuord-
nen. Definiert man nun eine bestimmte Streckenlédnge als 1 und konstruiert mit
dieser als Kathetenlénge ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck (dies ist rein

Y Die Tatsache, dass a # 0 sein muss, spricht nicht gegen die gefundene Zahlbereichserwei-
terung: Wegen x-0 = 0 (dies muss aufgrund der Eigenschaft der Zahl 0 und des Distribu-
tivgesetzes in jeder denkbaren Zahlbereichserweiterung von Z gelten!) kann die Ldsbar-
keit der Gleichung nicht fiir jedes a € @ gefordert werden.

? Auf den sehr anschaulichen Beweis soll hier verzichtet werden.

% Die in vielen Programmiersprachen iibliche Bezeichnung ,,real* ist irrefithrend — gemeint
sind stets rationale Zahlen.



1.2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen 21

elementar, das hei3t nur mit Zirkel und Lineal, moéglich!), so erhélt man eine Hypo-
tenuse der Lange c. Fiir diese gilt nach dem Satz des Pythagoras:

c=1+1*=2
Durch einen einfachen Widerspruchsbeweis ldsst sich jedoch zeigen, dass es kein

c=2 (mit p € Z, g € IN") geben kann, dessen Quadrat 2 ist. Die Linge obiger
q

Hypotenuse ist also im vorhandenen Zahlbereich @ nicht darstellbar. Man kann
zwar fUr c eine so genannte Infervallschachtelung angeben, etwa

1 < c < 2

14 < c < 1.5
141 < c < 1.42
1.414 < c < 1.415

usw. und somit ¢ beliebig eng von unten und von oben mit rationalen Zahlen an-
nédhern, jedoch nie den genauen Wert /2 erreichen.

Ahnliche Probleme hat man, wenn man den Umfang eines Kreises mit dem Radius
1 messen will. Des weiteren kann man zeigen (vgl. Abschnitt 1.7), dass die Folge

der rationalen Zahlen a, = (1 + —j fiir n — oo konvergiert, jedoch keine rationa-
n

le Zahl als Grenzwert hat; vielmehr ist der Grenzwert irrational, namlich die
EULERsche Zahl e = 2.71828]1... .

Alles in allem sieht man, dass fiir viele Anwendungen die rationalen Zahlen nicht
ausreichen; durch Hinzunahme der irrationalen Zahlen (das ist die Menge aller
solcher Objekte, die sich im oben skizzierten Sinne durch rationale Zahlen beliebig
genau approximieren lassen und selbst keine rationale Zahlen sind) erhélt man die
Menge der reellen Zahlen IR. Da dies der Zahlbereich ist, den wir weitestgehend
benutzen (im iiberndchsten Kapitel wird noch eine letzte Zahlbereichserweiterung
zur Menge € der komplexen Zahlen vorgestellt!), wiederholen wir hier kurz einige
wesentliche Eigenschaften und Begriffe:

Die Menge IR ist iiberabzdhlbar, also ,,deutlich groBer” als die bisher eingefiihrten
Mengen IN, Z und @; die Vollstindigkeit von R, also die Tatsache, dass jeder
Grenzwert einer konvergenten Folge (vgl. 1.7) auch Element von R ist, wurde
durch die Hinzunahme der irrationalen Zahlen erreicht.

Wie die darunter liegenden Zahlbereiche auch, ist IR wohigeordnet, das heil3t, fiir
zwei beliebige reelle Zahlen a und b ist genau eine der drei folgenden Alternativen
richtig:

a=b oder a<b oder a>b.
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Deshalb lassen sich die reellen Zahlen auf der bekannten Zahlengeraden anordnen,
und man kann folgende Teilmengen von IR einfiihren:

R={xeR[x>0lundR ={x e R|x<0}und R =R"UR =R\ {0}.

Ferner ist der Betrag einer reellen Zahl a als ihr Abstand vom Nullpunkt der Zah-
lengeraden definiert, genauer:

al a fallsa>0
al= .
—a fallsa<0

Beim Rechnen mit Betrdgen gelten fiir beliebige a, b € R die folgenden viel be-
nutzten Regeln:

1. —la|<a<|a
2. la|£b < —-b<a<h

3. Dreiecksungleichungen: |a + b| < |a|+1|b| und |la|—1b|| £ |a - b|

4.|a-b|=1a|- || und mit b # 0: H _
bl |

Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen sind die /ntervalle, das sind zusammen-
hiangende Teilstiicke der reellen Zahlengeraden, genauer:

I < R heiBit Intervall, wenn mit beliebigen a und b aus I auch jede reelle Zahl x
zwischen a und b zu I gehort.

Um die iibliche Intervallschreibweise mit eckigen Klammern auch fiir unbe-
schrinkte Intervalle zu benutzen, wird das Symbol oo eingefiihrt. Stets miissen wir
dabei beachten, dass +o und —oo keine reellen Zahlen sind (man also nicht mit
ihnen rechnen kann!), sondern zwei verschiedene Symbole bezeichnen, fiir die
definitionsgemdl gelten soll: V x € R: —co<x und x <+oo,

] -0, 3] bezeichnet also die Menge aller reellen Zahlen, die hochstens gleich 3
sind, |5, o[ die Menge aller derjenigen, die groBer als 5 sind; ] —co0, oo ist eine
andere Schreibweise fiir R.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wiederholen wir einige Besonderheiten und iibli-
che Vereinfachungen, wenn die gegebene Funktion /: M — N eine Funktion einer
reellen Verdinderlichen ist. Ublicherweise wird — wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes angegeben ist — stets N = IR gesetzt. Auch die explizite Angabe des Defini-
tionsbereiches — oft mit ID; bezeichnet — kann unterbleiben. Dann versteht man
verabredungsgemil unter ID, den grofStmoglichen Definitionsbereich, das ist die



1.2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen 23

Menge aller reellen Zahlen, fiir die die gegebene Zuordnungsvorschrift f sinnvoll
ist.

Die bloBe Angabe f(x) = _ o7 bedeutet also: f: M — N ist durch obi-

(x=2)(x+5)
ge Zuordnungsvorschrift gegeben, es ist dabei M =IR\{2, -5} und N=IRR.
Will man den Definitionsbereich einer Funktion nachtriglich auf eine Teilmenge
K < M einschrdnken (in obigem Beispiel etwa, um Definitionsliicken zu vermei-

den), so benutzt man dafiir die Schreibweise /| K (,,f eingeschrénkt auf K*), in un-
serem Beispiel etwa f* | ]2, oo .

Aufgrund der in IR gegebenen Ordnung lassen sich speziell fiir reelle Funktionen
einer Verdnderlichen die folgenden Begriffe definieren:

Definition:

Es sei f'eine Funktion einer reellen Veranderlichen.
(1) f ist monoton wachsend (bzw. fallend)

< Va,beDria<b=f(a)<f(b) (bzw. f(a) = (b))
(i1) f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend)

< Va,beDra<b=f(a)<f(b) (bzw. f(a) > f(b))
(iii) f ist nach oben beschrdnkt (bzw. nach unten beschrdinkt)

< dJCeRVaeDs:f(a)<C (bzw.f(a)=C())
(iv) f ist beschrdinkt & JCeR:VaeD:|f(a)<C

Es ist gemél obiger Definition unmittelbar einsichtig (wenn auch von der Begriffs-
bildung her etwas irritierend!), dass konstante Funktionen (also solche mit f{x) = ¢
Vx € ID;) sowohl monoton wachsend als auch fallend sind. Streng monotone Funk-
tionen sind offenbar injektiv. Dies ist wichtig, falls man die Gleichung y = f(x)
nach x aufldsen mdchte. Zu einer gegebenen Funktion f bendtigen wir hierfiir die
Umkehrfunktion f~', durch die die Rollen von Eingabe- und Resultatvariabler
vertauscht werden. Es gilt folgender

Satz:

Ist f'streng monoton wachsend (fallend); dann existiert die Umkehrfunktion ' und
ist ebenfalls streng monoton wachsend (fallend). Es ist ID =W und W, =D,

Durch b=f(a) und a=f""'(b) sind dieselben Werte a und b miteinander ver-
kniipft.
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Wir wollen nun noch einige weitere wichtige Eigenschaften reeller Funktionen
einer Verdnderlichen wiederholen:

Definition:

(i)  Eine Funktion f/: D;— IR heil3t gerade &V x € Dy fix) = f—x)
(i)  Eine Funktion f/: D;— IR heilit ungerade <V x € IDy: fix) = —f(—x)

(ii1)  Eine Funktion f: D, — IR heilit P-periodisch <V x € ID;: fix) = fix+P)
Dabei ist P € R und heiBt die Periode von f. Ist P die kleinste Periode von
1, so heilit P primitiv.

Offensichtlich sind Funktionen der Gestalt f(x)=x" (mit n € IN) gerade (bzw.

ungerade), wenn n gerade (bzw. ungerade) ist, womit die Bezeichnung plausibel
wird. Anders als bei ganzen Zahlen jedoch, die entweder gerade oder ungerade
sind, gibt es viele Funktionen, die keine der beiden Eigenschaften haben; die Null-
funktion wiederum ist sowohl gerade als auch ungerade.

Bekannte Beispiele periodischer Funktionen sind die in 1.4 behandelten trigono-
metrischen Funktionen. Fordert man zuséitzlich, dass eine periodische Funktion f
gewisse ,,Glattheitsbedingungen® erfiillen soll, so zeigt sich spater, dass f sich
beliebig genau durch Summen von cos- und sin-Termen annéhern lésst. Dies ist der
eigentliche Sinngehalt der in 6.4 behandelten FOURIER-Entwicklung. Bildet man
Summe, Differenz, Produkt oder Quotient P-periodischer Funktionen, so hat das
Ergebnis sicherlich die gleiche Periode P, sie kann aber auch kleiner werden, wie
das Beispiel der 2 7~periodischen Funktionen sin x und cos x zeigt, deren Quotient
tan x sogar z-periodisch ist.

Zur anschaulichen Darstellung einer Funktion einer Veridnderlichen wird bekannt-
lich ihr Graph in der Zeichenebene benutzt. Diese Punktmenge G, des IR” ist fol-
gendermaflen fiir eine Funktion f/: ID; — IR definiert:

G/ = {(x,y) e R’ |x € Drund y = f(x)}

Die oben definierten Eigenschaften von Funktionen lassen sich leicht am Verlauf
der Graphen ablesen. So kann eine Kurve in der Zeichenebene nur dann den Gra-
phen einer Funktion darstellen, wenn jede Parallele zur y-Achse die Kurve in
hochstens einem Punkt schneidet; gilt dies zusétzlich fiir Parallelen zur x-Achse, so
ist die Funktion injektiv. Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch
zur y-Achse, der einer ungeraden punktsymmetrisch zum Ursprung (vgl. Bild 1.2.1
und 1.2.2). Bei P-periodischen Funktionen wiederholt sich der Verlauf des Gra-
phen jeweils nach einem x-Intervall der Lénge P, egal, wo man anfingt. Den Gra-
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phen der Umkehrfunktion — falls existent — erhdlt man aus dem der Ausgangsfunk-
tion durch Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden (in Bild 1.2.4 strichpunk-
tiert), damit auf den Achsen die Variablen in gewohnter Weise angeordnet sind
(Eingabevariable von links nach rechts, Resultatvariable von unten nach oben).

/\ ) y ) /G"

Bild 1.2.1: Graph einer geraden Funktion Bild 1.2.2: Graph einer ungeraden Funktion

Pt

Bild 1.2.3: Graph einer P-periodischen Funktion
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Bild 1.2.4: Graphen einer streng monoton wachsenden Funktion und ihrer Umkehrfunktion

In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Funktionen einer reellen Ver-
anderlichen wiederholt.
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Uungsaufgaben:

L . 1
1. Betrachten Sie die Funktionen £, (x) = i f>(x)=x*+x und

f3(x) = flxx .

a) Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich von jeder Funktion.

b) Priifen Sie, welche Funktionen davon injektiv/surjektiv/bijektiv sind. Welche
sind (streng) monoton wachsend/fallend, beschrankt (wie?), gerade/ungerade?

¢) Bestimmen Sie ([0, 21), /i ({0}), A7 ({0}) und £, (A([ 0, 1])).

2. Priifen Sie, ob Summe, Differenz, Produkt, Quotient und
Hintereinanderausfiihrung (Komposition) gerader (ungerader) Funktionen gerade
bzw. ungerade ist. Vergleichen Sie dies mit der Situation bei geraden/ungeraden
ganzen Zahlen.

1.3 Rationale Funktionen
In diesem Abschnitt werden zunédchst noch einmal einige algebraische Eigenschaf-
ten ganzrationaler Funktionen wiederholt und — darauf aufbauend — die Partial-

bruchzerlegung gebrochen rationaler Funktionen vorgestellt.

Definition:

(i) Eine Funktion p : R — IR heiBt ganzrational (Polynom) ", wenn fiir alle x € R

p(x)zZaixi ist. Dabei ist n eine natiirliche Zahl, und a,,q,,...,a,sind feste
i=0

reelle Zahlen, die Koeffizienten von p .

(i1) Die groBte natiirliche Zahl £, fiir die a, # O ist, heiBt der Grad des Polynoms,

mit grad p(x) bezeichnet.

! Es gibt Zahlbereiche, in denen die beiden Begriffe nicht dasselbe bedeuten; fiir die in
unserem Zusammenhang verwendeten Zahlbereiche R und € sind sie jedoch inhalts-
gleich, sie werden hier also synonym verwandt.
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Zusatz: Das Polynom, dessen Koeffizienten alle 0 sind, heifit das Nullpolynom; es
gibt also (vgl. (ii) in obiger Definition) keine natiirliche Zahl, die als Grad des
Nullpolynoms in Frage kommt."

Ublicherweise wird mit der Schreibweise p(x)= Zaixi unterstellt, dass a, #0,
i=0

also grad p(x) = n ist. Polynome vom Grade 0 sind die konstanten Funktionen vom

Werte = 0. Es ist unmittelbar einsichtig, dass fiir zwei Polynome p(x) und ¢(x) gilt:

grad (p(x) + g(x)) < max {grad p(x), grad g(x)} und
grad (p(x) - q(x)) = grad p(x) + grad g(x).
Ist b eine Nullstelle von p(x), also gilt p(b) = 0, so ldsst sich bekanntlich der

Linearfaktor (Polynom 1. Grades) (x — b) aus p(x) ausklammern, das heif3it, es gibt
ein Polynom ¢(x), dessen Grad um 1 kleiner ist als der von p(x), mit dem gilt:

px) = (x =b) - q(x).
Ist das gleiche b Nullstelle von g(x), so ist » mehrfache Nullstelle von p(x), es lasst

sich insgesamt also (mindestens) der Faktor (x — b)* aus p(x) ausklammern. Allge-
mein:

Definition:

b € R heiBt r-fache Nullstelle von p (x) (mit » € IN")

< p()=0und p(x) = (x —b) - q(x) mit einem Polynom g(x),
fiir das g(b) =0 ist.

Setzt man nun fiir ein gegebenes Polynom p (x) den Vorgang, fiir eine gefundene
Nullstelle b; den Linearfaktor x — b, auszuklammern, immer wieder fort, so redu-
ziert sich jedes Mal der Grad des jeweils verbliebenen Polynoms um 1; man kann
sich also fragen, ob sich dies bis zum Grad 0, also einem konstanten Polynom,
fortsetzen lasst. Dies wiirde bedeuten, dass p (x) vollstdndig in Linearfaktoren zer-
fiele. Dass dies nicht immer der Fall sein kann, ist leicht einzusehen:

Bleibt zum Beispiel das Polynom g(x) = x* + 1 iibrig, so lsst sich darin kein weite-
rer Linearfaktor finden, da ¢g(x) sonst eine (reelle) Nullstelle haben miisste; g(x) ist
somit in IR irreduzibel. Man kann nunmehr untersuchen, ob auch Polynome mit
groflerem Grad als 2 als irreduzible Polynome {ibrig bleiben koénnen.

! Manchmal wird aus Griinden der Systematik sein Grad auf —oo festgesetzt.
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Die Antwort auf diese Frage nach den ,kleinsten Bausteinen” in Polynomen liefert
der folgende

Zerlegungssatz fiir reelle Polynome:

Jedes Polynom p(x) tiber IR mit grad p(x) > 1 ldsst sich darstellen als
p(x)=C-(x—b)1.(x=b)" (x> +cx+d,)".(x* +c,x+d,)".
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Dabei ist C der Koeffizient bei der hochsten Potenz in p(x), by,..., b, sind die ver-
schiedenen Nullstellen von p(x) mit ihren Vielfachheiten 7y, ..., 7 ; die Polynome
zweiten Grades x” + ¢x+d, (i =1, .., m)sind alle irreduzibel, haben also keine
reelle Nullstelle, die s; geben die jeweiligen Vielfachheiten an.

In einem gegebenen konkreten Fall findet man obige Zerlegung, indem man zu-
nichst den Koeffizienten der hochsten Potenz ausklammert, dann fiir jede gefun-
dene Nullstelle b; durch den Linearfaktor x — b; entsprechend oft dividiert; das Her-
ausfinden der verbleibenden quadratischen unzerlegbaren Terme kann sich (ohne
einen Umweg liber das Komplexe, s. Kapitel 3) im Einzelfall recht schwierig ge-
stalten, es gibt hierfiir keinen Algorithmus.

Fiir die Behandlung reeller (und spiter auch komplexer) Polynome ist noch der
folgende Satz von groBer Bedeutung:

Identitiitssatz fiir Polynome:

Gegeben seien die beiden Polynome p(x)zZaixi und q(x)szixi , und es
i=0 i=0

gelte p(x) = g(x) fiir alle x € R . Dann miissen alle a; = b; sein, ,,liberzdhlige” a;

oder b; (fur n # m) sind 0.

Anders formuliert bedeutet das, dass zwei Polynome nur dann gleich sind, wenn sie
in allen Koeffizienten iibereinstimmen. Dieser Satz ist die Grundlage des soge-
nannten Koeffizientenvergleichs, der spiter — z.B. bei der Partialbruchzerlegung —
ofter benutzt wird.
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Definition:

(1) Eine Funktion f(x) heillt gebrochen rational, wenn sie sich als Quotient zweier

Polynome p(x) und g(x) darstellen ldsst, also als f(x)= % . Der groBtmogliche

Definitionsbereich ist dann D,=R\ {b | g(b) = 0}.

(i1) Eine gebrochen rationale Funktion f(x) heilit echt gebrochen rational, wenn der
Grad des Zahlerpolynoms kleiner als derjenige des Nennerpolynoms ist.

Durch die von der Schule her bekannte Polynomdivision mit Rest ldsst sich jede
gebrochen rationale Funktion eindeutig als Summe eines Polynoms und einer echt
gebrochen rationalen Funktion darstellen, z.B. ergibt sich durch Ausdividieren fiir
3 2
£(x) =%+1“1 der Ausdruck (x* —x2 +x+1):(x2 —1)=x — 1 Rest 2x
X

womit sich f(x)=x—-1+ 22x in der gewiinschten Form darstellen lésst.
x —_—
Dariiber hinaus ist, wie Sie unschwer nachrechnen kénnen, 2x __1 | 1 ,
x2-1 x-1 x+1
2x

eine Zerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion , die sich fiir viele

x2 -1

Zwecke (z.B. zum Integrieren), als niitzlich erweist. Eine solche Darstellung einer
beliebigen echt gebrochen rationalen Funktion als Summe von Bruchtermen, in
deren Nennern die Faktoren des Nennerpolynoms (vgl. obiger Satz) vorkommen,
ist der Inhalt der so genannten

Partialbruchzerlegung:

p(x)
q(x)’
auflerdem sei die Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren und irreduzible
quadratische Polynome bekannt, etwa

Gegeben sei eine beliebige echt gebrochen rationale Funktion f(x)=

g(x)=C-(x—b) 1. (x—b)* - (x> +cx+d) . (x> +c, x+d,)".
Dann lésst sich f(x) darstellen als Summe von Termen folgender Art:

ij 9 3 .
S wobei die Potenzen j

Jede Nullstelle b; fithrt zu Summanden der Form ;

(x— bi )
alle natiirlichen Zahlen von 1 bis zur Vielfachheit der Nullstelle 4; durchlaufen, die
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Konstanten 4; sind zu bestimmende reelle Zahlen; jedes irreduzible quadratische
/BRI
5 d Y wobei
(x"+c¢x+d;)’
die Potenzen j alle natiirlichen Zahlen von 1 bis zur Vielfachheit des Polynoms

Polynom x> +c¢,x +d, fiihrt zu Summanden der Form

x* +¢,x +d.,in der Darstellung von ¢(x) durchlaufen, die Konstanten E ; und £}

sind zu bestimmende reelle Zahlen.

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig.

Wie man die Partialbruchzerlegung erhélt, insbesondere wie man die darin vor-
kommenden Konstanten bestimmt, soll im Folgenden erldutert werden.

Beispiel:

6x* —2x —4x* —Tx+1

5 3

Gesucht ist die Partialbruchzerlegung von f(x) = 5
X =x —x"+1

1. Schritt: Zunichst wird festgestellt, dass f(x) echt gebrochen rational ist, die Par-
tialbruchzerlegung also durchfiihrbar ist; ansonsten miisste man eine
Polynomdivision vornehmen und die Partialbruchzerlegung fiir den echt gebrochen
rationalen Summanden durchfiihren.

2. Schritt: Als néchstes muss das Nennerpolynom in Faktoren zerlegt werden.
Durch sukzessives Bestimmen der Nullstellen und Ausklammern des entsprechen-

den Linearfaktors ergibt sich x° —x*> —x*>+1=(x-1D*(x+1)(x> +x+1). Da

das quadratische Polynom x® + x + 1 irreduzibel ist (es hat keine Nullstelle in IR),
ist dies die in obigem Satz geforderte vollstindige Zerlegung des Nennerpolynoms.

3. Schritt: Man kann nun den Partialbruchansatz flir f(x) hinschreiben, wobei bei
den im Folgenden noch zu bestimmenden reellen Konstanten der besseren Lesbar-
keit halber auf Doppelindices verzichtet werden soll. Es ist

A B C Ex+F
X) = + + + .
/&) x=1" (x=1? x+1 x*4x+1
Man beachte, dass b; = 1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms ist, im Par-

tialbruchansatz also der Linearfaktor (x — 1) in erster und zweiter Potenz in Nen-
nern der Summanden erscheinen muss!
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4. Schritt: Es mussen nun die Konstanten 4, B, C, E und F bestimmt werden. Dazu

wird obiger Partialbruchansatz mit dem Nenner von f(x), dem Polynom

x> —x* —x? +1, multipliziert. Da dies gemiB dem 2. Schritt der Hauptnenner

aller vorkommenden Briiche ist, ergibt sich nun eine Polynomgleichung:
6x* —2x° —4x* —Tx+1=A(x - D(x+D)(x* +x+ D)+ B(x + D(x* +x + 1)
+C(x D22 +x+ D)+ (Ex+ F)(x-D*(x+1)

*

Beim weiteren Vorgehen bieten sich zwei Moglichkeiten an:

a) Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (*) und Ordnen nach Potenzen

ergibt sich:

6x* —2x° —4x* = Tx+1=x*(A+C+E)+x*(A+B-C—-E+F)

+x*2B-E—-F)+x(-A+2B-C+E—F)
+(-4A+B+C+F)

Auf beiden Seiten dieser Gleichung stehen Polynome. Diese kdnnen nach dem

Identitétssatz nur dann gleich sein, wenn sie in allen entsprechenden Koeffizienten

iibereinstimmen. Der Koeffizientenvergleich ergibt somit fiinf Gleichungen fiir die
gesuchten Unbekannten 4,8,C,E und F:

6 = A + C + E
-2 = A+ B - C - E + F
-4 = 2B - F - F
-7 = -4 + 2B - C + E - F
1 = -4+ B + C + F

Das Gleichungssystem" ist stets eindeutig 15sbar; bei unserem Beispiel ergeben
sich, wie Sie selbst nachrechnen sollten, die Werte

A=2,B=-1,C=3,E=1und F=1.

Damit hat die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion die Gestalt

6x* —2x* —4x> - Tx +1
f(x)= xs - — 2 1 3 + x+1

—x’—xt+1 x—l_(x—1)2 x+1 0 x24x+1°

D Zur systematischen Losung von linearen Gleichungssystemen verweisen wir auf das
nichste Kapitel.
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b) Eine andere Moglichkeit, die gesuchten Konstanten zu bestimmen, geht von der
Uberlegung aus, dass (*) fiir alle x € IR gelten muss, man also fiinf beliebige Werte
fiir x in (*) einsetzen kann, um so fiinf Gleichungen fiir die gesuchten Unbekannten
A,B,C,E und F zu erhalten. Es erweist sich dabei als vorteilhaft, auf jeden Fall zu-
nichst alle Nullstellen des Nennerpolynoms einzusetzen, da sich dann stets nur
eine Gleichung mit einer Unbekannten ergibt (hier fiir B und C), fiir die Gleichun-
gen mit den verbleibenden Unbekannten wihle man die x-Werte moglichst einfach.
Neben den Nullstellen 1 und —1 bieten sich dafiir in unserem Beispiel noch die
Zahlen 0, 2 und -2 an. Die Moglichkeit b) ist also immer dann besonders vorteil-
haft, wenn das Nennerpolynom recht viele verschiedene Nullstellen hat.

Ubungsaufgaben:

1. Zerlegen Sie die folgenden Polynome in ihre irreduziblen Bestandteile:
a) p(x)=x"-x"—x+1, b) p,(x)=2x" +4x> +4x+2 ,

o) p;(x)=—x*+x>+x-1, d) p,(x)=x* —191x* - 980 .

2. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

x> +2x? —x+4 b)f(x)_x4—2x3—x2—3x—8
’ 2 x> =2x? +2x -4

a) fi(x)=

x*+3x2+2

1.4 Trigonometrische und Arcus-Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Eigenschaften der trigonometrischen
Funktionen wiederholt sowie deren Umkehrfunktionen (Arcus-Funktionen) vorge-
stellt. Da Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktion in der Schule sehr
ausfiithrlich behandelt werden, soll hier lediglich durch nachfolgende Skizze der
Situation am FEinheitskreis die Bedeutung der trigonometrischen Funktionsterme in
Erinnerung gerufen werden. Wir erinnern daran, dass in der Regel die Darstellung
des Winkels im BogenmaB" erfolgt.

" Als Merkregel fiir die Umrechnung von Grad in BogenmaB ist es hilfreich, das Zei-

chen ° als Abkiirzung fiir den Faktor 2 interpretieren, z.B. 900:% .
180
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cotx

1 . tanx
sinx

COSXx

Bild 1.4.1: Die trigonometrischen Funktionswerte am Einheitskreis

Eigenschaften:

1. sin x und cos x sind auf ganz R definiert und 2 z-periodisch, das heift
sin(x+27)=sinx und cos(x+27)=cosx VxelR .

2. Esist tanx =3 ynd cotx =98L  Deshalb ist
cos X sin x

Dpy =R\{b € R|cosb=0} und D, =R\{b € R|sinb =0} (vgl. auch 3.).

tan x und cot x sind n-periodisch.

3. Nullstellen: sinb=0 < b=knrx
coshb=0 < = % +k
tanb=0 << b=k=x
coth=0 < b=§+lm

Dabei ist k stets eine beliebige ganze Zahl. Die Nullstellen einer trigonometrischen
Funktion haben also jeweils den Abstand 7 voneinander; sin x und cos x haben
somit in jeder Periode zwei, tan x und cot x nur eine Nullstelle.

4. Wertebereiche: W, = W s =[-1, 1], Wun =W, =IR.

Insbesondere gilt fiir die Minimal- bzw. Maximalwerte von sin x und cos x:
sinb=1 < b=%+2k-7rbzw.sinb=—l = b=37”+2k-7zund

cosbh=1 < b=2knx bzw.cosb=-1 < b=Qk+1)x
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5. Symmetrieeigenschaften: sin x (bzw. tan x bzw. cot x) ist eine ungerade, cos x ist
eine gerade Funktion, das heif3t

V x € R: sin (—x) = —sin x und cos (—x) = cos x

6. Verschiebungen um eine halbe bzw. Viertelperiode im Argument von Sinus- und
Kosinusfunktion ergeben:

sin(x + 7)=—sinx und cos(x + 7)=—cosx
sin(x + %) =CoSX und cos(x + %) =—sinx.

Die letzte Gleichung bedeutet anschaulich, dass der Kosinus dem Sinus um eine
Viertelperiode voraus lauft, was auch an den in Bild 1.4.2 dargestellten Graphen zu
sehen ist.

Yy
N
AN A \ /// /
z N ”\<_n/2ﬂx
~ ’ -1 ? \\_/ i

Bild 1.4.2: Die Graphen von Sinus- und Kosinusfunktion

7. Additionstheoreme: Fiir alle x, y € R gilt:

sin(x + y) =sinxcosy + sin ycosx und cos(x + y)=cosxcosy —sinxsiny

Hieraus lassen sich unschwer Formeln fiir tan(x + y), sin(2x), cos(2x) etc.sowie
fir sinx-siny,sinx-cosy,cosx-cosy und sinx*siny etc. herleiten, die in
jeder Formelsammlung zu finden sind.

8. Mit den beiden Bezichungen tanx = 30X
COSX

jede trigonometrische Funktion durch jede andere ausdriicken; z.B. ist

und sin® x +cos® x =1 ldsst sich

sinx =k __tanx und cosx =k .
V1+tan® x V1+tan? x ’
1 fiir x e]—%,%[
wobei k = (und entsprechend 2 z-periodisch fortgesetzt) ist.
. 7 37w
-1 fir x e]—,—
22
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Bild 1.4.3: Die Graphen von Tangens- und Kotangensfunktion

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, kénnen sie natiirlich nicht
injektiv sein, besitzen also — auf den gesamten Definitionsbereich bezogen — keine
Umkehrfunktion. Deshalb beschrinkt man sich bei der Umkehrung jeweils auf
Teilmengen des Definitionsbereichs. Ublich ist dabei folgendes:

Die Funktion f=sin | [—%, %] ist auf ihrem (eingeschrinkten) Definitionsbereich
streng monoton wachsend, also umkehrbar. W, = [~1, 1] ist somit der Definitions-
bereich der Umkehrfunktion von f; die {iblicherweise mit arcsin x (gelesen: Arcus-

Sinus) bezeichnet wird. arcsin x ist — wie f(x) — streng monoton wachsend und hat

den Wertebereich [—%,%] ,s.Bild 1.4.4.

Analog ist cos | [0, 7] streng monoton fallend; deren deshalb existierende streng
monoton fallende Umkehrfunktion arccos x ist — wie arcsin x — auf [-1, 1] definiert
und hat den Wertebereich [0, 7], s. Bild 1.4.4.

SchlieBlich ist tan | ]—%, %[ streng monoton wachsend, die deshalb dort existie-

rende Umkehrfunktion wird mit arctan x bezeichnet; da die Tangensfunktion auf
1-£ =

272
ganz R definiert, s. Bild 1.4.5.

[ jede reelle Zahl als Wert annimmt, ist die Arcus-Tangens-Funktion auf
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3=

T —

=~
G arccot N\

(NI} /

-1 1 b
G arctan

Bild 1.4.4: arcsin x und arccos x Bild 1.4.5: arctan x und arccot x

Nach Definition ist klar, dass sin(arcsinx) = x fiir alle x € ID .5, ist. Zur Berech-
nung von sin(arccos x) oder sin(arctan x) oder dhnlichen Ausdriicken ersetze man
die trigonometrische Funktion durch die zur Arcusfunktion ,,passende mit einer
der Formeln aus 8.; so erhélt man etwa fur alle x € IR
sin(arctan x) = k - tan(arctan x) S
\/1 + tan” (arctan x) \/1 +x?

Da — im Gegensatz zu tan x — Sinus- und Kosinusfunktion nur auf einer halben
Periode umkehrbar sind, ist bei Losung der Gleichung sin x = ¢ (mit ¢ € -1, 1)
Vorsicht geboten: die Anwendung von arcsin liefert nur eine der innerhalb einer
Periode vorhandenen zwei Losungen. AuB3er x; = arcsin ¢ ist auch x, = 7 — arcsin ¢

eine Losung der Gleichung sin x = ¢ im Intervall [-Z 3z

2727
Analog ist fiir cos x = ¢ neben x; = arccos ¢ auch x, = 27— arccos ¢ eine Losung
im Intervall [0, 2 7].

Beispiel:
Fiir einen Weg mit der Horizontaldifferenz 100 m bedeutet das Verkehrszeichen in

Bild 1.4.6 eine Hohendifferenz von 14 m. Wie grof} ist der Steigungswinkel ¢ ?
tan @=0.14; also ist ¢ = arctan 0.14 = 0.139, im Gradmal} ¢~ 8° .

Bild 1.4.6: Steigung 14 %
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Ubungsaufgaben:

1. Losen Sie folgende trigonometrische Gleichungen:

a) cos(x—%j +sinx—2=0 ,b) 4sin” x —cos* x=0 ,
¢) tanx +tan2x =0, d) 2sinx +cos® x =175 .

2. Fiir welche a € R ist die Gleichung sin x + cos x =a losbar? Bestimmen Sie
fiir a = 1 alle Losungen der Gleichung.

3. Leiten Sie Formeln fiir a) sin(arccos x), b) tan(arcsinx)  her.

1.5 Potenz- und Wurzelfunktionen

Zum besseren Verstindnis dieses und des nidchsten Abschnitts soll zunédchst der

Potenzbegriff wiederholt werden. Es wird dabei der Ausdruck a” sukzessive fiir
b € IN, Z, @ und IR eingefiihrt:

1. b € IN: Fiir beliebiges @ € R und b > 2 ist a” die b-fache Multiplikation von a
mit sich selbst; zusitzlich wird a' =a und, fira #0, a° =1 definiert.

2.b e Z: Fiir b € IN ist a” bereits definiert; fiir negative b € Z ist —b € IN, dem-

1

nach ist fiir jedes a # 0 sinnvoll: a” = — -
a

3.b=1 mitn e IN, n > 2 (Stammbriiche): Es ist leicht zu zeigen, dass fiir jedes
n

solche n die Funktion f(x) = x" | [0, o[ streng monoton wachsend ist, also eine
Umkehrfunktion besitzt, die wegen W, = [0, co[ auf [0, co[ definiert ist. Fiir jede

nicht-negative reelle Zahl a wird der Wert dieser Umkehrfunktion mit K/; be-

1
zeichnet. Damit definiert man fiirallea e IR,: a” = K/Z .
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4.b € ®: Da a” fiir ganzzahlige b bereits definiert ist, kann man sich darauf be-

schrianken, dass b="mit m € Z, n € IN, n > 2, ist. Durch eine Kombination aus
n

1., 2. und 3. ldsst sich nun definieren: ar = (ai)’” . Dabei ist zu beachten, dass fiir
b >0 die Basis a gemiB 3. aus IR,', fiir negative » gemiB 2. nur aus IR" sein darf,

5.b € R: GemiB den Uberlegungen aus Abschnitt 1.2 lisst sich jede irrationale
Zahl b als Grenzwert einer Folge aus nur rationalen Zahlen b, erhalten. Man kann
zeigen, dass die gemdB 1. — 4. definierten Ausdriicke a” konvergieren. Der
Grenzwert wird als a” definiert. Nach 1. — 4. ist so a” bei b > 0 fiir alle a € [0, o]
,bei b <0 fiir alle a € ]0, o[ zu definieren.

Unter Beachtung der oben dargelegten unterschiedlichen Definitionsbereiche fiir
die Basis in Abhidngigkeit vom Exponenten gelten die iiblichen Potenzgesetze
uiberall dort, wo alle vorkommenden Ausdriicke definiert sind:

b b
M ey =xty ) @ "
(i) (x") =x" (iv) x"=x".x°

Anmerkung: Bei Benutzung von Formel (iii) ist beispielsweise zu beobachten, dass
((—2)2)” =47 also wohl definiert ist, die rechte Seite als (—2)2” aber gemil oben

Gesagtem keinen Sinn ergibt, folglich (iii) auch nicht giiltig ist. Solche Schwierig-
keiten konnen auch bei Anwendung der anderen Potenzgesetze auftreten, wenn
man nicht strikt den jeweiligen Definitionsbereich beachtet!

Definition:

Eine Funktion der Gestalt p, (x)= x” (mit b € R) heiBt Potenzfunktion; ist speziell

b= % mitn € IN, n > 2, so heilt (x) Wurzelfunktion.
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Eigenschaften:

1. Nach der Definition der Potenz ist eine Potenzfunktion p,(x) = x" stets mindes-
tens auf IR" definierbar; in Abhiingigkeit von » kann ID », auch grofer sein, und

zwar:

a) Fiir b > 0 kann p, auch aufR," definiert werden.
b) Fiir b € Zkann p, auf IR', fiir b € IN sogar auf ganz R definiert werden.

2. Fiir b > 0 (bzw. b < 0) ist p, | R, streng monoton wachsend (bzw. fallend),
besitzt also eine auf pr =R, definierte Umkehrfunktion. Diese ist x%.

3. Fiir alle Potenzfunktionen ist p, (1) = 1.

In den folgenden Bildern (1.5.1) — (1.5.9) sind einige charakteristische Graphen fiir
Potenzfunktionen p,(x)= x” mit unterschiedlichen Werten fiir 5 dargestellt.

1
!

Bild 1.5.1: b = ungerade natiirliche Zahl Bild 1.5.2: zugehorige Umkehrfunktionen

Y
|
\

Bild 1.5.3: b = gerade natiirliche Zahl Bild 1.5.4: zugehorige Umkehrfunktionen
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P

Bild 1.5.5: b = ungerade negative Zahl

Bild 1.5.7: b = gerade negative Zahl

Bild 1.5.9: b = reelle positive Zahl ¢ ZZ
(samt b fiir Umkehrfunktionen)

Bild 1.5.6: zugehorige Umkehrfunktionen

Bild 1.5.8: zugehorige Umkehrfunktionen

Bild 1.5.10: b = reelle negative Zahl ¢ Z
(samt b fiir Umkehrfunktionen)
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1.6 Exponential- und Logarithmus-,
Hyperbel- und Areafunktionen

Definition:

Die fiir festes @ € R durch exp, x =a” auf ganz R definierte Funktion heiBt (a/l-
gemeine) Exponentialfunktion.

Nach Definition der Potenz ist bei jeder positiven Basis a der Ausdruck a" fiir jedes
reelle x definiert. Fiir @ = 1 ergibt sich dabei die konstante Funktion vom Werte 1,
die man ja auch als Polynom vom Grade 0 auffassen kann; fiir a € ]0, 1] ergibt
. . SR L
sich wegen «a =%(mlt b>1):a" :(%) :b—x:b—x,

funktion mit einer Basis < 1 ldsst sich mittels Kehrwert auf eine solche mit einer
Basis > 1 zurickfihren. Deshalb betrachten wir — wie sonst auch tiblich — im Fol-
genden Exponentialfunktionen nur mit Basen > 1.

das heif}t, jede Exponential-

Eine Exponentialfunktion exp, x =a* mit a > 1 hat folgende

Eigenschaften:

1. exp,(0) = 1 (das heiB3t, die Graphen aller Exponentialfunktionen haben diesen
Punkt gemeinsam).

2. W, = R" (das heiBit, Exponentialfunktionen nehmen genau alle positiven

Werte an).

3. a* ist streng monoton wachsend, besitzt also eine auf R" definierte Umkehr-
funktion, die so genannte Logarithmusfunktion zur Basis a, mit log, x bezeichnet.

4. log, x ist auf R" definiert, hat den Wertebereich IR und ist — wie a*— streng
monoton wachsend.

5. Aus den Potenzgesetzen ergeben sich die Rechenregeln fiir Logarithmen:

log,(x-y)=1log, x +log, y;log, (lj =log, x—log, y;log, x' =¢-log, x.
y

Dabei sind @ > 1, x, y > 0 und ¢ € IR beliebig.
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Bild 1.6.1: Exponentialfunktionen Bild 1.6.2: Logarithmusfunktionen
zu verschiedenen Basiswerten a

Aus der Definition des Logarithmus und unter Benutzung obiger Regeln ergibt sich
die wichtige Formel fiir den Basiswechsel: Mit a, » > 1 gilt fiir alle x € IR:

log, x = (1.6.1)

Mit dieser Formel wird der Logarithmus zu einer beliebigen Basis » auf den zu
einer anderen Basis « zurlickgefiihrt. Dies bedeutet, dass man nur eine
Logarithmusfunktion kennen muss, um daraus dann alle anderen berechnen zu
konnen. Die graphische Darstellung von log, x erhdlt man also aus der von

log, x durch einfaches Umskalieren der y-Achse um den Faktor . Fir die

log, b
weiteren Untersuchungen benutzt man meist den Logarithmus zur Basis e
(EULERsche Zahl), den so genannten natiirlichen Logarithmus, statt log, x

schreibt man iiblicherweise In x (,,logarithmus naturalis®) oder — vornehmlich in
englischsprachigen Publikationen — einfach log x . Weiterhin sind die Schreibwei-
sen lg x fiir logjo x sowie 1b x oder 1d x (bindrer Logarithmus bzw. ,logarithmus
dualis®) fiir log, x gebrauchlich. Letzterer spielt in der Nachrichten- und Informa-
tionstechnik eine wichtige Rolle.
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Analog zu den Logarithmusfunktionen lassen sich auch alle Exponentialfunktionen
auf die zur Basis e, die so genannte spezielle Exponentialfunktion (kurz: die
e-Funktion) zuriickfiihren; der Basiswechsel entspricht nun einer Umskalierung der
x-Achse:

a* ="M (1.6.2)

Vielen Lesern werden die im Folgenden mit Hilfe der e-Funktion definierten so
genannten hyperbolischen Funktionen von der Schule her noch unbekannt sein;
bevor wir am Ende dieses Abschnitts konkrete Anwendungsbeispiele aufzeigen,
sollen zunéchst einmal wichtige Eigenschaften dieser Funktionen aus den Definiti-
onen abgeleitet werden.

Definition:

(i) sinhx= %(ex — e_x) (,, sinus hyperbolicus )

(i) coshx= %(e” + e_") (,, cosinus hyperbolicus )

(iii)) tanhx = % (,, tangens hyperbolicus *)
(iv) cothx= % (,, cotangens hyperbolicus *)

Die Namensgebung in Anlehnung an die entsprechenden trigonometrischen Funk-
tionen mag zunichst {iberraschen, da in der Definition keinerlei Analogie zu sin
oder cos erkennbar ist. Die enge Verwandtschaft von trigonometrischen und hyper-
bolischen Funktionen tritt jedoch bei Betrachtung der gleichnamigen komplexen
Funktionen (vgl. Abschnitt 3.4) zutage. Wir halten es fiir eine gute Ubung, wenn
Sie die eine oder andere der unten aufgefiihrten Eigenschaften, bei denen manch-
mal Parallelen zu den trigonometrischen Funktionen unverkennbar sind, selbst
herleiten:

Eigenschaften:

1. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass sinh und cosh auf ganz IR definiert
sind. Auerdem gilt fiir alle x € IR die wichtige Formel (nachrechnen!):

cosh? x —sinh? x =1 (1.6.3)

Man beachte den Unterschied zum Plus-Zeichen in der entsprechenden Formel fiir
die trigonometrischen Funktionen!




44 1 Grundlagen

2. Aus 1. und der Definition wird klar, dass cosh x > 1 ist fiir alle x € IR, tanh x also
keine Definitionsliicken besitzt.

3. Analog zu der jeweils entsprechenden trigonometrischen Funktion ist cosh x
gerade mit cosh(0) = 1, wéhrend sinh x und tanh x ungerade sind und deshalb an
der Stelle 0 eine Nullstelle haben. coth x ist ebenfalls ungerade, an der Stelle 0 aber
nicht definiert.

4. sinh und tanh sind auf ganz IR, cosh ist auf [0, co[ streng monoton wachsend.
Da 0 die einzige Nullstelle von sinh und tanh ist, ist dies auch die einzige Definiti-
onsliicke von coth. coth ist auf IR*, cosh auf |-, 0 ] streng monoton fallend.

5. GemaiB 4. sind sinh, tanh und coth auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich, cosh
beschrinkt auf [0, co[ umkehrbar. Die Umkehrfunktionen werden mit arsinh,
artanh, arcoth und arcosh bezeichnet und heilen Area-Sinus-Hyperbolicus-
Funktion und entsprechend fiir die anderen. Wir wollen arsinh mit Hilfe bekannter
Funktionen ausdriicken und gleichzeitig den Wertebereich von sinh (das ist ja der
Definitionsbereich von arsinh!) bestimmen. Dazu muss untersucht werden, fiir
welche s, ¢ € IR sich die Gleichung ¢ = sinh s eindeutig nach s auflosen ldsst:

Aus tz%(es - e”) ergibt sich durch Substitution von u=e¢* (fiir jedes s € R
moglich) eine quadratische Gleichung: O=u®—2tu—1.

Diese hat fiir jedes ¢ zwei Losungen, von denen eine positiv und eine negativ ist.
Wegen u=¢’ kommt nur die positive in Frage. Die daraus eindeutig bestimmbare

Losung fiir s lautet: s = ln(t N 1) .

Da diese Auflosung fiir alle £ € IR moglich ist, ist Wy, = R; flir die gesuchte Um-
kehrfunktion gilt damit: V x € IR: arsinhx = ln(x +4x% + 1) .

Analog ergibt sich durch Untersuchung von cosh | [0, oo :
Weosh =[1, 0] und arcoshx:In(er\/xz—l) Vxell,ol.

Ein interessantes Ergebnis liefert die Rechnung fiir tanh und coth: In beiden Féllen
geniigt die Umkehrfunktion der gleichen Funktionsvorschrift, und zwar ist

anmmx:uynx+} Vxell,1[,also Wam=1-1, 1[,
x—

und mwmx=%mx+} VxeR\[-1,1],also Wen=R\[1, 1].

X —
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Die angesprochenen Verlaufseigenschaften der hyperbolischen Funktionen und
ihrer Umkehrfunktionen sind auch an den in Bild 1.6.3 - 1.6.6 dargestellten Gra-

phen erkennbar.

Bild 1.6.3: sinh x und cosh x

y=In(2x)

Garsinh

Bild 1.6.5: arsinh x und arcosh x

Bild 1.6.4: tanh x und coth x
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Bild 1.6.6: artanh x und arcoth x

Anwendungsmoglichkeiten hyperbolischer Funktionen zeigen die folgenden



