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VII

Vorwort
Die vorliegende Aufgabensammlung ist gedacht als ideale Erginzung zum deskriptiven Teil in

W. SCHNEIDER, J. KORNRUMPF, W. MOHR:
“Statistische Methodenlehre — Definitions- und Formelsammlung
zur deskriptiven und induktiven Statistik mit Erlauterungen”,

Miinchen, Wien: Oldenbourg Verlag, 1993.

Diese Definitions- und Formelsammlung entwickelt in Definitionen, Bemerkungen und Satzen
ein formales Geriist der statistischen Methodenlehre. Erganzend dazu soll die Aufgabensamm-
lung Anwendungsbeispiele liefern, Lésungswege aufzeigen, den Gehalt der dabei verwendeten
Formeln verstindlich machen und an gegebener Stelle auf die Gefahr moglicher Fehlschliisse
hinweisen. Besonders ausfiihrlich werden dabei jene Analysemethoden behandelt, deren korrek-
te Handhabung erfahrungsgema8 einem grofen Teil der Studierenden in den ersten Semestern
schwerfallt. Da die grundlegenden Formeln und Definitionen bei den Lésungsvorschlagen zu-
meist kurz wiederholt und erklirt werden und viele Aufgaben Beispielcharakter haben, eignet
sich diese Aufgabensammlung durchaus auch zum Selbststudium und als Begleitmaterial zu
anderen Lehrbiichern zur beschreibenden Statistik.

Zur Beantwortung der einzelnen Aufgaben ist eine Kenntnis der vorhergehenden Aufgaben und
Losungen eventuell hilfreich aber nicht unbedingt notwendig. Dadurch sollen die Lésungswege
auch bei einer selektiven Bearbeitung einzelner Aufgaben oder einzelner Kapitel problemlos
nachvollziehbar bleiben. Diese Konzeption bedingt notwendigerweise Wiederholungen in den
Losungsvorschlagen zu verschiedenen Aufgaben.

Der Aufgabensammlung vorangestellt ist eine Tabelle mit Kurzbeschreibungen der in den je-
weiligen Aufgaben angesprochenen Bereiche der Methodenlehre der beschreibenden Statistik.
Der Anhang enthilt eine knappe Zusammenstellung der verwendeten Symbolik und der grund-
legenden Rechenregeln, deren Kenntnis zur Bearbeitung der Aufgaben vonnéten ist. Samtliche
in eckige Klammern eingeschlossenen Referenzen in den Aufgaben und Lésungen beziehen sich
auf die Definitionen, Bemerkungen und Sitze in der obengenannten Definitions— und Formel-
sammlung.

Vorlaufer des vorliegenden Bandes ist eine Aufgabensammlung zur deskriptiven Statistik, die
in verschiedenen Versionen in den Jahren 1979 bis 1991 von den Mitarbeitern des Instituts
fiir Statistik und Okonometrie an der Christian-Albrechts-Universitit zu Kiel zusammenge-
stellt wurde und als Ubungsmaterial in der statistischen Grundausbildung diente. Die stetige
Entwicklung der Definitions— und Formelsammlung sowie der von studentischer Seite immer
haufiger geduBerte Wunsch nach aktuelleren Anwendungsbeispielen machten eine grundlegende
Uberarbeitung und weitgehende Neugestaltung dieser Aufgabensammlung erforderlich. Den-
noch konnten einige (im Text besonders gekennzeichnete) Aufgaben in iiberarbeiteter Form
{ibernommen werden. Eine erste Version der vorliegenden Aufgabensammlung wurde wahrend
des Sommersemesters 1992 in den Tutorien und Ubungen zur deskriptiven Statistik an der
Universitat Kiel und der Fachhochschule Flensburg erprobt.
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Ich méchte mich bedanken bei Herrn Prof. Dr. H. Liitkepohl und Herrn Prof. Dr. G. Hansen,
die mein Interesse an der beschreibenden Statistik weckten und férderten, sowie bei meinen
Kollegen, den Tutoren und Studenten, die mich auf Fehler in der Vorabversion dieser Aufga-
bensammlung aufmerksam gemacht haben. Uber Hinweise auf die sicherlich noch verbliebenen
Fehler wiirde ich mich sehr freuen.
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Martin Missong

Vorwort zur vierten Auflage

Fiir die vierte Auflage wurde die Aufgabensammlung véllig iiberarbeitet. Die Anderungen las-
sen sich in drei Kategorien zusammenfassen:

Einige Aufgaben, die auf fiktiven Datensitzen aufbauten, wurden durch Ubungsaufgaben zur
gleichen Thematik ersetzt, in denen die Verteilung “realer Daten” analysiert wird. Andere
Aufgaben wurden gestrichen, neue Aufgaben sind hinzugekommen.

Die Nummern der Sitze, Bemerkungen und Definitionen in der “Statistischen Methodenleh-
re” von Schreider, Kornrumpf und Mohr, auf die in den Aufgaben jeweils Bezug genommen
wird, sind nicht mehr explizit angegeben. Statt dessen sind alle verwendeten Begriffe, die in der
“Statistischen Methodenlehre” definiert sind, in den Ubungsaufgaben jetzt in Fettdruck gesetzt.
Dadurch sollen Miverstindnisse vermieden werden, die auftreten kénnten, wenn sich in erwei-
terten Neuauflagen der Formelsammlung von Schneider, Kornrumpf und Mohr Anderungen in
der Numerierung der Sitze, Bemerkungen und Definitionen ergeben.

SchlieBllich wurden in den fritheren Auflagen vorhandene Fehler und Ungenauigkeiten korrigiert,
und ich hoffe, daB sich nicht allzu viele neue Fehler oder Unklarheiten eingeschlichen haben.

Martin Missong

Vorwort zur siebten Auflage

Die Vorauflagen waren derart rasch vergriffen, dass ich mich darauf beschrinken konnte, den
gesamten Text kritisch durchzusehen.

Martin Missong
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| Aufgabe | Kurzbeschreibung |
| Kapitel 1: Grundbegriffe der beschreibenden Statistik
1.1 Massen, Merkmale
1.2 Merkmalsarten, Skalierung
1.3 Merkmalsauspragungen und Mengen
| Kapitel 2: Datenorganisation fiir qualitative Merkmale
2.1 Ein Merkmal, insbesondere Entropie
2.2 Zwei Merkmale, insbesondere bedingte Verteilungen
2.3 Zwei Merkmale, insbesondere Transinformation
2.4 Zwei Merkmale, insbesondere Randverteilungen
2.5 Zwei Merkmale, bedingte relative Haufigkeiten
2.6 Drei Merkmale, insbesondere bedingte Verteilungen
[ Kapitel 3: Datenorganisation fiir komparative Merkmale
3.1 Ein Merkmal, insbesondere Rangfunktionen
3.2 Ein Merkmal, insbesondere Streuungsmessung, Summenhéaufigkeitsentropie
3.3 Zwei Merkmale, insbesondere Assoziationsmessung
34 Zwei Merkmale, insbesondere bedingte (kumulierte) Haufigkeiten, Assoziations—
messung anhand konkordanter und diskordanter Paare
3.5 Zwei Merkmale, insbesondere Streuungs— und Assoziationsmessung
3.6 Zwei Merkmale, insbesondere zeitlicher Vergleich von Verteilungen
3.7 Drei Merkmale, Simpsons Paradoxon
| Kapitel 4: Datenorganisation fiir quantitative Merkmale
4.1 Ein Merkmal, Einzeldaten, Verteilungsfunktion, Variablentransformation
4.2 Ein Merkmal, Einzeldaten, insbesondere Varianz, Varianzzerlegung
4.3 Ein Merkmal, klassierte Daten, insbesondere graphische Darstellung
4.4 Ein Merkmal, Einzeldaten, Mittelwertberechnung, insbesondere geometrisches
Mittel
4.5 Ein Merkmal, Einzeldaten, Mittelwertberechnung, insbesondere harmonisches
Mittel
4.6 Ein Merkmal, Einzeldaten, Lorenzkurve und Konzentrationsmessung
4.7 Ein Merkmal, klassierte Daten, insbesondere approximierende
Anteilsfunktion, Lorenzkurve und Konzentrationsmessung
4.8 Ein Merkmal, klassierte Daten, Konzentrationsmessung, Gegen-
iiberstellung gegebener und approximierter Klassenmerkmalssummen
4.9 Ein Merkmal, klassierte Daten, Lorenzkurve und Konzentrationsmessung
4.10 Zwei Merkmale, Einzeldaten, Abhangigkeitsmessung, Datenkompensierung
4.11 Zwei Merkmale, klassierte Daten, gemeinsame und bedingte Verteilungen,
Variablentransformation
Kapitel 5: Regressionsrechnung
5.1 Zwei Merkmale, klassierte Daten, verschiedene Regressionsverfahren, Regres-
sionskurven
5.2 Zwei Merkmale, klassierte Daten, verschiedene Regressionsverfahren, Regres-
sionskurven




X

| Aufgabe | Kurzbeschreibung
5.3 Zweir Merkmale, Einzeldaten, Kleinstquadrat--Regression
5.4 Theorie der Kleinstquadrat-Methode
5.5 Zwei Merkmale, Einzeldaten, Kleinstquadrat—-Regression, Umkehrregression
5.6 Zwei Merkmale, Einzeldaten, Kleinstquadrat—Regression, Einfluf§
einzelner Beobachtungen
5.7 Drei Merkmale, Einzeldaten, trivariate Kleinstquadrat—-Regression, Fehlspezi-
fikation linearer Modelle
5.8 Zwei Merkmale, Einzeldaten, Schitzung einer quadratischen Regressionskurve,
Variablentransformation
5.9 Drei Merkmale, Einzeldaten, Schitzung einer Cobb-Douglas—Funktion
[Kapitel 6: Deskriptive Zeitreihenanalyse
6.1 Trendschatzung, insbesondere logistischer Trend
6.2 Trendschatzung, insbesondere exponentieller Trend
6.3 Trendschatzung, insbesondere quadratischer Trend
6.4 Exponentielle Glattung, gleitende Durchschnitte
6.5 Additives Komponentenmodell, gleitende Durchschnitte, Saisonnormale
6.6 Additives Komponentenmodell, linearer Trend, gleitende Durchschnitte,
Saisonnormale
6.7 Saisonschitzung, Saisonnormale
6.8 Schatzung eines autoregressiven Modells zweiter Ordnung
l Kapitel 7: Mef3— und Indexzahlen
7.1 Kategorisierung von Verhaltniszahlen
7.2 Zeitliche Mefizahlen, Wachstumsraten
7.3 Verkettung von Mefizahlen, Umbasierung von Zeitreihen
7.4 Gewichtung von MefBzahlen, Paasche- und Laspeyres—Indizes
7.5 Paasche—- und Laspeyres—Indizes
7.6 Landervergleich von Lebenshaltungskosten (Kaufkraftparitat)
7.7 Paasche- und Laspeyres-Indizes, insbesondere Gewichtsform
7.8 Paasche- und Laspeyres—-Indizes




Kapitel 1

Grundbegriffe der deskriptiven
Statistik

1.1 Aufgaben

Aufgabe 1.1:!

Im Januar 1996 gibt das Bundesministerium fiir Wirtschaft eine Umfrage in Auftrag, die Auf-
schluf} tiber die wirtschaftliche Lage der deutschen Unternehmen im produzierenden Gewerbe
geben soll. Im Rahmen dieser Erhebung werden 300 Unternehmen des produzierenden Gewer-
bes ausgewihlt und befragt. Dabei werden u.a. unternehmensspezifische Daten wie Rechtsform,
Bilanzsumme, Anzahl der Beschiftigten etc. ethoben. Die Unternehmen sollen auch ihre derzei-
tige Ertragslage beurteilen, ihre Beschiftigtenzahl am Jahresende prognostizieren und angeben,
welche Wachstumsrate sie fiir ihre Produktion im Laufe des Jahres erwarten.

a) Wielautet die Grundgesamtheit und warum handelt es sich dabei um eine Bestandsmasse?
Definieren Sie die korrespondierenden Ereignismassen.

b) Stimmt die Erhebungsgesamtheit mit der Grundgesamtheit iiberein? Um welche Art der
Erhebung handelt es sich folglich?

c) Wie lauten die Merkmalstrager und wie die Merkmale?
d) Die erwartete Wachstumsrate der Produktion der Unternehmen bezieht sich auf das lau-

fende Jahr, also auf einen Zeitraum. Dennoch handelt es sich bei den erwarteten Ande-
rungsraten um Bestandsdaten. Warum?

1Diese Aufgabe geht zuriick auf eine dhnliche Frage in ARBEITSGRUPPE DES INSTITUTS FUR STATISTIK UND
OKONOMETRIE (1979-1991).
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Aufgabe 1.2:

Im Wintersemester 1995/96 wurde die Wohnsituation von Studenten in Kiel untersucht. Dazu
wurden 100 Studierende nach folgenden Merkmalen befragt:

Merkmal A: “Geschlecht”

Merkmal B: “Studienfach (Hauptfach)”

Merkmal C: “Semesterzahl (einschlieBlich laufendes Semester)”

Merkmal D: “Zufriedenheit mit der Wohnung”

Merkmal E: “Wohnfliche”

Merkmal F: “Art der Wohnung”

Merkmal G: “Monatliche Mietzahlung”

Merkmal H: “Monatliches Einkommen”

a) Nennen Sie fiir jedes Merkmal zwei mégliche Ausprigungen und geben Sie an, ob es sich
um ein qualitatives, komparatives oder quantitatives Merkmal handelt. Geben Sie fiir die
quantitativen Merkmale an, ob diese mit einer Intervall-, Verhaltnis— oder Absolutskala
gemessen werden.

b) Welches Problem taucht auf, wenn Sie “Studienfach” messen wollen? Wie kénnen die
Merkmalsauspragungen definiert werden?

c) Warum stellt “Semesterzahl” ein statistisches Merkmal dar? Ist dieses Merkmal diskret
oder stetig? Handelt es sich bei Merkmal C um
— ein extensives Merkmal?
- ein intensives Merkmal?

d) Das Merkmal G wird in DM erhoben. Um die Situation der Kieler Studenten mit der Lage
von Kommilitonen in anderen europiischen Universitatsstidten vergleichen zu kénnen,
sollen die Merkmalswerte in ECU umgerechnet werden (1 ECU = 2,04 DM). Wie lautet
das transformierte Merkmal und um welchen Transformationstyp handelt es sich? Ist
diese Transformation zuléssig (relationstreu)?

e) Fiir das Merkmal D: “Zufriedenheit mit der Wohnung” wurden in der Befragung folgende
(Urbild-)Klassen vorgegeben:

D, : “unzufrieden”
D, :  “im Groflen und Ganzen zufrieden”
D3 : “hochzufrieden”

und folgendermafBlen gemessen:

Begriinden Sie, welche der drei folgenden Merkmalstransformationen zulissig wire(n):

) 10 ] n 10
i) -"(d)=[1‘2}=|:100 i) y(d):[y2]=[12]
3 1000 ] Ys 30
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Aufgabe 1.3:

Um Informationen iiber das Freizeitverhalten von Kieler Studenten und Studentinnen zu ge-
winnen, wurden 10 Studierenden (I-X) folgende Fragen gestellt:

1.) Haben Sie sich wihrend Ihres ersten Semesters in Kiel ein Rennrad gekauft?
2.) Haben Sie sich wihrend Ihres ersten Semesters in Kiel ein Surfbrett gekauft?

Das Ergebnis der Befragung sah folgendermafBien aus:

Antwort Antwort
auf Frage 1.) | auf Frage Q.LI

I ja nein

11 nein nein

III ja nein
v Ja ja

Studentin/ V ja nein
Student VI nein ja
VII nein ja
VIII ja ja

IX nein nein

X ja nein

a) Handelt es sich um eine Priméar- oder Sekundarstatistik? Wie lautet die Urliste?

b) Bezeichnen Sie die Antwort auf Frage 1 als Merkmal A, die Antwort auf Frage 2 als
Merkmal B. Definieren Sie die Merkmalsausprigungen wie folgt:

a =1 (“a") a; =0 (“nein”) ,

entsprechend fiir Merkmal B. Erstellen Sie die Datenmatrix fiir diesen bivariaten Daten-
satz.

¢) Die Merkmale A und B sollen zu einem Merkmal zusammengefat werden. Warum erfiillt
C: “Anschaffungen wahrend des ersten Semesters” mit den Auspragungen ¢; = 1 (“Kauf
eines Rennrads”) und ¢, = 2 (“Kauf eines Surfbretts”) nicht die Anforderungen an ein
statistisches Merkmal? Verdeutlichen Sie Thre Aussage anhand eines Venn-Diagramms
(vgl. Anhang A.IV).

d) Fassen Sie die beiden Merkmale A und B in einem Merkmal D: “Anschaffungen wahrend
des ersten Semesters” mit vier Auspragungen zusammen. Geben Sie die relativen und
absoluten Haufigkeiten der Auspragungen von D an.
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1.2 Lésungen

Loésung zu Aufgabe 1.1:

a)

b)

c)

Die Unternehmen des produzierenden Gewerbes Deutschlands bilden die Grundgesamt-
heit?, sie sind sachlich (Unternehmen des produzierenden Gewerbes), raumlich (Deutsch-
land) und zeitlich (Januar 1996) eindeutig abgegrenzt.

Es handelt sich um eine Bestandsmasse, da sie zu einem Zeitpunkt betrachtet wird
(auch wenn das genaue Datum der Untersuchung im Januar 1996 nicht angegeben ist).
Die Zuginge und Abginge dieser Bestandsmasse bilden die korrespondierenden Ereig-
nismassen. Zuginge wiren z.B. Firmenneugriindungen, Abginge z.B Konkurse im pro-
duzierenden Gewerbe, jeweils innerhalb eines geeignet definierten Zeitintervalls.

Die dreihundert befragten Unternehmen machen die Erhebungsgesamtheit aus. Sie
bilden eine Teilmenge der Grundgesamtheit, es handelt sich also um eine Teilerhebung.

Merkmalstrager sind die Unternehmen des produzierenden Gewerbes .
Folgende fiir das Untersuchungsziel bedeutsamen Merkmale sind im Aufgabentext ge-
nannt:

Merkmal A: “Rechtsform”

Merkmal B:  “Bilanzsumme”

Merkmal C:  “Beschiftigtenzahl”

Merkmal D:  “Derzeitige Ertragslage”

Merkmal E:  “Erwartete Beschaftigtenzahl am Jahresende”

Merkmal F:  “Erwartete Produktionsinderungsrate fiir das laufende Jahr.”

d) Die Erwartungen werden zu einem bestimmten Zeitpunkt, nimlich dem Tag der Befra-

gung, erhoben. Es handelt sich also um einen “Bestand an Erwartungen”. Dabei ist es
unerheblich, ob sich der Gegenstand der Erwartungen auf einen Bestand (z.B. Beschiftig-
tenzahl am Jahresende) oder einen Strom (z.B. Produktionsinderung) bezieht.

Losung zu Aufgabe 1.2:

a) Die Merkmalsauspragungen kénnen stets verbal eindeutig definiert werden, z.B. fiir Merk-

mal A:
a; : “weiblich” , a; : “mannlich”
Im folgenden werden die Merkmalsausprigungen jedoch stets als reelle Zahlen defi-
niert, z. B.:
a = 1 ) ay = 2
Dadurch werden Transformationen und insbesondere die Speicherung der Daten in elek-
tronischen Datentrigern erheblich erleichtert.

2Zu den im folgenden Text fettgedruckten Begriffen findet man an entsprechender Stelle in SCHNEI-
DER/KORNRUMPF/MOHR (1995) die zugehorigen Definitionen und gegebenenfalls zusitzliche Erliuterungen.
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b)

Mbogliche Auspragunen sind fiir Merkmal

1 (“weiblich”), 2 (“méinnlich”)

1 (“Medizin”), 2 (“Betriebswirtschaftslehre”), ...

1 (“1 Semester”), 6 (“6 Semester”), ...

4 (“einigermafien zufrieden”), 0 (“auBerst unzufrieden”), ...

12 (“12 qm”), 23 (“23 qm”), ...

100 (“Wohnheimplatz”), 200 (“Zimmer in einer Wohngemeinschaft”), ...
260 (“260 DM”), 385 (“385 DM”), ...

1150 (“1150 DM”), 870 (“870 DM”), ...

Bei den Merkmalen A, B und F sind weder die Reihenfolgen noch die Abstinde der
Auspragungen sinnvoll interpretierbar. Es handelt sich deshalb um qualitative Merkmale,
die eine Nominalskala arstellen.

TQIBO QWS>

Die Ausprigungen des Merkmals D lassen sich zwar der Reihe nach ordnen, die Abstinde
kénnen aber nicht (objektiv) gemessen werden. Es handelt sich um ein komparatives
Merkmal, das eine Ordinalskala ist.

Die Merkmale E, G und H sind quantitativ und werden mit einer Kardinalskala gemes-
sen, denn sowohl die Reihenfolge als auch die Abstinde zwischen den Betragen besitzen
inhaltliche Bedeutung. Da die Skala einen natiirlichen Nullpunkt, aber keine natiirliche
Einheit besitzt (so ist die Wihrungseinheit willkiirlich gewahlt, vgl. d)), handelt es sich
um eine Verhaltnisskala.

Merkmal C ist ebenfalls quantitativ und metrisch skaliert. Da diese Skala neben dem
natiirlichen Nullpunkt auch eine natiirliche Einheit aufweist, handelt es sich um eine Ab-
solutskala.

Es konnte Befragte geben, die mehrere Ficher zugleich studieren (sogenannte Haufbar-
keit). Um trotzdem eine MeBvorschrift zu erhalten, konnen die Merkmalsauspragungen
wie folgt definiert werden:

by : “(ausschliefilich) Medizin” R b =1
b, : “(ausschlieBlich) Betriebswirtschaftslehre”, by = 2
b : “(ausschlieBlich) ein anderes Fach” , b = k
bryr : “mehrere Ficher gleichzeitig” , beyn = k41

Studenten mit mehreren Hauptfichern fallen jetzt in die Klasse Biyi, jeder Befragte
besitzt nur eine Merkmalsauspragung b;,¢ = 1,...k + 1. Die Auspragung by = “(aussch-
lieBlich) ein anderes Fach” stellt sicher, da das Merkmal B vollstandig ist, auch wenn
die k — 1 ersten Auspragungen nicht alle in Kiel angebotenen Studienginge enthalten.

Jedes Erhebungselement nimmt genau eine Auspragung von C an. Die Merkmalsauspré-
gungen ordnen jedem Merkmalstrager genau eine natiirliche Zahl zu. Die Menge aller
natiirlichen Zahlen ist abzihlbar, das Merkmal demnach diskret.

Die Summe der Merkmalswerte (Semesterzahlen) ist nicht sinnvoll interpretierbar, wohl
aber der Durchschnitt (mittlere Semesterzahl der Befragten). Es handelt sich daher allein
um ein intensives Merkmal.
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d) Die transformierte Variable lautet y=T(g)=5%;8, es handelt sich um eine MaBstabsande-
rung y=T(g)=cg mit ¢ = 0,49 > 0, und damit um eine monotone (und affine)
Transformation. Fiir eine Verhiltnisskala stellt die lineare Abbildung y = cz eine re-
lationstreue Transformation dar, da die sinnvollen Relationen (Aquivalenzrela,tion,
Ordnungsrelation, Abstandsrelation, Verhiltnisrelation) erhalten bleiben.

e) Die Transformationen unter 7) und #2) sind zuldssig, da es sich bei z und ¥ um monotone
Transformationen von d handelt:

dj =0 Z(d,) =x;
di = y(d)=y

z(d;) = z;

d; <
d; < y(d;) = y;

<
<
und monotone Abbildungen auf einer Ordinalskala relationstreu sind. (Die Abstinde
zwischen den Merkmalsausprigungen sind zwar unterschiedlich grofl, sie konnen aber

ohnehin nicht sinnvoll interpretiert werden.)
Die Transformation unter #i¢) ist dagegen nicht zulassig: Es gilt

dl < d2 A z(d1)=21 < Z(d2)=z2 )
gleichzeitig aber d; < ds A 2(dy) =z > 2(ds) =z

Bei z(d) handelt es sich demnach nicht um eine monotone Transformation.

Losung zu Aufgabe 1.3:

a) Es handelt sich um eine Primérstatistik, die eigens fiir den Untersuchungszweck erhoben
wurde. Die in der Aufgabe angegebene Tabelle ist die Urliste, sie enthilt die Rohdaten
der Erhebung.

b) Die Urliste stellt bereits eine Datenmatrix dar. Es ist grundsétzlich gleich, ob die Merk-
malsauspragungen als a; : “ja”, a; : “nein” oder a; = 1, a; = 0 definiert werden. Im
folgenden werden jedoch als Merkmalsauspriagungen stets reelle Zahlen verwendet.

Die Datenmatrix sieht bei der angegebenen Skalierung folgendermafien aus:

Merkmal
A B
Unter— I 1 0
suchungs- | II | O 0
einheiten III 1 0
v 1 1
A" 1 0
VI || 0 1
VII || 0 1
VIII || 1 1
IX §0 0
X 1 0
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c) Ein statistisches Merkmal weist jedem Element e, der Erhebungsgesamtheit E genau
eine reelle Zahl zu. C mit den Auspriagungen ¢, und c; erfiillt diese Anforderung nicht:

Zum einen ist es nicht vollstindig, d.h. nicht jedem Befragten wird eine Merkmalsaus-
pragung zugewiesen: Fiir die Studierenden, die weder ein Rennrad noch ein Surfbrett
erwarben, existiert keine Klasse. Fiir ein statistisches Merkmal A mit k Klassen gilt:

AfUAU..UA=E bzw. ATUAU... UAr =10
Im vorliegenden Beispiel ist jedoch
QUG ={I1,IX}#0

Entsprechend 1aBt sich die Vollstandigkeit eines Merkmals anhand der absoluten Haufig-
keiten ausdriicken:
n(A1UA2U...UAk)=n(E) ,

hier gilt jedoch

n(CLUCy) = {I,IIT,IV,V,VI,VIL,VIII,X}| =8 # n(E) = 10

Zum anderen ist C hiufbar: Ein Erhebungselement kann gleichzeitig mehrere Auspragun-
gen von C annehmen, d.h. die Befragten kénnen sowohl ein Fahrrad als auch ein Surfbrett
erworben haben. Fiir ein statistisches Merkmal A mit k Klassen gilt:

A,‘ﬂA,‘=@ bzw. n(A;ﬁAj)=n(0)=0 Vt;é]
Demgegeniiber erhilt man in der vorliegenden Aufgabe
CiNC,={IV,VIII} #0 bzw. n(CiNC,) = |{IV,VIII}| =2 +# n(0)

Im Venn-Diagramm zeigt sich die Haufbarkeit und die Unvollstandigkeit von C durch die
nichtleeren Mengen C; U Cz und C; N Cy:
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d) Definiert man fiir das Merkmal D zunéichst die Auspragungen

dy : “Kauf eines Rennrads”
dy : “Kauf eines Surfbretts” ,

so kann die Haufbarkeit durch Einfiihrung der Klasse
D3 : “Kauf eines Rennrads und eines Surfbretts”

ausgeschlossen und die Vollstandigkeit durch die Klasse
Dy : “keine Anschaffung”

sichergestellt werden.

Die so definierte Klasseneinteilung bewirkt eine Partition der Erhebungsgesamtheit:

DiUD,UDsUDy=E, D,ND;=0 VYi#j ,

Dy

- E
und bildet ein statistisches Merkmal:

Merkmals—

auspragung (Urbild-)Klasse absolute Haufigkeit relative Héiuﬁgkeit
diy =1 Dy = {I,III,V,X} h(d))=n(Dy)=4 f(d)="28)=4/10=0,4
=2  D,={VI,VII} h(dy) = n(Dy) =2 f(dy) = —(—2 =2/10 =0,2
dz =3 Dy = {IV,VIII} h(ds) =n(Ds) =2 f(ds) = B2 = 2/10 = 0,2
di=4  Dy={II,IX} h(ds) = n(Ds) =2 f(ds) = M =2/10=0,2



Kapitel 2

Datenorganisation fiir qualitative

Merkmale

2.1 Aufgaben

Aufgabe 2.1:

Die Auszubildenden in Schleswig-Holstein wurden am 31.12.1988 gezahlt und nach dem Merk-
mal A: “Ausbildungsbranche” untergliedert. Das Ergebnis der Erhebung ist in folgender Tabelle
wiedergegeben:

Industrie und Handel A; | 32.350
Handwerk A, | 25.950
Landwirtschaft Az | 3.050
Offentlicher Dienst A, | 3.250
Sonstige As | 7.050

Quelle: Statistisches Taschenbuch Schleswig-Holstein 1989, Tab. 26.

a) Berechnen und interpretieren Sie den Erhebungsumfang N.

b) Berechnen Sie die relativen Haufigkeiten und interpretieren Sie f(a4). Stellen Sie den
Erhebungsbefund in einem Kreissektorendiagramm dar.

c) Erstellen Sie ein Stabdiagramm der relativen Haufigkeiten und nehmen Sie Stellung zu
folgender Aussage:

“Die Verteilung des Merkmals A ist ‘linkssteil’ ”.
d) Geben Sie den Modus von A an und berechnen Sie die Entropie.

e) Zeigen Sie, daB die maximale Entropie einer Hiufigkeitsverteilung f mit k Merkmals-
klassen Hi(f) = log, k betragt. (Hinweis: Die Entropie erreicht ihr Maximum bei einer
Gleichverteilung des Merkmals.)
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f) Berechnen Sie fiir eine Zweipunktverteilung W, die die Auspragungen W; und W, mit
den relativen Haufigkeiten f(w,;) und f(w,) annimmt, die Entropie fiir verschiedene Wer-
te von f(w;). Tragen Sie Ihre Ergebnisse in eine Skizze ein und ermitteln Sie anhand
dieser Skizze, welche Zweipunktverteilung dieselbe Streuung besitzt wie die Haufigkeits-
verteilung des Merkmals A (wenn die Entropie als Streuungsma$ zugrunde gelegt wird).
Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie die Entropie fiir die so erhaltene Zweipunktver-
teilung berechnen.

Aufgabe 2.2:

Die Waldschadeninventur 1988 in Schleswig-Holstein kam zu folgendem Ergebnis:

Merkmal B:
Baumartenfliche nach
Schadstufen (in ha) | Baumarten-
fliche
nicht ge- | gescha- insgesamt
schidigt digt (in ha)
(B1) (B2)
Fichte  (4;) 16 19 35
. Kiefer (Ap) 9 4 13
Mg:ll‘l"r:;lrf“ Buche  (As) 8 26 34
Eiche (Aq) 8 9 17
Sonstige (As) 31 11 42
> 141

Quelle: Statistisches Taschenbuch Schleswig-Holstein 1989, Tab. 66.

a) Geben Sie die modalen Klassen der Randverteilungen der Merkmale A und B sowie den
Modus der gemeinsamen Verteilung an.

b) Berechnen und interpretieren Sie f(a1, 1), f(a1|b1), f(bi]a:) und f(a3).

¢) Wie lautet der Modus der bedingten Haufigkeitsverteilung f(a;|b;) und wie ist er zu
interpretieren? Berechnen Sie diese Haufigkeitsverteilung und interpretieren Sie

f(mod(fyp,)).
d) Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage:

“Der Kiefernbestand ist (im Verhdltnis zum gesamten Baumbestand in Schles-
wig—Holstein) relativ gesund.”

Welche Haufigkeiten miissen Sie dazu miteinander vergleichen?

e) Uberpriifen Sie die Abhéngigkeit beider Merkmale mit Hilfe der PRE-Mafie Ayp und |
Apja und des Cramérschen Kontingenzmafes.
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f) In welche Richtung inderte sich die mittlere quadratische Kontingenz, wenn alle Felder
der Kontingenztabelle die doppelten absoluten Haufigkeiten aufweisen wiirden?

Aufgabe 2.3:

1988 wurden 262 Abiturientinnen und Abiturienten (Merkmal G mit G, : “weiblich”, G; :
“mannlich”) beziiglich ihrer Studienabsicht (Merkmal S mit S; : “studienwillig”, S; : “unent-
schlossen”, S3 : “ohne Studienabsicht”) befragt. 61 der Befragten waren noch unentschlossen.
Die Zahl der unentschlossenen Abiturientinnen war um eins geringer als die Zahl der unent-
schlossenen Abiturienten. 11 Abiturienten hatten keine Studienabsicht. Der Anteil der weibli-
chen Befragten betrug 45%. 61% der Studienwilligen waren ménnlich. (Die Prozentzahlen sind
gerundet.)

(Datengrundlage: Statistisches Bundesamt (Hrsg.): Datenreport 1989, S. 64.)

a) Tragen Sie die genannten absoluten Haufigkeiten in eine Kontingenztabelle der Merkmale
G und S ein. Erginzen Sie die fehlenden absoluten (gemeinsamen und Rand-)Haufigkei-
ten.

b) Stellen Sie das Befragungsergebnis graphisch dar.

c) Berechnen und interpretieren Sie f(gi|s2). Kénnen Sie anhand dieses Wertes und den
Angaben im Aufgabentext bereits eine Aussage iiber die Abhingigkeit der Merkmale S
und G machen?

d) Berechnen und interpretieren Sie das PRE-Ma$8 Agg. Welchen entscheidenden Nachteil
besitzen die PRE-Mafe gegeniiber der Cramérschen Kontingenz?

e) Uberpriifen Sie den Wahrheitsgehalt folgender Aussage:

“Der Anteil der beziiglich ihres Studiums unentschlossenen Befragten ist bei den
Schiilerinnen gréfer als bei den Schiilern. Dennoch ist bei den Unentschlossenen
der Anteil der Frauen geringer als der der Minner”

f) Erstellen Sie die Kontingenztabelle der relativen Haufigkeiten.

g) Berechnen Sie die Entropien der Randverteilungen sowie die Entropien der bedingten
Verteilungen von S bei gegebenem G=g; und G=g,. Vergleichen Sie H(fs)g, ) mit Hi(fsg,)
und interpretieren Sie diesen Vergleich. Berechnen Sie die durchschnittliche Entropie der
bedingten Verteilung fgc.

h) Berechnen Sie die Entropie der gemeinsamen Verteilung von S und G

i) iber die gemeinsamen relativen Haufigkeiten

ii) {ber den Additionssatz der Entropie.

i) Berechnen und interpretieren Sie die normierte Transinformation.
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j) Zeigen Sie, daB im Falle der Unabhangigkeit der beiden Merkmale S und G Hy(fgs) =
Hi(fe) + Hi(fs) und T'(fgs) = 0 gelten wiirde.

Aufgabe 2.4:

Folgende Tabelle gibt den Benzinabsatz, gemessen in 1000 Tonnen, in der Bundesrepublik
Deutschland wieder:

Verbleiung (Merkmal B)
Benzinsorte  Jahr Insgesamt

(Merkmal A) unverbleit  verbleit
(B1) (Bz)
Normalbenzin 1987 10138 4220 5918
(Ar) 1988 7363 7350 13
Superbenzin 1987 14898 2215 12683
(As) 1988 18656 4221 14435
Insgesamt 1987 25036 6435 18601
1988 26019 11571 14448

Quelle: Statistisches Bundesamt (Hrsg.): Datenreport 1989, S. 354.

a) Wie grof war

i) 1988 der Anteil des verbleiten Superbenzins am gesamten Superbenzinabsatz?
i) 1987 der Anteil des Normalbenzins am verbleiten Kraftstoff?

iii) in beiden Jahren zusammen der Anteil des verbleiten Superbenzins am gesamten
Benzinabsatz?

b) Hat sich

i}  die modale Klasse der gemeinsamen Verteilung der Merkmale A und B
ii)  der Modus der Randverteilung von A

ili) der Modus der bedingten Verteilung des Merkmals B bei gegebener Ausprigung a,
des Merkmals A

von 1987 auf 1988 geandert?

c) Stellen Sie die Randverteilungen des Merkmals B: “Verbleiung” jeweils fiir 1987 und 1988
in einem Stabdiagramm dar. Begriinden Sie allein anhand der Zeichnung, ob die Entropie
dieser Randverteilung 1988 grofer, kleiner oder gleich der entsprechenden Entropie im

Jahr 1987 war.
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d) Erstellen Sie fiir beide Jahre die Kontingenztabelle der relativen Hiufigkeiten und be-
rechnen Sie jeweils das Cramérsche Kontingenzmafl. (Benutzen Sie zur Berechnung von
¢? die vereinfachte Formel fiir Vierfeldertafeln.) Vergleichen Sie die beiden Werte und
interpretieren Sie diesen Vergleich.

e) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Gleichung

k1
Zz(f*] f'f] ZZ
i=1 j=1 f‘fi i=1j3=1

2

(= ()

Aufgabe 2.5:

¢ Zimmermann: Senioren
am Steuer zuverlassiger

Altere Autofahrer sind sicherere
Verkehrsteilnehmer als junge Fahrer.
Das meint Bundesverkehrsminister
Zimmermann (CSU). Wihrend Fahrer
iiber 65 Jahre nur vier Prozent der
Unfallverursacher ausmachten, gingen
27,5% aller Unfille auf Fehlverhalten
von Fahrern zwischen 18 und 25 Jah-
ren zuriick.

Quelle: Kieler Nachrichten vom 11.09.1990.

Wird die Einschitzung der Autofahrer seitens des Verkehrsministers durch die im Artikel ge-
nannten relativen Haufigkeiten bestatigt?

Aufgabe 2.6:!

Die folgende Tabelle zeigt die Aufteilung der Beschiftigten eines Betriebes nach den Merkmalen
Geschlecht (A), Arbeitsverhaltnis (B) und Ausbildung (C). Dabei treten folgende Merkmals-

klassen auf:

A; @ “mannlich” Ay ¢ “weiblich”
B, : “Angestellte(r)” B, : “Arbeiter(in)”
C: : “mit Fachausbildung” C; : “um- oder angelernt”
C — (5] C2 E(C)
Bo|b [ [EB) b [ E(B)[[b1] b2 || E(B)
Al
ay 10 50
a; 10 10 40
X(A) |30 150 || 200

Bemerkung: £(-) soll die Summation iber das jeweilige Merkmal andeuten

1Djese Aufgabe geht zuriick auf eine dhnliche Frage in ARBEITSGRUPPE DES INSTITUTS FUR STATISTIK UND
OKONOMETRIE (1979-1991).
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a) Interpretieren Sie die angegebenen absoluten Haufigkeiten.
b) Erganzen Sie die fehlenden Werte in der dreidimensionalen Kontingenztafel.

c) Berechnen und interpretieren Sie folgende relativen Haufigkeiten: f(ai,¢c2), f(b2),

f(az, bs, 02), f(a2|bl)’ f(azlbl, Cz)a f(bla Cl|a2)~

d) Bestimmen und interpretieren Sie die modalen Klassen folgender Verteilungen:

f(afy bj,Ch), f(a,‘,Ch), f(bj)) f(ch|a2)) f(chlah bl)’ f(ai) bjlcl)‘
e} Nehmen Sie Stellung zu folgenden Aussagen:
i)  “Die Hilfte der Beschiiftigten sind mdnnliche Arbeiter.”

ii)  “Die meisten Arbeiterinnen haben eine Fachausbildung.”

iii)  “Die um- oder angelernten Beschiftigten sind tdberwiegend als Arbeiter oder Arbei-
terinnen tdtig.”

f) Uberpriifen Sie die Abhéngigkeit der Merkmale B und C anhand der normierten Trans-
information der bivariaten Haufigkeitsverteilung dieser beiden Merkmale.
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2.2 Losungen

Losung zu Aufgabe 2.1:

a)

b)

A stellt ein statistisches Merkmal dar, d.h. die Klasseneinteilung von A induziert eine
Partition der Erhebungsgesamtheit. Fiir die absoluten Hiufigkeiten des Merkmals A
gilt der Additionssatz:

5
N = 2 n(A;) = 32350 + 25950 + 3050 + 3250 + 7050 = 71650 ,

i=1
d.h. am 31.12.1988 waren in Schleswig-Holstein 71.650 Auszubildende beschiftigt.

Es gilt: f(a;) = n(Ai)/N, 2.B. f(a1) = 32350/71650 = 0,452 . Entsprechend ergeben sich
die iibrigen relativen Haufigkeiten:

) 1 2 3 4 5 | X
f(a:) 10,452 | 0,362 | 0,043 | 0,045 | 0,098 | 1

f(as) = 0,045 , d.h. am 31.12.1988 waren 4,5% der Auszubildenden in Schleswig-Holstein
im 6ffentlichen Dienst beschaftigt.

Im Kreissektorendiagramm sind die Zentriwinkel o; der Kreisausschnitte den Haufig-
keiten proportional, z.B. o3 = 0,452 - 360° = 162,72° = 163°

? 1 2 3145 P
o; | 163° | 130° | 15° | 16° | 35° | 360°

Damit ergibt sich das Kreisdiagramm:

<

¢) Im Stabdiagramm entspricht die Hohe der Stébe den jeweiligen Haufigkeiten:
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35000
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b 20000
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a; a as aq as
Ausbildungsbranche

Die Aussage ist unzulissig: A ist ein qualitatives Merkmal (ohne Ordnungsstruktur). Die
Anordnung der Ausprigungen im Stabdiagramm ist willkiirlich. Allein durch Umordnung
der Ausprigungen laBt sich aus demselben Urmaterial eine “rechtssteile” Verteilung er-
zeugen.

d) Der Modus a;» ist diejenige Merkmalsausprigung, die am hiufigsten vorkommt. Es gilt
max;(f(a;)] = f(a1) = ai» = a; : “Industrie und Handel”

d.h. die meisten Lehringe wurden im Industrie- und Handelssektor ausgebildet.
Die Entropie betragt:

> In f;
—) filog, fi = —Efim = —1,443Zfilnfi

=1

—1,443(0,4521n 0,452 + 0,3621n 0, 362 + 0,043 In 0,043 + 0, 045 In 0, 045
+0,0981n0,098) = —1,443(—1,229) = 1,773

Hi(f4)

e) Die maximale Entropie ergibt sich, wenn die Haufigkeitsverteilung eines Merkmals A
die grofitmogliche Streuung aufweist, d.h. wenn alle ¥ Merkmalsauspragungen die gleiche
absolute Haufigkeit n(A;) = N/k bzw. relative Hiufigkeit f(a;) = 1/k besitzen. Die
Entropie betrigt in diesem Fall

k11 1, 1
Hi(fa) = —) Tlogp=—k (Elogz Z)

=1

= —(log,1 —log, k) =0+log, k =log, k

f) Bei der Zweipunktverteilung gilt f(w:)+ f(w2) = 1 baw. f(w;) = 1 — f(w,). Die Entropie

H(fw) = —1,443 (f(w1)1In f(w1) + (1 = f(w1)) In(1 = f(w1)))



