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IX

Vorwort

Dieses Buch entstand aus Vorlesungen, die ich im Laufe vieler Jahre an der Universitiit
Ulm regelmiBig fiir Mathematiker (Diplom und héheres Lehramt) und Wirtschaftsma-
thematiker gehalten habe. Teile des hier dargestellten Materials wurden in Vorlesungen
fiir Physiker, Elektrotechniker und Informatiker verwendet.

Die Funktionentheorie umfafit 68 Sitze in 6 Kapiteln, von denen die ersten 5 Kapitel
in einem Wintersemester (4-stiindig) behandelt werden konnen. Der Differentialglei-
chungsteil umfaBt 33 Sitze in 5 Kapiteln, von denen die ersten 4 Kapitel Material
fiir ein Sommersemester bieten. Eine Auswahl beider Teile wurde mehrfach in einer
6-stiindigen Wintersemestervorlesung ,,Hohere Analysis benutzt. Der Rest des Ma-
terials kann jeweils in einer Fortsetzungsvorlesung behandelt werden und wurde von
mir auch als Vorlage fiir Seminare benutzt.

Die Funktionentheorie ist deshalb umfangreicher als der Differentialgleichungsteil,
weil hier wichtige Begriffe aus der Analysis-Grundvorlesung wiederholt und vertieft
werden. So wird z.B. die abelsche partielle Summation bei der ausfiihrlichen Untersu-
chung nicht-absoluter aber gleichmiBiger Konvergenz von Funktionenreihen benutzt.

Da auflerdem in der Analysis-Grundvorlesung Riemann-Stieltjes- und Kurven-In-
tegrale nicht behandelt werden, spiter aber in der Wahrscheinlichkeitstheorie und
Funktionentheorie benétigt werden, habe ich diesen Integralen ein zusitzliches Kapitel
gewidmet. An dieser Stelle bin ich Herrn Dr. Matthias Trittler zu Dank verpflichtet, der
mir nahelegte, Riemann-Stieltjes- und Kurven-Integrale gleich parallel in C und im
R?, d € N, zu behandeln. Ohne technischen Mehraufwand werden der Existenzsatz
(Satz 26) und der grundlegende Satz 27 gleich im R? bewiesen. Herrn Dr. Trittler
danke ich ganz besonders fiir die Beweise der Fundamentalsitze fiir Kurvenintegrale.
Der Satz von Goursat, dal Kurvenintegrale holomorpher Funktionen langs Dreiecks-
wegen in C gleich O sind, 1468t sich nach Herrn Dr. Trittler auf Dreieckswege im R¢
iibertragen (Satz 32). Damit ergibt sich die Existenz von Stammfunktionen auf einem
Sterngebiet G sowohl fiir holomorphe f : G — C als auch fiir differenzierbare Vek-
torfelder f : G — R? mit f' = (f')T ohne die Stetigkeit von f’ (Satz 33) und folglich
/. ¢ f(z) dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg C'in G (Satz 34). Alle Rechenregeln fiir
Kurvenintegrale werden moglichst allgemein und gleich fiir rektifizierbare Kurven in
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R? bewiesen und fiihren zu einem besseren Verstindnis der Kurvenintegrale in C.

Als weitere Besonderheit wird in Satz 46 mit Hilfe von Stammfunktionen ein neuer
elementarer Beweis fiir die analytische Fortsetzung durch Spiegelung (nach H. A.
Schwarz) an einem Intervall I C R unter der schwachen Voraussetzung Im f(z) — 0
fir z — £ € I geliefert.

Im Differentialgleichungsteil werden zunichst verschiedene elementare Losungs-
methoden fiir spezielle Typen von Differentialgleichungen behandelt. Dabei wird
stets Wert darauf gelegt, maximal fortgesetzte Losungen zu bestimmen und deren
Randverhalten zu untersuchen.

Die allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssitze, einschlieflich dem globalen
Peano-Existenzsatz, werden gleich fiir Systeme bewiesen, konnen aber stets im Fall
n = 1 gelesen und anschaulich verfolgt werden.

Basierend auf einer Arbeit des Autors [18] werden in Kapitel 4 Matrixfunktionen
f(A) fir A € C"*™ eingefiihrt, wobei irgend ein Polynom c¢(z) m-ten Grades mit
¢(A) = O zugrundegelegt wird. Es wird eine Darstellung von e*4 als Polynom in A
vom Grade < m hergeleitet, deren Koeffizienten eng verkniipft sind mit den Losungen
der linearen Differenzen- und Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit demselben
charakteristischen Polynom c¢(z). Die Struktur und das asymptotische Verhalten der
jeweiligen Losungen ist an den hergeleiteten Formeln direkt ablesbar.

Im letzten Kapitel wird mit der Gronwall-Ungleichung als grundlegendem und ein-
heitlichem Beweishilfsmittel sowohl die Stabilitit von Losungen als auch die stetige
bzw. differenzierbare Abhingigkeit der L.osungen von Anfangswerten und von weite-
ren Parametern untersucht.

Dieses Buch ist zur Benutzung neben Vorlesungen, als Repetitorium der Theorie zur
Priifungsvorbereitung, aber auch zum Selbststudium wegen seiner kompakten Darstel-
lung gut geeignet. Der Aufbau des Buches besteht aus einer Folge von Definitionen,
Sitzen, Bemerkungen und Beispielen. Der Schwerpunkt besteht aus einer ausfiihrli-
chen Darstellung der Theorie. Es wurde besonders groler Wert auf eine sorgfiltige,
vollstindige, gut verstindliche Darstellung aller Beweise, vom ersten bis zum letz-
ten Satz, gelegt. In den Bemerkungen werden unmittelbare Folgerungen, Spezialfille,
naheliegende Verallgemeinerungen, andere Formulierungen oder Ergdnzungen der
vorausgegangenen Sitze behandelt und, teilweise, auch ausfiihrlich bewiesen.

Da in simtlichen Biichern des Literaturverzeichnisses sehr viele Beispiele aus allen
nur denkbaren Anwendungsbereichen enthalten sind, habe ich relativ wenige Beispiele
behandelt. Diese sollen z.B. zeigen, daB ein Satz scharf ist, oder daf} eine explizit nicht
berechenbare Losung eine leicht berechenbare Umkehrfunktion haben kann. Manche
Beispiele sollen auf einen besonderen Trick aufmerksam machen. Als Ergiinzung zu
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den ersten beiden Kapiteln mochte ich ganz besonders auf das Buch von T. Needham
[12] hinweisen, das eine Fiille von schonen Illustrationen zur stereographischen
Projektion und zur konformen Abbildung durch Mébiustransformationen und anderer
Funktionen enthilt.

Herrn Dipl.-Math. Ulrich Ilg danke ich fiir seine unermiidliche und nervenaufreibende
Arbeit. Herr 1lg hat das gesamte Manuskript einschlieBlich der Bilder in ISTEX gesetzt.
Ganz besonders danke ich Herrn Ilg fiir die unendliche Ausdauer, mit der er auf
Anderungswiinsche und Ergénzungen von mir einging.

Dem R. Oldenbourg Verlag danke ich fiir die Geduld, die er mir bei der Fertigstellung
meines Manuskriptes entgegenbrachte.

Ulm, im August 1999 Hans-J. Runckel






TEIL I

FUNKTIONENTHEORIE






1 Komplexe Zahlen, Folgen, Reihen

1.1 Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Die reellen Zahlen R bilden einen Koérper mit Anordnung, der beziiglich dieser An-
ordnung vollstandig ist.

Anordnung: Ya,b € R gilt genau eine der Beziehungen ¢ < b,a = b, b < a
(<: a > b) (Trichotomie). Aus a < bund b < ¢ = a < c (Transitivitit). Aus
a<b=>a+c<b+cVeceRundac < be Ve € R, ¢ > 0 (Monotoniegesetze).

Aus dem Korper der reellen Zahlen R entsteht folgendermaBen der Korper C der
komplexen Zahlen:

C:={(z,9): 7,y R} =R =R xR,

wobei (z1,y1) = (Z2,y2) :<= =1 = 2 und y; = yo. Weiter sei
f=(0,1).

Mit z1 := (21, 91), 22 := (22, y2) sei

21 % 20 = (21 £ Z9, 91 £ ¥2) 21+ 23 1= (3122 — Y1y2, T1Y2 + Y122) .

Beziiglich dieser Addition und Multiplikation ist C ein Korper mit (0,0) als additiv
neutralem und (1, 0) als multiplikativ neutralem Element. Die Abbildung z — (z,0),
Vz € R, ist ein Isomorphismus von R auf den Unterkérper {(z,0) : z € R} von C.
LieBe sich C anordnen, so wire (1,0) > (0,0), (—1,0) < (0,0) und allgemein

(a,b) - (a,b) > (0,0) Y(a,b) # (0,0).

Dies widerspricht i2 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) < (0,0). Daher 148t sich in C keine
Anordnung definieren.

Beispiel einer teilweisen Anordnung von C:
(a,b) < (c,d) :<= b=dund a < coder b < d Va,b,c,d € R.
Alle Anordnungseigenschaften sind erfiillt bis auf das Monotoniegesetz:

21 < zound 0 < 23 = 2123 < 2223,



4 1 Komplexe Zahlen, Folgen, Reihen

denn (0,0) < (0, 1), aber (0,1)? = (—1,0) < (0,0).

Kartesische Schreibweise

Wegen (z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1) - (y,0) V(z,y) € C und weil R
isomorph zu {(z,0) : = € R} ist, sei im folgenden Vz,y € R

Mit dem Binom z + ¢y wird genauso wie mit reellen Binomen a + b gerechnet, wobei
nur jeweils i2 = —1 € R (i € C\ R) und ferner i3 = —4,4* = 1,4® =4,... zu
beriicksichtigen ist.

Rechenregeln

2] =0 <= z=0.

T ,fallsz > 0
—z Lfallsz <0

z=zeR=>|z|=BetraginR=|x|=\/;—={

(d.h. |z| ist durch die Anordnung in R definiert). => Die Abbildung z - (z, 0) ist eine
Isometrie (abstandstren). z = = + 1y =

1 _ 1 7
m=§(z+z),y=§(z—z)=-2—(z—z),
1_ 1 2, .2 2
-z-=g2-=—z,zz=z+y-|z|
I_E_w—iy_ (1 .y
z#0=>z_27_ﬁ+y2_:c2+y2 'Ry

Z=z,(ntzn)=7x%, (1 2)=2"2, (n1/2) =7/% (22 #0).

Komplexe Nullstellen reeller Polynome:

P(z) =ag+a1z0+ - +anzg =0, ag,...,an €R,
= P(7Z) = P(z) = 0 = 0, d.h. mit zg ist auch zg Nullstelle.
Mit |z|2 = 2z folgt

|z122| = |21]|22| , |21/ 22| = |21|/|22| (22 # 0).
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z < |zl = Va2 < /22 +y? = |2| < |z] + |y], analog y < |y| < |2| < |z| + |y|, d.h.

| Re 2|

<|z|<|Rez|+|Imz|] , Rez=|z| &= z=Rez>0.
[ Im 2|

21 — 23| =: euklidischer Abstand von zy, zp (Metrik).

{21 + 22| < |21| + |22| (Dreiecksungleichung) und
|21 + 22| = |21| + |22| <= 21 = ¢z oder 2 = cz; mite > 0.
Beweis

|21 + 22> = (21 + 22)(ZT + ;) = 2171 + 2173 + 2071 + 2273

_ 2
= 21> 4 2Re(2173) + |22|% < |21]? + 2|21 20| + |22 = (|21 + |22) .

Es gilt ,,=* genau dann, wenn Re(2122) = |2123], <= 2173 = Re(2123) > 0, oder,
falls zo # 0, 21 = co/2Zz = (co/|22|%) 22, co > 0, d.h. z; = ¢z, ¢ > 0. )
Wie in R folgt |z — 23| > [|21] — |22||. Daher ist |z| eine stetige Funktion von z.

1.2 Trigonometrische Darstellung und n-te Wurzeln
komplexer Zahlen

Polarkoordinaten

T =Tcosp, y =rsing, r = |z| = Abstand von z zu 0, ¢ = arg z = Argument von
z ist eindeutig modulo 27 (auBer bei z = 0).

z =r(cosp+ isinyp),

| cos ¢ + isin| = v/cos? ¢ +sin® p = 1.

Multiplikation in trigonometrischer Darstellung

z1 = r1(cosp; +isinep;), zo = r2(cos w2 + ising,) =

2129 = r17r2((cos 1 cos 2 — sinp sin p2) + i(cos @ sin p + sin; cos ©2))
= 17 (cos(p1 + p2) + isin(pr + p2)) .

arg(z123) = 1 + g = arg z; + arg zo mod 27 ,
arg(z;/z2) = arg z; — argzs mod 27 (23 #0),
arg(l/z) = argl —argz = —argz mod 27 (2 #0).
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Formel von De Moivre

Mit z = cos ¢ + 2 sin @ folgt fiirn € Z

" = (cos@ +isiny)" = cosnp + isinng.

Anwendungen

n n n 1 n+1 —
: . #1 1 =21 (1 —2"H)(1-72)
E cos v + i E sinvp = E 2 = =
v=0 v=0 =0

1-2 |1 — z|?
1_2_2n+l+zzn+l %=3 1—2—z”+1—+-z"
- |1 — 2)2 " (1 —cosp)? +sin?p
_ 1 —cosp —cos(n+ 1)p + cos np + i(sinp — sin(n + 1)p + sinnyp)
B 2(1 — cos ) '

Besser: Benutze /z. Setze w := cos £ + isin £, = w? = z, (—w)? = z (w =: /2).

[ z’n+l n+1

_ w2(n+l) _ wntl ‘ w—(n+l) — ] i;w — Imw
1 -2 1—w? w wl —w Imw
_( n .. n ) sin (%)

€os —@ + isin —
2<p 2('0 smg

b

cos sin(n +1)% sin 2 sin(n + 1) €
290 ( Zblnwp 2P ( )2.

n
= 14 cCosVvp = :
Z $= sin £ sin £

v=1

Zz 1 =zt wzwn_llmw
T2 Imw
B . @\ sinn¥
= (cos(n - 1)5 + 1sin(n + 1)5) m ;

cos(n 4+ 1)% sinn§
= Zcosmp— sin % :

Anwendung: Fourierreihen.

n-te Wurzeln

Gegeben sei z = r(cos ¢ + isin @) # 0. Gesucht werden alle w = p(cos ) + isin)
mitw" =2z,n€N, n> 2.
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r(cosp + isinp) = w™ = p"(cosny + isinny). = p" = r und cosnyY = cos p,
sinny = sing. = p= Yr > 0und nyp = ¢ + 2km, k € Z.

Fir k = 0,1,...,n — 1 ergeben sich genau n verschiedene Punkte (= Zahlen in C)

wp =7/ (cos (<p +n2-k1r) + isin (‘P +"2kw))

mitwp =z, k=0,1,...,n— L

Beweis Annahme: Fiir k1, k2 € {0,1,...,n — 1} gilt wg, = wy,.

+ 2w

- 0+ 2k _ @ + 2kom
n n
miteinem ! € Z. = @ + 2k1m = @ + 2komw + 2nlmw, = k1 — ko = nl. Wire | # 0, so
= |l| > 1, = |k — k2| = nl|l| > nim Widerspruch zu |k; — k3| <n—-1<n. =
= 0, also k] = kz. 0O
Wegen wi i, = wi, k=0,...,n—1undVl € Z =

Es gibt genau n n-te Wurzeln aus z # 0, d.h. genau n verschiedene Nullstellen
Wy« . ., Wy des Polynoms f(w) := w™ — z. Diese bilden ein regelmiBiges n-Eck
auf dem Kreis mit Radius |z|'/" um 0.

Beispiel 1 — Quadratwurzelnausi |i| =1,i=0+i-1=cos% +isinf, o= 7.

T +2k T +2k
wk:cos(¥) +z'sin<2—§—7r) ,k=0,1,

w —cos7r+z'sinzr-—i(l+i) w) = —wWp = — ! (1+1)
0 4 4 \/Q ) ] = 0 \/5 .
Beispiel 2 — n-te Einheitswurzeln w} =1,k =0,...,n— 1.

2km . . 2km
Wy = COS —— + 281N ——
n n

bilden regelmifiges n-Eck auf dem Einheitskreis mit wy = 1.

Fiirn = 3:
2k 2k
Wi = €08 =X 4 isin N k=0,1,2.
3 3
wy, wy erzeugen zyklische (multiplikative) Gruppe der Ordnung 3.

Berechnung von cos %", sin %”: wo = 1, wy = Wy,

wd —1=(w—1)(w—w)(w—wy)

=w3—w2(1+w1+w_1)+w(w1w_1+w1 + wy) — w Wy .
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=214+ 2Rew; =ww; +w +wy =0

1

—i,sm— V1-1/4=3/2.
V3 1 V3

2

=:>cos2?7r = Rew; =

wy=1, w =—z+1 5 g i e

2 2

N =

Firn = 8:

k k
wkzcos—f-kisin%, k=0,1,...;7

=wy=1,wy =1, wy=-1, wg =—1,

w1

1 : 1 ; - —
=E(1+1)’w3=$(_1+z)7105=w3)w7=w1

Hier erzeugen wj, ws, ws, wy eine zyklische (multiplikative) Gruppe der Ordnung 8.

1.3 Riemannsche Zahlenkugel und stereographische
Projektion

Definition 2 Sei S := {(£.7,()7 € R* : €249+ (¢ - -) 1} die Riemannsche
Zahlenkugel (Sphire) und N := (O 0, 1) der Nordpol von S. Bel der stereographi-
schen Projektion wird jedem z = z + iy € C durch geradlinige Verbindung mit N
der eindeutige Schnittpunkt P = (£,7,()” € S dieser Geraden mit S zugeordnet.

Dann gilt:

'3 T 0-z (1-t)z
P:ln|l=lyl|+t|0—y|=|(1—-t)y | fireintmit0 <t<1,t=C(.
¢ 0 1-0 t

= (1-8)2(z2 +9y%) + (t—1/2)2 =1/4 oder (1 —t)?|z)2 +t2 -t =0,

o  t(l—t) t | 2|2 1
= [ (1-¢)2 1-¢t’ 1+ |22’ 1+ |22’
x Y |2/?
= 1 — . l —t St = t = e——————
Pislatas 1+ 22 ( W 1+ |22 ¢ 1+ |22
Umkehrabbildung:
PO 1

oy L
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= (0,0,1)T

z=xT+1Yy

Abbildung 1.1: Die Riemannsche Zahlenkugel und die stereographische Projektion.

= Die stereographische Abbildung ist eine Bijektion C — S\ {N} mit
(&m,¢)" = (0,0,1)" = N fiir |2] — oo.

Satz 1 Jeder Kreis (bzw. jede Gerade) der z-Ebene C geht bei der stereographi-
schen Projektion in einen Kreis nicht durch N (bzw. durch N) auf der Riemannschen
Zahlenkugel iiber und umgekehrt.

Beweis Ein Kreis oder eine Gerade in C wird beschrieben durch
a(@®+yY)+bz+cy+d=0 mita,b,c,dEeR, 4ad < b* + 2.

Setze z = Tff,yz e |22 = I—E—Ceinz\,’al—f—(—kb,—& +c 1z +d =0 oder
(a—d)(+bE+cen+d=0.

Dies ist eine Ebenengleichung im R® (beachte: @ = d = 0 < 4ad < b + ¢?).
Bildkurve auf der Riemannschen Zahlenkugel ist daher der Schnitt von Ebene mit
Kugel. Genau die Geraden in C (mit @ = 0) werden auf Kreise durch N = (0,0, 1F
abgebildet. O

Verhalten von w = f(z) = 1/z auf der Riemannschen Zahlenkugel
2=z +1y=

1_:c~z'yé z - |2|?
z  |z2 1+|z|2’n 1+|z|2’ 1+ 22"
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Seien £*,n*, ¢* die Koordinaten von 1/z auf der Kugel =

" z/|z|? T

6 = /|| G 2 =£a
1+1/|2| |22 + 1

n* == _y/|zi2 - -y =y
1+1/]2)2 |22 +1 2

i 1/|z|? 1

oo P _ ik,

T141/]22 0 2241

Daher ist die Abbildung z + 1/z eine Drehung der Riemannschen Zahlenkugel um
die Achse durch Mittelpunkt und paralle] zu R um den Winkel 7, bzw. Spiegelung an
der £, (-Ebene (7 — —n) und Spiegelung an der Ebene { = 1/2 (( — 1 — ().

Chordale Metrik

Man kann den euklidischen R®-Abstand zweier Punkte P, = (£1,m,(1), P2 =
(&2,m2,(2) # N auf S durch die ihnen in der Ebene C entsprechenden Zahlen
z) = &y + 1, 22 = T + 1Yo ausdriicken.

1/2

d(z1,22) == ((&1 — &)* + (m —m)* + (G — )?) ",

= (d(z1,22))2 =&+ 0+ + €2+ 3+ G — 2(&1& + mnz + (1G2). Wegen der
Kugelgleichung ¢2 + 72 + (2 - ( =0,=

(d(21,22))? = C1 + 2 — 2(E2€2 + mmz + C12)
_ |l N 2> 2(z:122 + y1y2 + |2 *[22f?)
L+ |z12 14|z (1 + |2112) (1 + |22[?)
3 |21 [2(1 + |22]2) + |222(1 + |21]?) — 2(z122 + Y192 + |21]%]22?)
N (14 |z1[2) (1 + |22?)
_ |z1|% + |22/ — 22122 — 2130 I z2)2 + (y1 — y2)?
(1+]21]2) (1 + |22[?) (1+ |21]2) (1 + |22/?)

|21 — 2
VU + 2 2) (1 + [2P2)
Dies definiert die chordale Metrik in C, da der euklidische Abstand in R® eine Metrik
(in R3) ist.

Definition 3 — Erweiterte komplexe Zahlenebene C := CU {oc}, wobei oc dem
Punkt N = (0,0, 1)” auf der Riemannschen Zahlenkugel S entspricht.

= d(21,2) =
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Rechenregeln

a+00:=00, %:zOVaEC, a-00:=00, %:=ooVa€C,a760.

= lim d(zl,zg) = !

|z2] 200 v1+ |21)2

Damit ist d(z1, z2) eine Metrik auf C.

=: d(21,00) = d(00, 21) , d(00,0) := 0.

1.4 Komplexe Folgen und Reihen

Definition 4 Seien 25,2, € C Yn € N.
2z heiBt Haufungswert der Folge (2,,) = (2n)ne; = (2n)nen 1=

Ve>0Vng>03n >ng : |zn — 20| <€
z heiBt Limes der Folge (z,) :<=
Ve>03N(E)>0:Vn>N(e) |zn—20] <€

(20 = limy—y00 Zns 2n = 20 (N = 0)).

Bemerkung 1 Genauer bedeutet dies:

v 4 4 - .
e>0 N(e)>0 (nZN(e)lzn ZOl = 6)

Einige grundlegende Ergebnisse

Jede beschriinkte Folge (2,) hat mindestens einen Héaufungswert (Bolzano-Weier-
straB3). Sie ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen Haufungswert hat. Da
Zn = 20 <= Rez, = Rezgund Imz, — Imz (n — o), gilt das Cauchy-
Konvergenzkriterium auch in C (Vollstindigkeit von C): Die Folge (2,) aus C ist
konvergent <> Ve >0 AN(e) >0 : Vn,m > N(¢e) |zn — 2m| <&.

Definition 5 Seia, € C Yn € N.

o0 o0 o0
Zan heiit absolut konvergent :<=> Z |ay| konvergiert (Z |an| < 00).

n=1 n=1 n=1
o0 o0 o0
Za,, heiit bedingt konvergent :<= Zan konvergiert und Z |an| divergiert

’(‘ilr;x lan| = o0).

Bemerkung 2 Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist wieder konver-
gent zum selben Wert.

n=1 n=1
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Bemerkung 3 |a,| > ¢, und ¥ ¢, = 00 = 3 |an| = oo, aber im allgemeinen nicht
>~ an, divergent. (¢,) = Minorantenfolge.

feo]
Beispiel 3 [by| <9 < 1V¥n > ng, an = boby -+ by = » _ |an| < 0.
n=0

Allgemein gilt:
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Beweis Sei

a:= lim |*2|und 0 < a < oco.

n—00
= Ve € (0,a) AIN=N(e) >0 : Vn> N |ap41/an| >a—€>0,
n—1
= Vn 2 N lan/an| = [[ lovsi/anl > (@ — )",
v=N

= |an| > K()(a — €)" mit K (¢) := |an|(a — )7,
- WZ "vK(E)(a—E),
= lim {/|ap| >a—c¢.

n—o00

Da e € (0,a) beliebig klein wihlbar ist, = lim, ,  {/|as| > a. Falls a = +o0, so
ersetze man a — ¢ durch ein beliebig grofl wihlbares ¢ > 0. Der Rest der Behauptung
wird analog bewiesen. o

— L € [0,+00], = {/|an| — L.
Beispiel 4 Beim Beweis von Satz 2 wird
VK - 1(n— o) VK >0

On+1

Bemerkung 4

benutzt. Nun folgt:

K
1.)an:=nK,=>%= (1+%) —1,2 VnK 51 (n—> o).

s 2 nt1 _ 2 of 2"
2.)(1 -—E,Z?QO,:}?—n_H—)O,: 7—)0,

O s
= Z %absolut konvergent Vz € C.

n=0
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Beweis
2ntl_
n>0: Y a, < (2" -2") ay = 2"z,
v=2"
2n 1
n>1: Z ay > (2" — 2" Vagn = 3 (2"agn) .
v=2n—141
Mits,:=Y ) _;a,undk > 0=
1 & k
-2— Z2n02n S Sok S Sok+1_1 S Z2”a2n .
n=0 n=0
Es gilt: (s,,) konvergiert <—> (sox) konvergiert. o

Beispiel 5 Sei a > 0.

o0 1 o0 1 o0 1 n
)Y L <wes T =Y (a) <oea>l
n=1 n=1 n=1

o
1
2| _ S
) nzz:zn(logn)“ <%
o0 o0
2" 1 1
= — = 1.
72:2 2"(nlog2)®  (log2)® nz=:2 ne el e

Definition 6 Sei M C C eine beliebige Menge # 0, F,,(2) : M —- CVn € N.
1.) Die Funktionenfolge (Fn(z)):; konvergiert gleichmiBig auf M gegen die
Funktion F(z) : M — C (<=

YVe>03N()>0:VYn>N()VzeM |Fu(z2)—F(2)| <e.

2.) (Fu(z)),-_, konvergiert kompakt in M (gegen die Fkt. F(2) : M — C) :¢=>
(Fa(2)),_, konvergiert auf jedem Kompaktum in M gleichmiBig (gegen F(2)).

Bemerkung 5 Genauer bedeutet Definition 6, 1.):

E\go N(€3)>0 (HZX(E) und ZEVM |Fn(z) e F(Z)‘ < E) 3

Negation hiervon:

3(\7’ 3 und

3 |Fhy(2n) — F(zy)| 2 €0 ) .
€0>0 \N>0 ny>N zNeMl nw (2) (zn) 2 0)
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Satz 4 — Weierstrafi-Majorantenkriterium fiir gleichmiiBige Konvergenz
oCc
Vor. Sei fu(2) : M — Cund | fu(2)] < o ¥n € NundVz € M. Sei Y _ cn < 00,

0 o0 L
Beh. z {fn(z)| und Z fn(2) sind auf M gleichmiiBig konvergent.
n=1 n=1
Beweis
n+p n+p n+p
> ful2) <Z|f,,z)|<Zc,,<sVn>N() Vp € Ny und Vz € M.
v=n v=n

Die Behauptung folgt aus dem Cauchy-Kriterium fiir gleichméaBige Konvergenz:
(Fn(2)) ist auf M gleichmaBig konvergent (gegen eine Funktion F(z)) <=

Ve >0 3N(e) : Vnm > N(e) Vz€ M |Fp(2) — Fu(2)| <e.

(Beachte: N (¢) ist unabhingig von z.) Wihle hier Fy,(z) := >, _; fu(2). o
Bemerkung 6 3/[fn(2)] <9 < 1Vn > ng,Vz € M, = Y fu(2) ist auf M
gleichméBig absolut konvergent.

Bemerkung 7 |f,(z)| < c,(2) Vv € N, Vz € M und )", c,(z) gleichmaBig kon-
vergent auf M, = > | fn(z)| und folglich 3 .7, fn(2) gleichméBig konvergent
auf M.

Satz 5 — Potenzreihen

Vor: Sei Y52 ax(z — 20)* mit ay, € C, Vk € Ny, gegeben und sei

R:= Pk € [0,4o0] (Formel von Cauchy-Hadamard)

iz V16l
Beh. 37, ax(z — 29)* konvergiert absolut fiir |2 — 2| < R und divergiert fiir
|z — 29| > R. Fiir jedes r» mit 0 < r < R ist die Potenzreihe fiir [z — 29| < 7

gleichmiBig (absolut) konvergent. Die Potenzreihe stellt also eine fiir |z — 29| < R
stetige Funktion dar. (R heifit Konvergenzradius von Y ;- ay(z — 20)%.)

Beweis

n >1 fir|z—2z >R

P _ 1 fiirlz —
im Y[anl]z — 2|" = lz =zl {< fiir |z — 2| <R
—00 R ‘D

Der Rest der Behauptung folgt aus Satz 4 wegen |a,(z2—20)"| < |a,|r™ fiir [z—2o| < r
und Y |an|r™ < oc. 0O

Bemerkung 8 3 >°  a, konvergent = 3 °° ja,z" absolut konvergent fiir 2| < 1,
gleichmaBig konvergent fiir 2| < r < 1.



16 1 Komplexe Zahlen, Folgen, Reihen

Beispiel 6

Der Konvergenzradis ist eweils R = 00,50 a]e drei obigen Funktinen stetig auf
C sind. Wegen der absoluten Konvergenz kann die Reihe fiir ¢ beliebig umgeordnet
werden.

1.5 Abelsche partielle Summation, Kriterien fiir
bedingte Konvergenz

Beweis Mit A_; := 0 ist

n—1
Zaubu = Z(Av Au—l)bu = ZAubu Z Aybyia
r=0 u—O v=0
= Z Ay (b, = by11) + Anbps -

v=0

a

o0 o0
Bemerkung 9 Z a,b, konvergiert (gleichmiBig auf M), wenn Z Ay(by — byy1)
v=0 v=0

konvergiert (gleichméBig auf M) und limy, ;o A, bp+1 existiert (gleichmiaBig auf M).



