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IX 

Vorwort 

Dieses Buch entstand aus Vorlesungen, die ich im Laufe vieler Jahre an der Universität 
Ulm regelmäßig für Mathematiker (Diplom und höheres Lehramt) und Wirtschaftsma-
thematiker gehalten habe. Teile des hier dargestellten Materials wurden in Vorlesungen 
für Physiker, Elektrotechniker und Informatiker verwendet. 

Die Funktionentheorie umfaßt 68 Sätze in 6 Kapiteln, von denen die ersten 5 Kapitel 
in einem Wintersemester (4-stündig) behandelt werden können. Der Differentialglei-
chungsteil umfaßt 33 Sätze in 5 Kapiteln, von denen die ersten 4 Kapitel Material 
für ein Sommersemester bieten. Eine Auswahl beider Teile wurde mehrfach in einer 
6-stündigen Wintersemestervorlesung „Höhere Analysis" benutzt. Der Rest des Ma-
terials kann jeweils in einer Fortsetzungsvorlesung behandelt werden und wurde von 
mir auch als Vorlage für Seminare benutzt. 

Die Funktionentheorie ist deshalb umfangreicher als der Differentialgleichungsteil, 
weil hier wichtige Begriffe aus der Analysis-Grundvorlesung wiederholt und vertieft 
werden. So wird z.B. die abelsche partielle Summation bei der ausführlichen Untersu-
chung nicht-absoluter aber gleichmäßiger Konvergenz von Funktionenreihen benutzt. 

Da außerdem in der Analysis-Grundvorlesung Riemann-Stieltjes- und Kurven-In-
tegrale nicht behandelt werden, später aber in der Wahrscheinlichkeitstheorie und 
Funktionentheorie benötigt werden, habe ich diesen Integralen ein zusätzliches Kapitel 
gewidmet. An dieser Stelle bin ich Herrn Dr. Matthias Trittler zu Dank verpflichtet, der 
mir nahelegte, Riemann-Stieltjes- und Kurven-Integrale gleich parallel in C und im 
Rd , d € Ν, zu behandeln. Ohne technischen Mehraufwand werden der Existenzsatz 
(Satz 26) und der grundlegende Satz 27 gleich im M.d bewiesen. Herrn Dr. Trittler 
danke ich ganz besonders für die Beweise der Fundamentalsätze für Kurvenintegrale. 
Der Satz von Goursat, daß Kurvenintegrale holomorpher Funktionen längs Dreiecks-
wegen in C gleich 0 sind, läßt sich nach Herrn Dr. Trittler auf Dreieckswege im Rd 

übertragen (Satz 32). Damit ergibt sich die Existenz von Stammfunktionen auf einem 
Sterngebiet G sowohl für holomorphe / : G —» C als auch für differenzierbare Vek-
torfelder / : G ->• Rd mit / ' = ( f')T ohne die Stetigkeit von / ' (Satz 33) und folglich 
fc f(x) dx = 0 für jeden geschlossenen Weg C in G (Satz 34). Alle Rechenregeln für 
Kurvenintegrale werden möglichst allgemein und gleich für rektifizierbare Kurven in 
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Rd bewiesen und führen zu einem besseren Verständnis der Kurvenintegrale in C. 

Als weitere Besonderheit wird in Satz 46 mit Hilfe von Stammfunktionen ein neuer 
elementarer Beweis für die analytische Fortsetzung durch Spiegelung (nach H.A. 
Schwarz) an einem Intervall I C M unter der schwachen Voraussetzung Im f(z) —> 0 
für ζ —• ξ G / geliefert. 

Im Differentialgleichungsteil werden zunächst verschiedene elementare Lösungs-
methoden für spezielle Typen von Differentialgleichungen behandelt. Dabei wird 
stets Wert darauf gelegt, maximal fortgesetzte Lösungen zu bestimmen und deren 
Randverhalten zu untersuchen. 

Die allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssätze, einschließlich dem globalen 
Peano-Existenzsatz, werden gleich für Systeme bewiesen, können aber stets im Fall 
η = 1 gelesen und anschaulich verfolgt werden. 

Basierend auf einer Arbeit des Autors [18] werden in Kapitel 4 Matrixfunktionen 
f(A) für A £ C n x n eingeführt, wobei irgend ein Polynom c(z) m-ten Grades mit 
c( Α) = O zugrundegelegt wird. Es wird eine Darstellung von exA als Polynom in A 
vom Grade < m hergeleitet, deren Koeffizienten eng verknüpft sind mit den Lösungen 
der linearen Differenzen- und Differentialgleichungen m-ter Ordnung mit demselben 
charakteristischen Polynom c(z). Die Struktur und das asymptotische Verhalten der 
jeweiligen Lösungen ist an den hergeleiteten Formeln direkt ablesbar. 

Im letzten Kapitel wird mit der Gronwall-Ungleichung als grundlegendem und ein-
heitlichem Beweishilfsmittel sowohl die Stabilität von Lösungen als auch die stetige 
bzw. differenzierbare Abhängigkeit der Lösungen von Anfangswerten und von weite-
ren Parametern untersucht. 

Dieses Buch ist zur Benutzung neben Vorlesungen, als Repetitorium der Theorie zur 
Prüfungsvorbereitung, aber auch zum Selbststudium wegen seiner kompakten Darstel-
lung gut geeignet. Der Aufbau des Buches besteht aus einer Folge von Definitionen, 
Sätzen, Bemerkungen und Beispielen. Der Schwerpunkt besteht aus einer ausführli-
chen Darstellung der Theorie. Es wurde besonders großer Wert auf eine sorgfältige, 
vollständige, gut verständliche Darstellung aller Beweise, vom ersten bis zum letz-
ten Satz, gelegt. In den Bemerkungen werden unmittelbare Folgerungen, Spezialfälle, 
naheliegende Verallgemeinerungen, andere Formulierungen oder Ergänzungen der 
vorausgegangenen Sätze behandelt und, teilweise, auch ausführlich bewiesen. 

Da in sämtlichen Büchern des Literaturverzeichnisses sehr viele Beispiele aus allen 
nur denkbaren Anwendungsbereichen enthalten sind, habe ich relativ wenige Beispiele 
behandelt. Diese sollen z.B. zeigen, daß ein Satz scharf ist, oder daß eine explizit nicht 
berechenbare Lösung eine leicht berechenbare Umkehrfunktion haben kann. Manche 
Beispiele sollen auf einen besonderen Trick aufmerksam machen. Als Ergänzung zu 
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den ersten beiden Kapiteln möchte ich ganz besonders auf das Buch von T. Needham 
[12] hinweisen, das eine Fülle von schönen Illustrationen zur stereographischen 
Projektion und zur konformen Abbildung durch Möbiustransformationen und anderer 
Funktionen enthält. 

Herrn Dipl.-Math. Ulrich Ilg danke ich für seine unermüdliche und nervenaufreibende 
Arbeit. Herr Ilg hat das gesamte Manuskript einschließlich der Bilder in ETpX gesetzt. 
Ganz besonders danke ich Herrn Ilg für die unendliche Ausdauer, mit der er auf 
Änderungswünsche und Ergänzungen von mir einging. 

Dem R. Oldenbourg Verlag danke ich für die Geduld, die er mir bei der Fertigstellung 
meines Manuskriptes entgegenbrachte. 

Ulm, im August 1999 Hans-J. Runckel 
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FUNKTIONENTHEORIE 





3 

1 Komplexe Zahlen, Folgen, Reihen 

1.1 Rechenregeln für komplexe Zahlen 
Die reellen Zahlen R bilden einen Körper mit Anordnung, der bezüglich dieser An-
ordnung vollständig ist. 
Anordnung: Va,b G M gilt genau eine der Beziehungen a < b, a = b, b < a 
(<=>: a > b) (Trichotomie). Aus a < b und b < c a < c (Transitivität). Aus 
a < ò = > a + c < ò + c V c G R und ac < bc Vc G M, c > 0 (Monotoniegesetze). 

Aus dem Körper der reellen Zahlen M entsteht folgendermaßen der Körper C der 
komplexen Zahlen : 

C := {(x,y) : x,y E M> = M2 = R x R, 

wobei {x\,yi) = (x2, yi) '•<=>• x\ = X2 und y\ — j/2· Weiter sei 

» := (0,1)· 

Mit := {xi,yi),Z2 := {x2,y2) sei 

zx ± z2 := (χι ± x-2, M ± y2) ZÌ • Z2 •= - ym,χιy¿ + y\x2) • 

Bezüglich dieser Addition und Multiplikation ist C ein Körper mit (0,0) als additiv 
neutralem und (1,0) als multiplikativ neutralem Element. Die Abbildung χ η-)· (χ, 0), 
Va; G R, ist ein Isomorphismus von R auf den Unterkörper {(x, 0) : χ G R} von C. 
Ließe sich C anordnen, so wäre (1,0) > (0,0), (—1,0) < (0,0) und allgemein 

(α, b) • (α, b) > (0,0) V(a, b) φ (0,0). 

Dies widerspricht i2 = (0,1) · (0,1) = ( -1 ,0 ) < (0,0). Daher läßt sich in C keine 
Anordnung definieren. 

Beispiel einer teilweisen Anordnung von C: 

(α, 6) -< (c, d) b = d und α < c oder b < d Va, 6, c, d G R. 

Alle Anordnungseigenschaften sind erfüllt bis auf das Monotoniegesetz: 

z\ -< Z2 und 0 -< Z3 => zíz3 -< Z2Z3, 
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denn (0,0) -< (0,1), aber (0, l ) 2 - ( - 1 , 0 ) -< (0,0). 

Kartesische Schreibweise 
Wegen (x,y) = (®,0) + (0,y) = (a?, 0) + (0,1) · (y,0) V(x,y) G C und weil R 
isomorph zu {(#, 0) : χ G R} ist, sei im folgenden Vx, y 6 R 

χ 4- i y : -

Mit dem Binom x + iy wird genauso wie mit reellen Binomen α + b gerechnet, wobei 
nur jeweils i2 = — 1 G R (i 6 C \ R) und ferner iz = —i, i4 — 1, i5 = i,... zu 
berücksichtigen ist. 

Definition 1 Sei ζ = χ + iy, x,y € M. Dann heißt χ = : Re ζ Realteil von ζ, 
y =: Im ζ ImaginärteU von ζ, I := χ - iy die zu ζ konjugiert komplexe Zahl, 

-χ , falls χ < 0 

(d.h. |x| ist durch die Anordnung in R definiert). Die Abbildung χ (χ, 0) ist eine 
Isometrie (abstandstreu), ζ = χ + iy 

Ζ = Ζ, (Z1±Z2) = ΖΙ±Ζ2, (Ζ1 · Z2) = Ζ1·Ζ2, {Z\/Z2) = Z\JZ2 (Z2 Φ 0). 

Komplexe Nullstellen reeller Polynome: 

P(zo) = α0 + αιζο Η 1- anZQ = 0 , α 0 , . . . , α „ £ ΐ , 

=>• P{ZQ) = P(ZQ) = 0 = 0, d.h. mit ZQ ist auch ZÖ Nullstelle. 

\z\ := λ/χ2 + y2 > 0 

der Betrag (oder die Norm) von ζ (Abstand von ζ zu 0). 

Rechenregeln 

¿1=0 <^=>· ζ = 0. 

, falls X > 0 

Mit \z\2 = zz folgt 

\Z1Z2\ = N M , \zi/z2\ = \zi\/\z2\ (z2 Φ 0) . 
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χ < \x\ = Vx2 < yjx2 + y2 = < + |y|, analog y < |y| < \z\ < |a;| + \y\, d.h. 
I Re zi ) L > < \z\ < I Red + I Imzl , Rez — \z\ <=> ζ = Re ζ > 0. I Imz\ J — 1 1 — 1 1 1 1 11 _ 

\zi — Z2I =: euklidischer Abstand von zi, z<¿ (Metrik). 
\z\ + z2¡ < \z\ I + !i'21 (Dreiecksungleichung) und 

\zi + Z2¡ = \z\I + \%2\ z\ = cz2 oder z2 = cz\ mit c > 0. 

Beweis 

\z\ + Z2\2 = (zi + z2)(zl + = Z\Z\ + Ζ\ΖΪ + Z2Z\ + 22^2 

= ki|2 + 2Re(^) + k2|2 < kx|2 + 1\zxt̂ \ + \z2\2 = (M + \z2\f. 

Es gilt „=" genau dann, wenn Re(2122) = îzä], <=3> Z\Z2 = Re(ziz2) > 0, oder, 
falls z2 φ0,ζχ = Cd/zï — (co/|22|2)-Z2, c0 > 0, d.h. z\ = cz2, c > 0. • 
Wie in Μ folgt \z\ — Z2| > \\z\ | — \z2|1. Daher ist \z\ eine stetige Funktion von z. 

1.2 Trigonometrische Darstellung und η-te Wurzeln 
komplexer Zahlen 

Polarkoordinaten 

χ = r cos φ, y = r sin φ, r = \z\ = Abstand von ζ zu 0, φ = arg ζ = Argument von 
ζ ist eindeutig modulo 2π (außer bei ζ = 0). 

ζ = r(cos φ + ¿sin<¿>), 
I cos φ + i sin ψ\ = \Jcos2 φ + sin2

 ψ — 1. 
Multiplikation in trigonometrischer Darstellung 

ζχ = ri(cos</?i + ¿sinici), = r2(cosy2 + ¿sin̂ 2) 
z\ Z2 = r 1Γ2 ( (cos φι cos <p2 — sin ψ\ sin ψ2 ) + i (cos ψ\ sin ψ2 + sin ψ\ cos ψ2 ) ) 

= r\r2 (cos(<£i + Ψ2) + i sin(<¿>i + <¿>2)) · 

arg{%#2) = ψχ +ψ2 = arg z\ + arg z2 mod 2π, 
•àxg(zi/z2) = arg ζ ι - arg mod 2π (ζ2 φ 0), 

arg(l/ζ) = arg 1 - arg ζ = — arg 2 mod 2π (ζ φ 0). 
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Formel von De Moivre 

Mit ζ = cos φ + i sin φ folgt für η G Ζ 

zn = (cos φ + i sin ψ)η — cos ηψ -f i sin τιφ. 

Anwendungen 

V - . ν ζφ\ 1 - ζη+ι ( 1 - ζ η + 1 ) ( 1 - ζ ) 
cos νφ +1 sm νφ = ζ = -j—— = —— 

ν=0 ν=0 ί/=0 
1 - ζ - ζ η + 1 + ζζη+1 ϊ=ζ 1 - ζ - ζ η + ι + ζη 

| 1 - ζ | 2 (1 - cost/?)2 + sin2 φ 
1 — cos φ — cos(n + 1)φ + cos ηφ + ¿(sin</? — sin(n + 1)φ + sinnt/?) 

2(1 — cosy?) 

Besser: Benutze λ/ζ. Setze w cos ^ + i sin =>• w2 = z, (—w)2 = ζ (w =: yfz). 

l_zn+l l_w2(n+1) wn+1 w~(n+l) _ wn+l J_=s? Imiün+1 

= wn 

1 — ζ 1 — w2 w w 1 — w Im ιυ 
/ η . . η \ sin(^±i<p) 

= \COS 1 S m ~ 2 / sin £ 

Σ
η cos sin(n + sin sin(n + 

C O S ^ = 1 ' Σ ^ - s in* V—1 ¿ v=l 

1 — z n η „ ι Im wn 

= w¿wn 

Im w f=l 

^cos(n + 1) ^ + i sin(n + !) 
ψ\ sin 

sin £ 

Σ
η cos(n + l ) f s innf 

COS νφ = r-φ · sin % u=l ¿ 

Anwendung: Fourierreihen. 

η-te Wurzeln 
Gegeben sei ζ = r (cos φ+ i sin φ) Φ 0. Gesucht werden alle w = ρ (cos φ + i sin φ) 
mit wn = ζ, η e Ν, η > 2. 
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r(cos<¿> + isiny?) = wn = gn(cos nip + is'mnip). ρη = r und cos ηφ = cos φ, 
sin ηψ — sin φ. =>· ρ = y/r > 0 und ηψ = φ + 2kn, k € Ζ. 

Für fc = 0 , l , . . . , n — 1 ergeben sich genau η verschiedene Punkte (= Zahlen in C) 

ι Inf f(p + 2kTr\ , . . ( ψ + 2kir\\ 
Wk = Τ (COS ( — I +ÏS1U ( — J J 

mit = z, k = 0 , 1 , . . . , η — 1. 

Beweis Annahme: Für k\, k2 € { 0 , 1 , . . . , η — 1} gilt w^ = Wk2-

ip + 2ki-K ip + 2k2K 
=>- = h ZÍ7T 

η η 
mit einem l €E Ζ. φ + 2&ιπ = φ + 2&27γ + 2ηΙπ, =>• k\ — k<¿ = ni. Wäre I Φ 0, so 

l'I > 1 ) =>· \k\ — &2I = n|/ | > η im Widerspruch zu |fci — A l̂ < η — 1 < η . => 
I = 0, also Αχ = k2. • 

Wegen Wk+in — Wk, k = 0 , . . . , η — 1 und V Í G Z 4 > 

Es gibt genau » η-te Wurzeln aus ζ Φ 0, d.h. genau η verschiedene Nullstellen 
wo, · · · , des Polynoms f(w) wn - z. Diese bilden ein regelmäßiges n-Eck 
auf dem Kreis mit Radius \z\l!n um 0. 

,1 + 2 kir\ / § + 2kw\ 
wk = cos - — + i sin -—— , k = 0 , 1 , 

Beispiel 1 — Quadratwurzeln aus i |¿| = 1, ¿ = 0 + i · 1 = cos § + i sin φ = | . 

0 
π • · π 1 /·, -S 1 /-, ·Λ wo = cos — + í s in — = —F(1 + ι) , w\ — -w0 = + ι). 
4 4 y/2 y/2 

Beispiel 2 — η-te Einheitswurzeln = l,k = 0,... ,η — 1. 

2Α;7γ . 2 kn 
Wk = cos h % sin 

η η 
bilden regelmäßiges η-Eck auf dem Einheitskreis mit wq = 1. 
Für η = 3: 

2kn . . 2kn , 
Wk = cos —-—I- ι sin ——, k = 0,1, 2. 

υ O 
W\,W2 erzeugen zyklische (multiplikative) Gruppe der Ordnung 3. 
Berechnung von cos ^ξ-, sin wo = 1, W2 = w[, 

ws — Ì = (w — l)(w — wi)(w — Wi) 

= w3 — w2( 1 + w\ + w\) + w(w\wî + w\ + — w\ w [ . 
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1 + 2 Re w\ = w\w\ + w\ + w\ = 0 

=>• c o s ^ = Kewi = , s i n ^ = ι / 1 ~ V 4 = V /3/2. 
Ο Ζ t) 

1 . \ /3 1 . λ/3· 
w0 = 1 , wi = - - + 1 — , w2 = - - - ι —. 

Für η = 8: 
kn . . k , 

Wh = cos — + ι sin — , k = 0 , 1 , . . . , 7. 

=Φ· ωο = 1 > W2 = i , tü4 = — 1 , u>6 = —i, 

wi = -^=(1 + i) , w3 = + > = «¥, w7 = W[. 

Hier erzeugen w\, , u>5, «'7 eine zyklische (multiplikative) Gruppe der Ordnung 8. 

1.3 Riemannsche Zahlenkugel und stereographische 
Projektion 

Definition 2 Sei 5 := {(ξ,η,ζ)1 G M3 : ξ2+η2+{ζ ~ \ f = f } die Riemannsche 
Zahlenkugel (Sphäre) und Ν (0,0,1) der Nordpol von S. Bei der stereographi-
schen Projektion wird jedem z — χ + iy & C durch geradlinige Verbindung mit Ν 
der eindeutige Schnittpunkt Ρ — (£, η, ζ)r 6 S dieser Geraden mit S zugeordnet. 

Dann gilt: 

/ Λ f x \ /0-x\ f ( l - t ) x \ 
p • U = y + t 0 - y = (1 - t)y\ für ein t mit 0 < t < 1, t = ζ. 

VC/ W \ i -o ) \ t ) 
(1 - t)2(x2 + y2) + (t- 1/2)2 = 1/4 oder (1 - t)2\z\2 + t2 - t = 0, 

, , 2 _ t ( i - t ) _ t 1 
=Mz —Ti—Ί^ — î — , , io > 1 ~ * — (1-t)2 1 - ί ' 1 + kl2' l + \z\ 

χ y \ζ I2 
ξ = (1 - t)x = - ~~r~7ñ , η = (1 - t)y = — ^ , ζ = t = 

_ _ _ i + |z|2 ' ' ν ι + \ζ\2 ' s 1 + Η 

Umkehrabbildung: 

£ . V χ = -,—τ , y = I -C '* 1-C 
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N = ( 0 , 0 , 1 ) T 

Abbildung 1.1: Die Riemannsche Zahlenkugel und die stereographische Projektion. 

=> Die stereographische Abbildung ist eine Bijektion C —> S \ {TV} mit 

(f, V, C)T (0,0,1)T = Ν für \z\ -»· oo. 

Satz 1 Jeder Kreis (bzw. jede Gerade) der z-Ebene C geht bei der stereographi-
schen Projektion in einen Kreis nicht durch Ν (bzw. durch N) auf der Riemannschen 
Zahlenkugel über und umgekehrt. 

Beweis Ein Kreis oder eine Gerade in C wird beschrieben durch 

a(x2 + y2) + bx + cy + d = 0 mit α, b,c,d£ R, 4ad < b2 + c2. 

Setze χ = γ^ξ, y = \z\2 = + + + d = 0 oder 

(a-d)ζ + bξ + cη + d = 0. 

Dies ist eine Ebenengleichung im R3 (beachte: a = d 0 < 4ad < b2 + c2). 
Bildkurve auf der Riemannschen Zahlenkugel ist daher der Schnitt von Ebene mit 
Kugel. Genau die Geraden in C (mit a — 0) werden auf Kreise durch Ν = (0,0,1)T 

abgebildet. • 

Verhalten von w = f ( z ) = 1 /z auf der Riemannschen Zahlenkugel 

z = χ + iy => 

1 _ x - i y χ y = \z\2 

\z\2 ' ξ ~~ l + \z\2 ' η~ 1 + UI2 ' ς 1 + M2' 



10 1 Komplexe Zahlen, Folgen, Reihen 

Seien ξ*, η*, ζ* die Koordinaten von l/z auf der Kugel 

c* =
 χ/\Ζ\2 _ χ _ P 

ζ 1,1 /I ..I9 I ..19 ,1 ζ ' 1 + 1 /\z\2 M 2 + i 

- v / \ z I2 -y 
1 + l/\z\2 \z\2 + l 

i / M 2 1 

η l + i / M 2 M 2 + i η ' 

C * = V N 2
 = _ J — = i _ c 

ς i + i/kl2 \z\2 + i 

Daher ist die Abbildung z l / z eine Drehung der Riemannschen Zahlenkugel um 
die Achse durch Mittelpunkt und parallel zu Μ um den Winkel π, bzw. Spiegelung an 
der ξ, (-Ebene (η —> —η) und Spiegelung an der Ebene ζ = 1/2 (£ —» 1 — ζ). 

Chordale Metrik 

Man kann den euklidischen M3-Abstand zweier Punkte Ρχ = (ξι,ηι,ζι), P<¿ = 
(£2,112X2) Φ Ν auf S durch die ihnen in der Ebene C entsprechenden Zahlen 
z\ = x\ + iyi, Z2 = X2 + iy2 ausdrücken. 

d(zuz2) := ((ξ! - ξ2)2 + (m - m? + (Ci - C2)2)1/2 , 

{d{zuz2)f = ξϊ + η\ + Cl2 + ξ2 + vi + C22 - 2 ( 6 6 + mm + C1C2). Wegen der 
Kugelgleichung ξ2 + η2 + ζ2 - ζ = 0, 

(d(z1,z2))2 = Cl + C2 - 2 ( 6 6 + mm + C1C2) 

_ k l l 2 ¡Z2¡2 2{X\X2 + yW2 + \zi\2\z2\2) 
l + \Zl\2 l + M 2 ( l + | Z l | 2 ) ( l + |Z2 |2) 

\Ζ^(ΐ + \ζ2\2) + \ζ2\2(ί + \ \zl\ ι 2 ) - 2(xix2 + yiy2 + |2i|2|¿2 

( 1 + M 2 : ) ( i + l \Z2?) 

kil2 + N2 - 2x\x2 - 2yxy2 _ (xi - x2)2 + (yi - y2f 
{l + \zi\2){l + \z2\2) {1 + \Zi\2){1 + \z2\2) ' 

1*1 - z2¡ =» d(zi,z2) 
yj{l + \zi\2)(\ + \z2\2) 

Dies definiert die chordale Metrik in C, da der euklidische Abstand in E3 eine Metrik 
(in M3) ist. 

Definition 3 — Erweiterte komplexe Zahlenebene C := C u {00}, wobei 00 dem 
Punkt Ν = (0,0, l)1 auf der Riemannschen Zahlenkugel S entspricht. 
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Rechenregeln 

α + ο ο : = ο ο , — := 0 Va E C , a • σο := oo , - : = o o V a 6 C , a ^ 0 . 
oo 0 

=> lim d(zi, Z2) = — : =: d(zi, 00) = d(00, z\), d(oc, 00) 0. 
I22K00 ^ l + \zi\2 

Damit ist d{z\, z<¿) eine Metrik auf C. 

1.4 Komplexe Folgen und Reihen 
Definition 4 Seien ZQ , zn e C V n e N . 

heißt Häufungswert der Folge (zn) — (zn)^Ll = (z„)„€n 

Ve: > 0 Vno > 0 3ni > no : | z n i - zQ\ < e . 

ZQ heißt Limes der Folge (zn) :<=> 

Ve > 0 3iV(e) > 0 : Vn > Ν(ε) \zn - z0\ < ε 

{ZQ = l imn^oo zn, ZN -> z0 (n -> 00)). 

Bemerkung 1 Genauer bedeutet dies: 

V 3 V \ z n - z 0 \ < ε . 
e>0 ΛΓ(ε)>0 \η>Ν(ε) J 

Einige grundlegende Ergebnisse 
Jede beschränkte Folge (zn) hat mindestens einen Häufungswert (Bolzano-Weier-
Straß). Sie ist genau dann konvergent, wenn sie nur einen Häufungswert hat. Da 
zn ~4 ZQ -φ=φ· Rez„ ->• Rezo und I m z n Irn^o (n 00), gilt das Cauchy-
Konvergenzkriterium auch in C (Vollständigkeit von Q : Die Folge (zn) aus C ist 
konvergent ·$=>- Ve > 0 3 Ν (ε) > 0 : Vn, m > Ν {ε) \ζη - zm\ < ε. 

Definition 5 Sei αη G C Vn G Ν. 
oo oc co 

y] αη heißt absolut konvergent :<=ϊ ^ | a n | konvergiert \an\ < 00). 
n=1 η—1 η—1 
00 oo 00 

y ^ q n heißt bedingt konvergent :<=> ^ an konvergiert und ^ \an\ divergiert 
τί~ 1 n= 1 n=l 
( E £ U K l = oo). 

Bemerkung 2 Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist wieder konver-
gent zum selben Wert. 
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Majorantenkriterium 
oo 

Sei cn ίϊ 0, an E C, jon I < cn Vn G Ñ und cn < oo. 
n = l 

OO 00 

Dann ist jgn | < oo und ^ a n konvergent. 
n— 1 n—l 

Bemerkung 3 \an\ > cn und ^ cra = oc ^ |a n | = oo, aber im allgemeinen nicht 
Σ α η divergent. (cn) = Minorantenfolge. 

Wurzelkriterium (Geometrische Reihe als Majorante) 

αη\ < ϋ < 1 Vn > n 0 ^ | a n | < oo. 
n=l 

00 00 
lim y/\an\ < 1 =Φ· Υ \αη\ < oo (und V^ an konvergent), η—>-oo J ^—J 

n=l 
oo 

lini v l ï l > 1 On divergent (und ^ On - 00 
n=l 

da unendlich viele |a„| > 1. 
mtl 

Quotientenkriterium (Geometrische Reihe als Majorante, siehe Satz 2) 

αη φ 0 und 

0"ii+1 

(ln+l <ΰ <1 Vn > n 0 |«„ < oo. 

lim n-^oo 

O-n+1 

< 1 Σ 

η-1 
oo 

«„ <: oc (und a,n konvergent), 

> 1 Vn > no ^ ü„ divergent (und ^ | a n | = oo) 
n—l H=1 

da |αη | > |a n o | Vn > no . 
( | îa±il > 1 Vn > n 0 , z.B. wenn lim |2s±I| > 1) 

n·—«sü 

Beispiel 3 |òn| < $ < 1 Vn > no, αη := bob\ • • • bn => ^ |a n | < oo. 

Allgemein gilt: 
71=0 



1.4 Komplexe Folgen und Reihen 13 

Satz 2 0 < lim 
η-4 oc 

Beweis Sei 

Û J I . + 1 < lim \/]<i„\ < lim y/\an\ < lim η o o 
On+1 
On 

a := lim Ι I und O < a < oo. ι an ι ra—> oo 

=> \/ε G (Ο, α) 3iV = JV(e) > O : Vn > iV |α„+1/α„| > α - ε > O, 
η—1 

Vn > iV |αη/ατν| = JJ Ια^+ι/α^Ι > (α - ε) η-Ν 

ν=Ν 

Κ Ι > Κ{ε){α - ε)η mit Κ {ε) := Kv|(a - ε)~Ν 

ν Ή > - ε), 
lim \ / Κ | > α — ε. 

Da ε G (Ο, α) beliebig klein wählbar ist, =>- l i m ^ ^ \ / K I > a. Falls a = +oo, so 
ersetze man α — ε durch ein beliebig groß wählbares c > 0. Der Rest der Behauptung 
wird analog bewiesen. • 

Bemerkung 4 On+l L G [0, +oo], tflä^l L. 

Beispiel 4 Beim Beweis von Satz 2 wird 

y/K 1 (n oo) y Κ > O 

benutzt. Nun folgt: 

l.)an:=nK,^ = Λ + Γ \ * 1 , 1 (n -»• oo). 
an \ nj 

2.) a n 
ni ι η + 1 

Σ—r absolut konvergent Μ ζ G C. ni 
71 = 0 

Satz 3 — Verdichtungssatz von Cauchy 
Vor. Vn G Ν : αη > α„+ι > 0. 
Beh. 

oo: go 
^ αη < oo ^ 2ηα2™ < ce · 
n=l n=l 
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Beweis 

2n+1_1 

η > 0 : Σ ( 2 " + 1 - 2 n ) = 2 " a 2 " . 
i/=2n 

2 η 

η > 1 : ¿ α„ > (2η — 2 η " 1 )α 2 η = | (2 η α 2 - ) . 
ι / = 2 η _ 1 + 1 

M i t sn \= Σ η „ = ι α„ u n d k > O 

k 

— y ^ 2nü2n 5: ŝ k < < ^ ] 2nü2n • 
n=0 n=0 

Es gilt: (sn) konvergiert -<=>• (s2k) konvergiert. • 

Beispiel 5 Sei α > 0. 

OO ^ OO ^ ° ° / l \ n 

η α ^ 0 0
 '' '* ^ > 2 2Q n — ( 2 a ~ 1 ) ^ 

n=1 n=1 n=l 
oo ·$=>· α > 1 

2.) V n 1 . < oo 
n = 2 n ( l ° g n)C 

^ 2 " 1 ^ 1 
> —; r - = r - / — < oo < = ϊ α > 1. 

' 9η η W O i a Ζ-ί „α ^ 2 " ( n l o g 2 ) " ( l o g 2 ) « ^ 2 n 

Definition 6 Sei M C C eine beliebige Menge φ fy,Fn{z) : M C Vn e Ν. 
1.) Die Funktionenfolge [ F n ( z ) ) ^ : ] konvergiert gleichmäßig auf M gegen die 
Funktion F(z) : M C :<=> 

Ve > 0 3 Ν ( ε ) > 0 : V n > Ν ( ε ) Vz e M \Fn(z) - F{z)\ < ε . 

2.) ( F n ( z ) ) ^ ¡ konvergiert kompakt in M (gegen die Fkt. F ( z ) : M —>· Q 
i m m ^ = i konvergiert auf jedem Kompaktum in M gleichmäßig (gegen F ( z ) ) . 

Bemerkung 5 Genauer bedeutet Definition 6, 1.): 

V 3 ( V u n d V \Fn(z) - F{z)\ < ε ) . 

ε > 0 Ν(ε)>0 \η>Ν(ε) zeM J 

Negation hiervon: 

3 ( ν 3 u n d 3 \ F n N ( z N ) - F ( z N ) \ > ε 0 ) . 
ε ο >θ\Ν>0η Ν >Ν ζΝ€Μ 1 n j v V ; wv/|_ υ y 



1.4 Komplexe Folgen und Reihen 15 

Satz 4 — Weierstraß-Majorantenkriterium für gleichmäßige Konvergenz 
00 

Von Sei fn(z) : Af -> C und | fn(z)\ < c„ Vn e Ν und \/z G M. Sei Y^c„ < oc. 
n=1 

oo oo 
Beh. \fn{z)\ und V^ /'„(z) sind auf M gleichmäßig konvergent. 

! ti ·-· I 
Beweis 

n + p n + p n + p 

Σ fv(z) < Σ < Σ c„ < ε Vn > iV(e), Vp G N0 und Vz G M. 
υ=η u=n ι>=η 

Die Behauptung folgt aus dem Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz: 
(Fn(z)) ist auf M gleichmäßig konvergent (gegen eine Funktion F(z)) 

Ve > Ο 3Ν(ε) : Vn,m > Ν (ε) Vz € M \Fn{z) - Fm(z)\ <ε. 

(Beachte: Ν (ε) ist unabhängig von z.) Wähle hier Fn(z) := ΣΖ=ι f„{z). • 

Bemerkung 6 ψ\/η(ζ)\ < ΰ < 1 Vn > n0 , Vz G M, Ση=ο fn(z) ist auf M 
gleichmäßig absolut konvergent. 

Bemerkung 7 | /„(z) | < c„(z) M ν G Ν, Vz € M und cv(z) gleichmäßig kon-
vergent auf M , ΣίΓ=ο \fn{z)\ und folglich Σ^=,ο fn(z) gleichmäßig konvergent 
auf M. 
Satz 5 — Potenzreihen 
Vor. Sei Uk(z - z0)k mit ak G C, Vk G No, gegeben und sei 

R := - r — — - G [0, +oo] (Formel von Cauchy-Hadamard) 
lim v | a „ | η-+οο 

Beh. j^PLo a¿(z - 0o)fe konvergiert absolut für - zq\ < R und divergiert für 
\z — zq\ > R. Für jedes r mit 0 < r < R ist die Potenzreihe für \z - zq\ < r 
gleichmäßig (absolut) konvergent. Die Potenzreihe stellt also eine für \z — zq\ < R 
stetige Funktion dar. (R heißt Konvergenzradius von ΣΤ-ο α^(ζ — Zo)k.) 

Beweis 

I ζ — zq J J < 1 für — zoj < R 
R i > 1 für \z — zq\ > R 

lim y \ i \z - zol" = 

Der Rest der Behauptung folgt aus Satz4wegen \αη{ζ—ζο)η\ < \an\rn für \z—zq\ < r 
und Σ l a n | r U < oo· 1=1 

Bemerkung 8 Σ^=ο konvergent =>· Σ^=ο αηΖη absolut konvergent für \z\ < 1, 
gleichmäßig konvergent für \z\ < r < 1. 
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1 Beispiel 6 > zn — — , \z\ < 1 
η l - Ζ n=0 

Definition 7 

expz := > —r , cosí: := > ' .,— , smz := > V^ · •••• • •· 
n n ! η ( 2 n ) ! η (2π + 1)! 

Der Konvergenzradius ist jeweils R — oc, so daß alle drei obigen Funktionen stetig auf 
C sind. Wegen der absoluten Konvergenz kann die Reihe für elz beliebig umgeordnet 
werden. 

00 inzn j?nz2n 00 fn+l^n-bl i z % Ζ V -· % Ζ 1 z 

e — } —— = > - + y — = cos ζ + % sin ζ . 
^ η! (2η)! z - ' (2n + 1) ri—0 η—Ο v ' η—Ο v ; 

cos(—z) = cos2 , sin(—z) = —sinz, 

cos ζ = sinz = ~—— (Euler Formeln), 
2 2i 

1.5 Abelsche partielle Summation, Kriterien für 
bedingte Konvergenz 

Abelsche partielle Summation Für a„, bu € C, ν e Ko, und An := Σ ^ α gì'1 

η η 

Σ χ—^ avbv = ^Λ,λΙ,, - hr] ι ) + A„bn , ι . ν—0 υ-0 

Beweis Mit Α_\ := 0 ist 

η η η η—1 
Σ avbv = - Αν-ι)Κ = Σ - Σ Avbu+1 
ρ=0 ι/=0 ν=0 ν=0 

η 
= Σ ~~ + Anbn+1. 

ι/=0 

οο οο 
Bemerkung 9 ^ α ^ konvergiert (gleichmäßig auf Μ), wenn ^ Au(bv — 6„+ι) 

i/=0 i/=0 
konvergiert (gleichmäßig auf M) und l im^oo A n6 n + 1 existiert (gleichmäßig auf M). 


