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VYorwort

Mathematik gilt als schwieriges Fach. Dies liegt unter anderem daran, dass Hinter-
griinde und Vorstellungen sich hinter langen Rechnungen verbergen und graphische
Darstellungen zeitaufwendig und ungenau sind.

Hierbei kann der Computer mit einem Mathematikprogramm helfen. Es kann Rech-
nungen iibernehmen, so dass man sich auf Verstdndnis konzentrieren kann.

Bei der graphischen Darstellung bietet ein Mathematikprogramm eine Hilfe, weil die
Graphen iiber viele berechnete Punkte erstellt werden — deutlich mehr, als man selbst
berechnen wiirde — und damit eine hohe Genauigkeit besitzen.

Bei Maple 7 kommt die Moglichkeit der Erstellung dreidimensionaler Graphen hin-
zu, die durch Drehung des Koordinatensystems von unterschiedlichen Seiten betrach-
tet werden konnen. Dies hilft in diesem Buch insbesondere in der linearen Algebra.
Auch die Darstellung von Rotationskérpern ist hilfreich und kénnte von Hand nicht in
anndhernd derselben Auflosung erstellt werden.

Ein Mathematikprogramm sollte nicht alle Rechnungen iibernehmen sowie nicht ei-
gene Kalkulationen unnétig machen. Selbsterarbeitete Ergebnisse konnen damit iiber-
priift werden.

Ein Computer kann ebenfalls bei Beweisen helfen, was an einigen Stellen beriicksich-
tigt wird. Ein bedeutsames Beispiel fiir den Beweis eines Satzes ist durch den Vier-
farbensatz gegeben, vgl. [Ba00a), S. 99ff. Die Uberpriifung von Beweisen mit Hilfe
eines Computers konnte nach Aussage einiger Mathematiker zum Standard werden.
In diesem Buch wurde versucht, einen Mittelweg zwischen mathematisch korrekten
Argumenten und der Verwendung eines Computers als Hilfsmittel zu finden.

Maple 7 ist ein sehr umfangreiches Programm, das in vielen Bereichen der Mathema-
tik eingesetzt werden kann. Dieses Buch kann keine Ubersicht iiber alle Moglichkeiten
mit Maple 7 bieten, sondern lediglich eine Ubersicht fiir Einsteiger. Hierbei wurde die
Reihenfolge auf die Unterteilung in mathematische Abschnitte abgestimmt und nicht
nach Befehlen oder Befehlspaketen unter Maple 7 gerichtet. Es gibt daher Befehle
oder Pakete unter Maple 7, die in verschiedenen Kapiteln in unterschiedlicher Form
angewendet werden. Um dies iibersichtlicher zu machen, wurde ein eigener und um-
fangreicher Index fiir Maple 7-Befehle erstellt.



VIII Vorwort

Dieses Buch ist fiir die Verwendung und mit Hilfe von Maple 7 verfasst, jedoch lassen
sich die Beispiele und Ubungen auch mit Maple 6 durchfiihren. Die Neuigkeiten von
Maple 7 gegeniiber Maple 6 sind im Internet unter

www.scientific.de
dargestellt.

Da im Computer und im Taschenrechner Dezimalbriiche in der Form 1.23 statt 1,23
notiert werden und dieses Buch in Anlehnung an ein Computerprogramm geschrieben
wurde, sind die Zahlen hier in der erstgenannten Form notiert.

Am Ende jedes Abschnitts befinden sich Aufgaben zu den behandelten Themen. Fiir
die Aufgaben, deren Losung mit Maple 7 nur beschrinkt oder mit einigen Zusatziiber-
legungen moglich ist, konnen Losungen unter

www .oldenbourg-verlag.de
abgerufen werden.

Falls die Leserinnen und Leser mir Mitteilungen zu diesem Buch senden méchten,
Ideen zur Erginzung und Uberarbeitung oder Fragen zu Ideen haben, so konnnen sie
dies iiber

stoppel@cs.uni-duesseldorf.de
tun. Uber sachdienliche Riickmeldungen wiirde ich mich freuen.

Mein Dank gehort meiner Frau Birgit Griese und Dr. Rainer Kaenders fiir zahlreiche
Diskussionen iiber Mathematik und Volker Solinus fiir seine Geduld bei der Erstellung
vieler Bilder. Zusitzlicher Dank gilt Martin Reck und Irmela Wedler vom Oldenbourg
Wissenschaftsverlag fiir die Zusammenarbeit mit guten Hinweisen.

Hannes Stoppel



1 Einfihrung in Maple

Maple 7 bietet eine breite Fiille von Moglichkeiten, mathematische Probleme und Zu-
sammenhinge genauer zu untersuchen. Nicht alles kann in diesem Buch behandelt
werden, das sich auf die Bereiche der Mathematik beschrinkt, die fiir Studienanfiange-
rinnen und Studienanfinger mit Mathematik als Haupt- oder Nebenfach, Lehrerinnen
und Lehrer fiir Mathematik oder fortgeschrittene Oberstufenschiilerinnen und -schiiler
interessant und hilfreich ein kénnen. Maple 7 enthilt jedoch auch Programmteile zu
weiterfiihrendem Stoff. Daher kann Maple auch fiir Wissenschaftlicher und Forscher
empfohlen werden. Fiir Hintergriinde zu weiterfiilhrenden Themen mit Maple vgl.
[Wa02] oder www .maplesoft.com/apps/.

Maple 7 existiert fir Windows, Linux, Unix und PowerMacintosh. Hinweise zur In-
stallation und Lizens-Anweisungen befinden sich in {Ma0la] und Install . htmauf
der Maple 7 CD.

1 Maple 7 - [Untitled (1) - [Sesver 1] - . =g
&) File Edit View Inset Fomat Spreadshest Options Window Help =181

[O=RRE ([ ] ZTe] EE] [==] [©] [2][2A] [1] (] @] |
[=[&] [0/ ]4]

R e T ———————

a|BlY|8|e|&|n|[6|t|K|AlL j
viélo|m|p|o|T|v|o|X|W|O®
A|B|T|A|E|Z|H|®|I [K|A|M
NIBIOUIPIEITIY DX P10

e|w|n|i

=

|| Time: 34s [Bytes: 300M | Available: 1.67G

Abb. 1.1 Die Oberflidche von Maple 7
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Nach standardgemiBer Installation kann Maple iiber Start / Programme | Maple 7 /
Maple 7 gestartet werden. Es 6ffnen sich die in Abbildung 1.1 dargestellten Fenster. In
dem Hauptfenster wird das Arbeitsfenster Untitled 1 gedffnet. Zusitzlich 6ffnen sich
die Show-Paletten, mit denen eine Reihe von Befehlen aufgerufen werden konnen.
Diese Fenster sind eine Hilfe bei der Eingabe von Befehlen, sie werden jedoch in
diesem Buch nicht beriicksichtigt.

Die Funktionen der Meniileiste sind vielfiltig, die Erforschung sei zur Ubung im Ver-
lauf dieses Buchs empfohlen. Fiir eine umfangreiche Beschreibung hierzu vgl. [Wa02],
Kapitel 1. Es sei jedoch an dieser Stelle auf die wichtige Funktionen File / Save oder
File / SaveAs zum Abspeichern von Dateien hingewiesen, um sie kennenzuleren.

1.1 Die Oberfliche

Die Iconleiste ist mit Numerierung der Buttons in Abbildung 1.2 dargestelit. Die Icons
haben hierbei die folgenden Bedeutungen:

1 Neues Arbeitsblatt anlegen
2 Offnen einer Datei
3 Offnen einer URL-Adresse (Webseitenadresse)
4 Datei speichern
5 Drucken
6 Ausschneiden des markierten Blocks
7 Kopieren des markierten Blocks
8 Einfiigen des ausgeschnittenen oder kopierten Blocks
9 Eine Aktion riickgéingig machen
10 Eine Aktion vorwirts gehen
11 Mathematischer Eingabemodus
12 Texteingabemodus
13 Einfiigen einer Eingabezeile
14 Einrichten eines tieferen Absatzes
15 Einriicken eines Absatzes wird aufgehoben
16, 17 Einen Hyperlink zuriickgehen bzw. nach vorn gehen
18 Anbhalten der aktuellen Berechnung
19 VergroBerung um Faktor 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 H 1> l(w 17 18 19 20 21 23
[C[=RRI8] (L[] ] [Z[T]H] [ IINWIH.

Abb. 1.2 Iconleiste von Maple 7
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20 VergroBerung um Faktor 1.5

21 VergroBerung um Faktor 2

22 Formatierungszeichen werden angezeigt

23 Arbeitsblatt wird an die Arbeitsoberflache angepasst
24 Ausfithrung des restart-Befehls

Die Kontextleiste besitzt im Eingabemodus und Textmodus unter-
schiedliche Struktur, wie in den Abbildungen 1.3 und 1.4 erkennbar »
ist. Die Buttons im Eingabemodus haben folgende Bedeutungen:
1 Anzeige der Eingabe im normalen (mathematischen) Eingabe- AF"’- 1.‘3 K.O“‘C’“‘
. leiste im Eingabe-
modus oder Texteingabemodus modus
2 Umwandlung der Eingabe von Text in Maple-Befehl oder umge-
kehrt
3 Autokorrektur einer unvollstindigen Eingabe
4 Ausfithrung des Befehls (analog zur RETURN-Taste)
5 Ausfiihrung aller Befehle der Worksheet-Oberflidche.
Im Textmodus stehen Formatierungswerkzeuge wie Schriftsatz (2), Schriftgroie (3),
drei Schriftformen (4, 5, 6) sowie Biindigkeit oder Zentrierung (7,8,9) zur Verfiigung.
Unter Maple lassen sich im Textmodus Arbeitsblitter gestalten. Hierbei besitzt der
Stil-Button (1) eine Bedeutung, vgl. hierzu [Wa02], Kapitel 1.

3 4

] ,,,,,l., - 2 l 4 5 6 77“‘ 8 9
iP Nairmal J ]T|mv~ rlr‘wﬁrman ._J 11‘_ __J lBl [ 1 UI : E]——J m

Abb. 1.4 Kontextleiste im Textmodus

1.2 Eingabe

In einem Arbeitsfenster werden Operationen eingegeben. Grundrechenarten unter
Maple sind durch +, —, %, /, A fiir Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
und Potenzierung gegeben. Um die Summe 4 + 3 zu berechnen, ist

> 4+3;

notig und die RETURN-Taste zu driicken, wobei das Semikolon am Ende des Terms
die Angabe des Ergebnisses bewirkt. Dies ist in Abbildung 1.5 dargestelit.

Maple kennt wie jeder moderne Taschenrechner einige Rechenregeln wie ,,Punktrech-
nung vor Strichrechnung“. Bei der Eingabe von

> 4+43*2;
lautet das Ergebnis 10, und fiir
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> (4+3)*2;

erhilt man das Ergebnis 14. Auch Potenzausdriicke machen keine Probleme.
> 4+372;

ergibt 13, wohingegen
> (4+3)"2;

das Ergebnis 49 liefert. Fiir Genaueres zu den Rechenregeln vgl. [Vi01], 2.2.

Eine Alternative zur Anzeige von Eingaben besteht darin, den Befehl mit einem Dop-
pelpunkt zu beenden. Hierbei wird das Ergebnis nicht angegeben. Wird

> a:=4+3:

eingegeben, wobei ,,;=" bedeutet, dass der Variablen a der Wert der Summe
4 + 3 zugewiesen wird (vgl. Abschnitt 2.1), so wird das Ergebnis nicht angegeben,
vgl. Abbildung 1.5. Um das Ergebnis abzurufen ist

> a;
einzugeben, was in Abbildung 1.5 erkennbar ist.

Es kénnen auch mehrere Ergebnisse in einer Zeile angegeben werden, indem die Be-
fehle durch Kommata getrennt werden.

> 4+3, 4*3;
liefert das Ergebnis 7, 12.

Von Zeit zu Zeit ist der Speicher zu leeren. Dies ist z.B. dann der Fall, wenn einer
Variablen x konkrete Werte zugewiesen wurden, sie jedoch danach wieder als Variable
verwendet werden soll. Der Speicher wird durch den Befehl

> restart:

geloscht.

4 Untitled (1) - [Server 1] S e | n B |
[.} 4+6 ; -

10
[> a:=4+3:

[=

Abb. 1.5 Eingabe in Maple
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B2 help

- 2
Reference... Help.

Swystem w || Informatian...

help - descriptions of syntax, datatypes, and functions

Calling Sequence

Ttopic or Ttopic,subtopic or topic[subtopic] or

help(topic) or help(topic,subtopic) or help(topic[subtopic]) or -
? - descriptions of syntax, datatypes, and functions

Abb. 1.6 Fenster mit Hilfe-Umgebung

1.3 Hilfe

Maple verfiigt iiber eine umfangreiche und iibersichtliche Hilfe-Umgebung. Sie wird
durch

> ?

geoffnet, was in Abbildung 1.6 dargestellt ist. Hilfreich ist hierbei die Darstellung
der Verkniipfung von Ober- und Unterbegriffen von links nach rechts im Kopf des
Fensters, wodurch mehrere Unterbegrifte zu einem Thema gefunden werden konnen.

Informationen zu einem bestimmten Thema konnen durch Anhidngen des Suchbegriffs
an das Fragezeichen ermittelt werden. Es konnen auch mehrere durch Kommata ge-
trennte Suchberiffe aneinandergehingt werden, wie in Abbildung 1.7 fiir den Fall
?linalg, det dargestellt ist.

i B2 help s S— ; - = ‘5‘

Example Worksheets | | [External Functions.. « | i ’
Reference... Hel 4| example

w §| Infarmation...

L

help - descriptions of syntax, datatypes, and functions

Calling Sequence

Ttopic or Ytopic,subtopic or Ttopic[subtopic] or

help(topic) or help(topic,subtopic) or help(topic[subtopic]) or ~|
7 - descriptions of syntas. datatypes, and functions |

Abb. 1.7 Fenster mit Hilfe-Umgebung zu 1inalg, det
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1.4 Hinweise fiir Maple

In den Kapiteln dieses Buches wird der Stoff an ausgewihlten Beispielen ausfiihrlich
erkldrt. Dabei wird das Programm Maple 7 einbezogen, wo immer es sinnvoll ist.
Hinweise, wie Maple 7 fiir die speziellen Problemstellungen genutzt werden kann,
sind wie folgt hervorgehoben:

Hinweis fiir Maple

Hier wird angegeben, wie Vorginge unter Maple aufgerufen werden kénnen.

Maple 7 wird in den folgenden Kapiteln mit Maple bezeichnet.



2 Funktionen

2.1 Einleitung

Funktion bzw. Abbildung sind zentrale Begriffe der Mathematik. Eine Funktion f ist
eine Zuordnung, die jedem Element x des Definitionsbereichs D genau ein Element
f(x) des Zielbereichs Y zuordnet, in Zeichen

f:Df =Y, x> fx).

Vom Zielbereich zu unterscheiden ist der Wertebereich Wy einer Funktion f, der aus
der Menge aller Bilder von f besteht, d.h.!

We:={f(x) €Y :x €Dy}

Manchmal werden Funktionen auch durch die Vorschrift f(x) := ... angegeben.
Hierbei ist zu beachten, dass Dy zusitzlich anzugeben ist.

Hinweis Definitions- und Zielbereich gehdren notwendig zum Begriff Funktion hin-
zu. Eine Aussage wie die Funktion f(x) := x> hat keine negativen Werte ist falsch,
wenn Dy := R und wahr, falls Dy := Ry gilt.

Der Wertebereich Wy einer Funktion f ist eine Teilmenge des Zielbereichs Y der
Funktion. Es kann sein, dass Wy ;C,: Y gilt, vgl. hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 2.1 Jedem Kind im Alter von 5 bis 10 Jahren wird seine Mutter zugeord-
net. Hierbei ist Dy die Menge aller Kinder von 5 bis 10 Jahren, Y sei die Menge
aller Miitter. Man beachte, dass es auch Miitter geben kann, die kein Kind im Alter
zwischen 5 und 10 Jahren haben, und es kann Miitter geben, die mehreren Kindern
zugeordnet sind. Dies kann man sich dhnlich wie in Abbildung 2.1 vorstellen. Hier
ist den ,,Kindern“ K und K> dieselbe , Mutter* M, zugeordnet, aber ,,Mutter* M3 hat
kein ,,Kind* aus der Definitionsmenge.

Hiermit ergibt sich ein Unterschied zwischen dem Zielbereich und dem Wertebereich
der Funktion. Der Zielbereich besteht aus den Frauen M, M,, M3, wohingegen der

'Die Bezeichnung := wird in der Mathematik hiufig verwendet. Dies bedeutet, dass der links ste-
hende Term durch den rechts stehenden Term definiert wird. Dies wird in einigen Programmiersprachen,
unter anderem in Maple, verwendet.
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Wertebereich die Miitter M| und M, enthilt.

Die umgekehrte Zuordnung jeder Mutter Dy Y

werden ihre Kinder zugeordnet ist hinge-

gen keine Abbildung, denn eine Mutter kann ® aM,

mehrere Kinder haben, und dies bedeutet, K> ® u M,
K;® 3l

dass einem Element aus dem Definitionsbe-
reich mehrere Elemente des Zielbereichs zu-
geordnet werden. Dies entspricht nicht dem Abb-. 2.1 Eine Funktion
Begriff Abbildung.

In den nichsten Abschnitten werden einige
wichtige Funktionen vorgestellt, die uns eine y
Zeit lang begleiten werden. Fiir diese Funk-

tionen gilt im Allgemeinen Dy = ¥V = R, el

d.h. der Definitionsbereich und die Zielmen- W) \

ge sind die reellen Zahlen.

X X
Eine wichtige Bedeutung haben die Graphen f(x0) =%
Gr:={(x, f(x)) e X xY :x €Dy} N

der Funktionen und die Zeichnungen der Abb. 2.2 Nullstelle und Schnittpunkt mit der
Graphen, bei denen es sich um eine Darstel- ¥~/Achse

lung der Graphen handelt. Im Folgenden werden auch die Darstellungen der Graphen
als Graphen bezeichnet, es sollte jedoch der Unterschied zwischen dem Graphen und
der Zeichnung des Graphen bedacht werden.

Bemerkung Es ist zwischen Funktionen, Graphen und Zeichnungen der Graphen
zu unterscheiden!

Die Zeichnungen von Graphen einer Funktion veranschaulichen die Funktion und ma-
chen viele ihrer Eigenschaften sichtbar. Die Genauigkeit eines gezeichneten Graphen
reicht jedoch im Allgemeinen nicht aus, um alle Eigenschaften zu erkennen. Daher
sind die genauen Werte auf rechnerische Art zu ermitteln. AuBerdem hingt das Ausse-
hen eines gezeichneten Graphen von der Parametrisierung, der Auswahl der Einheiten
der x-Achse und der y-Achse, ab.

Oft werden Nullstellen von Funktionen bestimmt. Dies bedeutet, dass eine Stelle
x € R ermittelt werden soll, fiir die f(x) = 0 gilt. Graphisch gesehen bedeutet
dies, die Schnittstellen des Graphen von f mit der x-Achse zu bestimmen. Dies sollte
nicht mit der Bestimmung des Schnittpunktes des Graphen von f mit der y-Achse an
der Stelle f(0) verwechselt werden.
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Hinweis fiir Maple

Funktionen konnen unter Maple definiert werden. Dies kann durch

> f:= x->f(x);
geschehen, wobei an der Stelle f(x) der Funktionsterm einzugeben ist. Hierbei
ist zu beachten, dass der Pleil -> unter Maple dem Pfeil — der Definition einer
Abbildung

fiDf =Y, x— f(x),

entspricht und von — zu unterscheiden ist.
Fiir eine Funktion f mit Funktionsterm f(x) = x3 ist dies

> f:= x->x"3;
Hierdurch ist die Funktion f: Dy — R, x +> x3, definiert, wobei der Defi-
nitionsbereich automatisch die Menge der reellen Zahlen ist. (Der Definitions-
bereich der Funktionen unter Maple ist eigentlich die Menge der komplexen
Zahlen, vgl. hierzu Abschnitt 2.3.)
Bei der Definition von Funktionen unter Maple wird analog zur Mathematik
das ,:="“-Zeichen verwendet. Mit Hilfe dieses Zeichens wird der links stehende
Term durch den rechts stehenden Term definiert.
Die Funktionswerte der Funktion an den Stellen —1 und 2 erhilt man folgen-
dermaBen:

> f£(-1);
das Ergebnis lautet —1 und

> £(2);
wobei das Ergebnis 8 angegeben wird.

“r

2.2 Lineare Funktionen

Unter linearen Funktionen versteht man Funktionen der Form
f:R_)R’ x'_>m'x+b9
wobei m und b reelle Zahlen sind.

Die Bedeutung des Begriffs linear erkennt man gut an den Graphen linearer Funktio-
nen; es sind solche, die mit Hilfe eines Lineals gezeichnet werden kénnen.
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Hinweis fiir Maple

Unter Maple kénnen Graphen von linearen Funktionen mittels

> plot(m*x+b,x=x1..x2);
gezeichnet werden, wobei die Parameter m und b der Gerade angegeben wer-
den miissen. Zusitzlich wird durch x, und x» das Intervall [x,, x] angegeben,
fiir das der Graph der Funktion erstellt wird.
Es konnen ebenfalls mehrere Graphen von Funktionen in dasselbe Koordina-
tensystem gezeichnet werden. Dies geschieht z.B. durch

> plot ([3*x+1,-2*x,2,-1.5*x-1],x=-2..2);
Graphen hierzu sind in Abbildung 2.3 dargestelit.

In Abbildung 2.3 sind einige Graphen zu
sehen, die sich deutlich unterscheiden.

Dies kann mit Hilfe von Maple genauer .

untersucht werden, vgl. Aufgabe 1. Ist

m > 0, so steigen die Graphen von links ~ ~~__ 4

nach rechts an. Fiirm < O fallen die Gra- 2

phen ab, und m = O bedeutet, dass der

Graph waagerecht verlduft. Aus den ge- * K 2 R i 2
nannten Griinden nennt man m auch die 2 ]
Steigung von f oder des Graphen von f. -

Hat f die Steigung 1, entspricht das ei-
ner 100%igen Steigung, etwa im Stra-
Benverkehr, d.h. der Winkel zwischen x-
Achse und Gerade betragt 45°.

Abb. 2.3 Graphen zu linearen Funktionen

Der Wert b misst die Verschiebung des Graphen von f in Richtung der y-Achse. Ge-
nauer gesagt gibt b den y-Wert des Schnittpunktes des Graphen von f mit der y-Achse
an. Dies ist in Abbildung 2.4 erkennbar, die auch ein Steigungsdreieck enthiit, das auf
die weiter unten folgende Formel (1) fithrt. Der Zusammenhang zwischen b und dem
y-Achsenabschnitt kann auch selbststandig mit Hilfe von Maple untersucht werden,
vgl. Aufgabe 1.

Fiir die Nullstelle einer linearen Abbildung mit Steigung m # 0 gilt
f(x)=0¢>m-x+b=0©x=—,’—:l,
siehe auch Abbildung 2.4.
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Eine Gerade ist durch zwei unterschiedliche Punkte
Py(x1]y1) und P(x3|y3), die sie durchlaufen soll,
eindeutig bestimmt. Die Steigung berechnet man
aus den Koordinaten dieser Punkte durch
)’2 »2—n (1
XQ — xl
wobei P; und P, auch vertauscht werden diirfen,
siche Abbildung 2.4. Wihit man das Steigungs-
dreieck so aus, dass x, — x; = 1 gilt, so kann man
die Steigung leicht ablesen; es gilt y; — y; = m.

Abb. 2.4 Lineare Funktion

Um b aus den Punkten P; und P, zu bestimmen, benutzt man, dass die Koordinaten
aller Punkte auf dem Graphen, insbesondere auch die von P;, die Funktionsgleichung
erfiillen. Es gilt

nw=m-x1+bs b=y —m-x,

woraus mit (1)
b=y —m-x; =y — 22 .x

X2—Xi

folgt. Auf diese Art kann b bestimmt werden, und man erhélt die Funktionsvorschrift
fX)=m -x+b=2"0 x4y — 22Uy )

XZ“XI X2—X|

Hinweis fiir Maple

Mit Maple konnen die Steigung m einer linearen Funktion und der y-
Achsenabschnitt b bestimmt werden. Hierzu wird das Paket student
benotigt, das mit with (student) : zu laden ist. Zundchst kann dann ein
Funktionsterm f angegeben werden:

> f := x -> m*x+b:
Die Steigung kann sodann mit dem Befehl s1ope bestimmt und der Variablen
m zugeordnet werden:

> m := slope([xl, v1],I[x2, y21);
es erscheint

o yl-y2
m = 12"
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Hinweis fiir Maple

Um b zu bestimmen wird zunichst die Gleichung y = m -x +b mit isolate
nach b aufgelost. Mit dem Ergebnis des letzten Schrittes ergibt sich
> isolate(y=m*x+b,b);

oy yl—y2)x
b= y rl—z2

Nun miissen die Variablen x und y der letzten Gleichung durch x1 und yl
substituiert werden. Auf die vorherige Gleichung wird unter Maple durch
Anfiihrungszeichen zugegriffen.

> subs (x=x1,y=yl,%);
ergibt

Hierbei steht % fiir die Verwendung des letzten Ergebnisses unter Maple. Die-
ses Ergebnis ist jedoch noch nicht der Variablen b zugeordnet. Dies kann mit
Hilfe des Befehls assign geschehen.

> assign(b=yl-(yl-y2)/(x1-x2)*x1);
Nun kann der Funktionsterm durch £ (x) ; abgerufen werden, es erscheint

> f£(x);
wi-y2)x | yl — (yl—y2)zl
rl—22 rl—z2
Unter isolate wurde ein Gleichheitszeichen ,,=" verwendet, das sich von
der Identifizierung unterscheidet. Bei ,,=" handelt es sich um einen relativen

Operator. Die relativen Operatoren unter Maple sind:

= gleich > grofler < Kleiner

<> ungleich >= grofler oder gleich <= kleiner oder gleich

Beispiel 2.2 Wie lautet die Funktionsvorschrift der linearen Funktion f, deren Graph
Gy durch die Punkte Pi(—1|1) und P»(0[2) verlduft?

Lisung. Esist x; = —1, y; = l und x, = 0, y» = 2. Hiermit ergibt sich

Y2 — ¥ 2—1
m — = =
X2 — X1 0—(—1

sowie
b=yi—-m-x;=1-1-(-1)=2.

Die Funktionsvorschrift der Geraden lautet somit

fx)=1-x+2=x+2.
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Dieses Ergebnis kann mit Hilfe von
Maple bestitigt werden, vgl. Aufgabe 8.

/ /
Eine Gerade ist ebenfalls durch einen a/
auf ihr liegenden Punkt und die Steigung /
eindeutig bestimmt, siche Aufgabe 4. y/ 2 ,//
Zwei Geraden mit den Steigungen / !
m; und mj, heiBen parallel, wenn P 27 70 RN
m; = my gilt. Es kann gezeigt wer- / /
den, dass zwei Geraden genau dann / / 2
parallel sind, wenn sie keinen Schnitt- / /
punkt besitzen. Dies ist in Abbildung 2.5 s/ 4
fiir den Fall f(x) := 2x + 3, g(x) := /) /

2x + 1 und A(x) := —x dargestellt. Die
Graphen von f und g verlaufen parallel
und besitzen keinen Schnittpunkt, wo-
hingegen der Graph von A die Graphen
von f und g schneidet. Die Eingabe unter Maple fiir Abbildung 2.5 lief iiber

Abb. 2.5 Graphen zu linearen Abbildungen

> plot([2*x+3, 2*x+1, -x],
x=-5..5, y=-5..5);

Es ist eine zusitzliche Groe fiir den
Graphen in y-Richtung angegeben. Dies
dient zur Ubereinstimmung der Ska-

lierung des Graphen in x- und in y- 4
Richtung.

y
Ein weiterer Sonderfall besteht darin, 2

dass zwei Geraden sich unter einem
Winkel von 90° schneiden oder — anders

. . 4 2 0 2 4

formuliert — dass sie senkrecht oder or-

thogonal zueinander verlaufen. In Ab- 2

bildung 2.6 sind zueinander orthogonale

Geraden abgebildet. B

In Abbildung 2.6 befinden sich Graphen

der orthogonalen linearen Abbildungen

mit den Vorschriften Abb. 2.6 Graphen zu orthogonalen linearen Abbil-

fx)=2x4+3, gkx)=2x+1 dungen

und
hix) := —%x .
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Das oben genannte Beispiel ldsst vermuten, dass fiir die Steigungen m | und m, zweier
zueinander orthogonaler Geraden m - m> = —1 gilt.

Um diese Vermutung zu beweisen, betrachtet man die Abbildung 2.7. Die steigende
Gerade sei der Graph von f(x) := mx + b mit der Steigung m,. Die orthogonal
hierzu verlaufende Gerade g besitzt, wie an den eingezeichneten Steigungsdreiecken
erkennbar ist, die Steigung m» = — -, was gleichbedeutend ist mit

my
myp-my=—-1 (3).

Besitzen umgekehrt zwei Geraden die Steigungen Gy
myund my = —mll mit m; # 0, so gilt m| - my =
—1. Wihlt man nun eine Geraden der Steigung m3, ~_C¢
die orthogonal zur Geraden mit der Steigung m m
verlauft, so gilt nach dem letzten Absatz

my-m3=—1 (4). )

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt jedoch 7 m)
m) -my = m; - ms3, und dividiert man die Glei-
chung auf beiden Seiten durch m), so ergibt sich
my = mg3, somit sind die Steigungen aller orthogo-
nal zur Geraden der Steigung m; # 0 verlaufenden
Geraden gleich. Hiermit wurde gezeigt:

Abb. 2.7 Bestimmung der Steigung or-
thogonaler Geraden

Bemerkung Zwei Geraden mit den Steigungen m; # 0und m; # 0 verlaufen genau
dann orthogonal zueinander, wenn
my; = —”% bzw. m;-m>=—1 gilt.

Hinweis Es ist zu beachten, dass es keine durch eine Funktion f mit
f(x) := mx + b beschriebene Gerade gibt, die orthogonal zu einer waagerechten
Geraden verlduft. Eine solche Gerade miisste senkrecht verlaufen. Die zugehérige
Funktion f miisste einem x € Dy mehrere y-Werte zuordnen. Dies widerspricht der
Definition einer Funktion.

Beispiel 2.3 Alle Geraden, die orthogonal zum Graphen der linearen Funktion f
mit f(x) := 2x + 3 verlaufen, besitzen die Steigung m, := —% und konnen durch
die Funktionsvorschriften g(x) := —%x + b beschrieben werden, wobei b beliebig
ist. Soll die orthogonale Gerade durch den Punkt (0[3) verlaufen, so gilt g(0) = 3,
wodurch sich —% -0+ b =b = 3ergibt, d.h. es folgt

g2(x) = —%x +3.

Hiermit wurde die zum Graphen der Funktion f orthogonale Gerade durch den Punkt
(0]3) bestimmt.
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Aufgaben

1. Betrachten Sie mit Hilfe von Maple die Graphen einiger linearer Funktionen
f(x) := mx + b und veridndern Sie die Variablen m und b beliebig, z.B. m := —1,
b:=1fiir f(x) =—1-x+1oderm :=2,b:=0fiir f(x) =2x+ 0. Stellen Sie mit
Hilfe dieser Graphen Zusammenhinge zwischen den Funktionen f und den Graphen
G auf, etwa wie

~ Je groBer m ist, desto . . .,

— Fiir negatives b . . ..

2. Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift der durch die Punkte P;, P, verlaufenden
Geraden. Fiihren Sie eine Probe mit Maple am Graphen der Geraden durch.
a) P;(0] — 1) und P>(2|3) b) P1(0|3) und P,(2| — 1)
¢) Py(2|1) und P,(1]2) d) Py (—3|7) und P2(—1|3)
e) Pi(114) und Po(6] — 1) ) Py(313) und Py(2| - 1)
3. Geben Sie die Gleichung der linearen Funktion an, die die Steigung m hat und deren
Graph durch P verlduft. Machen Sie eine Probe mit Maple.
aym:=%4 PO -1 bym:=-3P(}0) com:=2P(;16)
dm=1P32 -1 em=-3pP313) Hm=-3P33)
4. Zeigen Sie, dass eine Gerade durch einen auf ihr liegenden Punkt und die Steigung

m bestimmt werden kann.

5. Liegen die Punkte P und Q auf der Geraden zur Funktion f mit D := R? Priifen
Sie dies durch Einsetzen der x-Koordinaten der Punkte in die Funktionsvorschrift f.
a) f(x) :=4x + 1, P(O[1), Q(115),

b) f(x) := 3x 4+ 7, P(-2I5), Q(100|57).

6. Liegen die folgenden Punkte auf einer Geraden?
a) P(112), P2(2|3), P3(0[1), b) Pi(012), P2(2[3), P3(—1]0).
7. Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift der zu G s orthogonalen Geraden im Punkt
P.

a) f(x) == 1x + 1, POID) b) f(x) :=—2x =} P(-11})

) f(x):=3x—2,P(1|1) d) f(x):=—3x, P(2| -3)
8. Bestitigen Sie das Ergebnis von Beispiel 2.1 mit Hilfe von Maple analog zum
vorhergehenden Hinweis.
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2.3 Ganzrationale Funktionen

2.3.1 Quadratische Funktionen

Die im letzten Abschnitt betrachteten linearen Funktionen der Form
f(x) := a-x+b gehoren zu den ganzrationalen Funktionen, auch Polynome genannt.
Lineare Funktionen sind ganzrationale Funktionen ersten Grades, weil der hochste auf-
tretende Exponent von x gerade Eins ist (x = x!). Ganzrationale Funktionen zweiten
Grades (quadratische Polynome) haben die Form

f(x) =a-x*+b-x+c mita,b,c e R, unda #0.

Unter Maple konnen die Graphen von quadratischen Funktionen mit Hilfe von plot
analog zu Graphen von linearen Funktionen betrachtet werden.

Variiert man die Koeffizienten der quadratischen Funktion f, so stellt man an dem
Graphen der Funktion groBe Effekte fest, vgl. Abbildung 2.8. Eine Variation der Koef-
fizienten kann unter Maple derartig gestaltet werden, dass in einer Funktion ein zusitz-
licher Parameter p eingebaut wird, z.B. f,(x) := x? + p - x. Dieser Parameter kann
unter Maple veréndert werden, vgl. Abbildung 2.8 (b). In dieser Abbildung wurde
zusitzlich eine Parabel eingezeichnet, auf der alle Scheitelpunkte der Parabeln liegen.
Dies geschieht unter Maple durch

> pl:=plot([seq(x"2+p*x, p=-5..5)], x=-5..5, y=-4..4):

Die Funktionen der Schar f, werden iiber eine Folge (sequence) definiert, wobei fiir
p die ganzzahligen Werte von —5 bis 5 eingesetzt werden. (Fiir genauere Information
zu seq siehe Abschnitt 3.1.) Der Ausschnitt des Graphen wird ebenfalls festgelegt.
Dies ist als p1 definiert, um jederzeit darauf zugreifen zu konnen.

> p2:=plot (-x"2, x=-2..2):

Hiermit wird die Parabel festgelegt, auf der die Scheitelpunkte der Funktionen der
Schar f, liegen.

> with(plots): display([pl,p2]);
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)1 2
(a) Graphen zu fi(x) =x2 -1, (b) Graphen zur Funktionenschar von
Lx) =x2+1 ) =x*+p-x
4
3 0
¥ 2 1
1 y-2
5 0 ] ) 8
4
(c) Graphen zu fi(x) =2 - x* -1, (d) Graphen zu fi(x) = —2-x% + 1,
frx)=xt—1 Hx)=—=x*+1

Abb. 2.8 Graphen quadratischer Funktionen
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Hinweis fiir Maple

Der display-Befehl bietet die Moglichkeit, dass mehrere Graphen mit un-
terschiedlichen Definitions- und Wertebereichen in einem Koordinatensystem
dargestellt werden konnen. Dies kann Vorteile in der Darstellung und in der
Ubersicht von Graphen bieten.

Dieser Befehl befindet sich im Paket plots, das zuvor geladen wird.

Maple ermoglicht, folgende wesentliche Beobachtungen nachzuvollziehen:

1) Durch VergroBerung / Verkleinerung von ¢ wird die Parabel nach oben / unten
verschoben (vgl. Abbildung 2.8 (a)).

2) Durch VergroBerung / Verkleinerung von b wird die Parabel entlang einer nach
unten gedffneten Parabel verschoben (vgl. Abbildung 2.8 (b)).

3) Fir positives / negatives a ist die Parabel nach oben / unten gedffnet (vgl. Abbil-
dung 2.8 (¢c) / (d)).

4) Durch VergroBerung / Verkleinerung des Betrags von a wird die Parabel schma-
ler / breiter (vgl. Abbildung 2.8 (c) / (d)), also gestreckt oder gestaucht.

Die Bestimmung der Nullstellen von quadratischen Funktionen ist anspruchsvoller als
bei linearen Funktionen, und nicht jede quadratische Funktion hat eine Nullstelle. Um
die Nullstellen zu bestimmen, berechnet man fiir f(x) =a - x> 4+b-x+cmita #0

b .
f(X)=a-x2+b.x+c=0¢>x2+_.x+i:0‘
a a

Fiir eine quadratische Funktion der Form
x2 4 p-x+q berechnet man die Nullstel-
len x; und x; mit Hilfe der p-g-Formel: \ ¢

x|‘2=—§:|: (g)z—fﬁ (1) \\ :

In dieser Formel steckt zusitzlich die
Bedingung (§)2 > ¢, da sonst eine

negative Zahl unter der Wurzel stehen ° ° box :
wiirde und aus negativen Zahlen darf kei- K
ne Wurzel gezogen werden. :

S~

Im oben stehenden Fall ergibt sich mit
der p_q-Fon'nel Abb. 2.9 Graph zu f(x) = x2—x=2

b b\ ¢
=——=x/{=) —-=-. @
1.2 2a (2a> a )
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Hinweis fiir Maple
Nulistellen von Funktionen konnen unter Maple durch
solve (f(x)=0,x); oder solve(f(x),x);
bestimmt werden. Hierbei konnen ebenfalls Koeffizienten a, b und c eingege-
ben werden:
> solve (a*x"2+b#x+c, X) ;
Es erscheint

| —b+ b —dac | —b—~b2—4dac
2 a 02 2 ’
was den Losungen aus (2) entspricht. Auf diese Art kann ebenfalls die p-g-
Formel in etwas anderer Schreibweise als oben angegeben werden:
> solve (x"2+pxx+q,X) ;

—3p+3ypi—4a. —5p -3\ —4q

Diese Losungen sind gleichbedeutend mit denen der p-g-Formel (1).

Achtung Maple bestimmt die Nullstellen von Funktionen iiber den Korper der kom-
plexen Zahlen. Dies bedeutet, dass fiir einige Funktionen f Nulistellen gefunden
werden, die in Dy := R keine Nullstellen haben. Die Funktion f: R — R mit
f(x) := x? + 1 besitzt keine Nullstelle. Maple bestimmt hingegen

> solve(x"2+1,x);
I, =1
wobei I fiir die imagindre Einheit i 1= V/—1 steht.
Es ist daher unter Maple zu beriicksichtigen, dass nicht alle ermittelten Nullstellen
von Funktionen fiir den Inhalt dieses Buches verwendbar sind, da Maple stets den

Definitionsbereich der komplexen Zahlen fiir Funktionen voraussetzt. Fiir genauere
Informationen zu komplexen Zahlen siehe [Fo99a], 8§13 oder [Za88], Kapitel 3.

Beispiel 2.4 Die Nullstellen xy, x der Funktion f: R — R, x > x2 —x — 2 sollen
bestimmt werden. Es gilt

ez flea=ixd,
woraus sich die beiden Losungen x; = 2 und x; = —1 ergeben. Dies ist in Abbildung
2.9 zu erkennen.

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung von Nullstellen einer quadratischen Funk-
tion ist der Satz von Viéta.
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Hinweis fiir Maple

Maple bietet mit factor die Moglichkeit, Polynome zu faktorisieren. Bei
den Polynomen konnen nach der Faktorisierung auch die Nullstellen abgelesen
werden.
Fiir die Funktion f mit f(x) = x2 + x — 6 ergibt sich mit Maple fiir

> factor (x"2+x-6) ;
das Ergebnis

(x+3)(x=2).

Die Nulistellen —3 und 2 konnen bei diesem Ergebnis sofort abgelesen werden.
Die Faktorisierung besitzt jedoch ihre Grenzen. Fiir
> factor (3*x"2+3*x-4);

erhilt man

3x*+3x—4,
als ob der Term nicht weiter faktorisierbar wire. Mit Hilfe des solwve-Befehls
ergibt sich jedoch

> solve(3*x"2+3*x-4, x);
1. /&9 _1_ 1 /=7
—2t§V5l, —3 =5 V5T
Die Funktion ist damit faktorisierbar.
Das Ausmultiplizieren von Klammern kann ebenfalls mit Maple durchgefiihrt

werden. Hierzu dient der Befehl expand. Man erhilt z.B.
> expand ( (x+3)*(x-2));

24+x—6

Dieses Ausmultiplizieren kann von Maple auch fiir Polynome hoheren Grades
durchgefiihrt werden, wie im folgenden Abschnitt behandelt. Hierzu sei auch
Aufgabe 4 empfohlen.

2.3.2 Ganzrationale Funktionen

Nach den quadratischen Funktionen werden jetzt Polynome héherer Ordnung unter-
sucht, die zur Klasse der ganzrationalen Funktionen gehoren. Der Term mit dem
hochsten Exponenten n eines Polynoms f, dessen Koeffizient ungleich 0 ist, heiBt der
Grad von f. Ein Polynom vom Grad n notiert man dann durch

fx):=ap - x"+an - x""+.. . +a-x+ap

mit ag, ay, ... ,d, € Rund a, # 0.
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Die Bestimmung der Nullstellen von Polynomen héherer Ordnung ist deutlich schwie-
riger als bei quadratischen Funktionen. Ist der Grad grofer als vier, gibt es keine all-
gemeine Formel (wie die p-g-Formel) mehr. Aber hierbei kann der Computer gut
helfen, indem er numerische Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen durchfiihrt.
Eine andere Moglichkeit besteht darin, einige Nullstellen zu erkennen und die restli-
chen Nullstellen per Polynomdivision zu bestimmen. Bei diesem Verfahren ist Maple
eine grof3e Hilfe, da es die Nullstellen von vielen ganzrationalen Funktionen bestim-
men kann.

Hinweis fiir Maple

Wenn man ganzrationale Funktionen héherer Ordnung mit Hilfe von Maple
untersuchen mochte, so ist dies analog zur Untersuchung anderer Funktionen
moglich, z.B. mit

> plot(f(x),x=x1..%x2);
zur Darstellung eines Graphen zur Funktion f,

> solve(f(x),x);
fiir die Bestimmung von Nullstellen der Funktion f.

Beispiel 2.5 Fiir f(x) := —2x3 +4x2 - %x werden die Nullstellen mit Maple ermit-
telt.

> solve (-2*x"3+4*x"2-3/2*x=0,x%) ;

1 3
0,33

Beispiel 2.6 Fiir die Funktion
f: R—> R, x> x*—3x3 —5x -3,

sollen die Nullstellen mit Maple bestimmt werden. Dies ist von Hand nicht gut moglich,
Maple hingegen 16st das Problem. Zunéchst wird der Term eingegeben:

> xMN4-3*x"3-5*x-3:
Uber den Befehl solve erhilt man

> solve(%); 4 3
RootOf(_Z* —3_2° —5_.7Z —3). ()

Die Losungen sind hier nicht erkennbar. Die Nullstellen werden im Englischen wie
Waurzeln als roots bezeichnet.
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Hinweis fiir Maple

Numerische Losungen einer in Root Of-Darstellung angegebenen Gleichung
lassen sich mit Hilfe von allvalues berechnen.

Um die Nullstellen aus Beispiel 2.6 zu bestimmen, ist einzugeben:
> allvalues(%);

Das Ergebnis lautet damit

3,1 o1l 9 %3+2 %2—18 V%1467 (1+730)'/3
it %l+4ﬁ\/ (1++/730)!3 V%1 ’

7e3+2 %2~ 7 13
VAT - 1V [

FNTRY

(1+V730) 12 V%1 ’
3 1 /g1l —9 %32 %2418 V%1+67 (1+v730)!/3
174 %'+4"/§\/ (VTR0 A VT ’
3 1 1 —9 %32 %2+18 VBI+67 (1++/730)!/
i avEl 4"/5\/ (VT T

%1 — 9(|+V730)l/3—4(|+ﬁ3ﬁ)2/3+36
’ (1+V/730)1/3

%2 = V%1 (1 + ~/730)*/3
%3 := (1 + vV730)'3 V%1

Es handelt sich um alle komplexen Nullstellen, wobei zur Ubersichtlichkeit mehrfach
auftretende Terme angehéngt sind.

Hinweis Wie in den Beispielen 2.5, 2.6 und den Beispielen in Abschnitt 2.3.1 er-
kennbar ist, haben Polynome vom Grad n bis zu n Nullstellen. W&hit man als Defi- -
nitionsbereich die komplexen Zahlen und zéhlt die Nullstellen mit ihrer Vielfachheit,
d.h. fiir f(x) =x% —2x + 1 = (x — )% ist x, = 1 eine zweifache Nullstelle, so kann
man folgenden Satz formulieren:

Fundamentalsatz der Algebra fiir reelle Polynome Jedes Polynom n-ten Grades
mit reellen Koeffizienten hat in den komplexen Zahlen mit Vielfachheit gezdhlt genau
n Nullstellen.

Dieser Satz lisst sich ebenfalls auf komplexe Polynome iibertragen und hat viele An-
wendungen, vgl. [Za88], Kapitel 4 oder [Re89].
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Hinweis fiir Maple

Bei der Losung von Gleichungen unter Maple kann der Befehl £solve helfen.
Durch ihn werden Gleichungen numerisch gelost, d.h. die Losungen werden

lediglich ndherungsweise angegeben.

Es besteht die Moglichkeit, dass mit £solve nur eine der moglichen Losun-
gen angegeben wird. Diese eine Losung ist jedoch immer reell, nie komplex.
Die Syntax des Befehls £solve ist identisch zur Syntax des Befehls solve.

Um die Nullstellen aus Beispiel 2.6 zu
bestimmen, kann der Befehl fsolve
verwendet werden. Hiermit ergibt sich
mit Hilfe der Anfithrungsstriche %%%
auf das vorvorletzte Ergebnis zugegrif-
fen.

> fsolve(%%%);

es erscheint
—.5080144559, 3.483121561.

Dass es nicht mehr als zwei reelle Null-
stellen dieser Funktion gibt, lasst sich an
ihrem Graphen erkennen. Er ist in Abbil-
dung 2.10 abgebildet, und es sei empfoh-
len, den Graphen unter Maple in einem
groBeren Bereich zu betrachten.

20

-20

Abb. 2.10 Graph zuf(x) = x* —3x> —=5x =3

Die Ermittlung von Nullstellen tritt ebenfalls bei der Bestimmung von Schnittstellen
von Funktionsgraphen von Funktionen f und g auf, denn eine Schnittstelle x; hat die
Eigenschaft f(x;) = g(x,), und dies ist gleichbedeutend mit f (x;) — g(x;) = O (siehe

Aufgabe 2).

Aufgaben

1. Bestimmen Sie mit Maple die Nullstellen der folgenden quadratischen Funktio-
nen. Verwenden Sie hierbei auch die Faktorisierung unter Maple zur Bestimmung der
Nullstellen. Betrachten Sie auch die Funktionsgraphen.
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a) f(x):= x24+17 b) f(x) := 0.6x2 —0.3

0 fx):=3x249%+3 d)fx):=ix-1*-2

e) f(x):=3x3+2x%—x ) f(x):= -2+ 10x +4

g) f(x) = —4x*+8x+3 h) f(x):= —6x* +35x% — 27x% — 98x + 120
2. Bestimmen Sie die Schnittstellen der Graphen der Funktionen f und g.

a) f(x) = 2x2 — 10x + 15und g(x) 1= 6x — 9
b) f(x) :=2x% +9x +8und g(x) := x2 4 3x

3. Bestimmen Sie mit Hilfe von Maple die Nullstellen der folgenden Funktionen.
Benutzen Sie Maple auch zur Faktorisierung der Polynome.

a) f(x) .= X —4x24x4+6 b)f(x):= =22 +1

0) f(x) = —xP+x>—134  d) f(x):==5x*+16x2 - 12

4. Verwenden Sie Maple zum Ausmultiplizieren der folgenden Funktionsterme.
a) f(x) == 2x +3)? (x = 2) b) f(x) == (x +3)(3x — 5)(—=x + §)
O f)i=(=3x =37 Gx+ 1D d)f) =~ =2)(x —4HCBx +52x = 3)

2.4 Gebrochenrationale Funktionen

2.4.1 Einfiihrung gebrochenrationaler Funktionen

Bisher wurden Funktionen betrachtet, deren Funktionsterme Polynome waren. In die-
sem Abschnitt wird die Menge der Funktionen erweitert.

Es sei i
flx) == —.
X

Hierbei befindet sich die Variable x im Nenner eines Bruches. Dies hat fiir die Funkti-
on f zur Folge, dass der maximale Definitionsbereich Dy := R~ {0} ist, da im Nenner
eines Bruches keine Null stehen darf. Es ergibt sich damit

|
fiRN{O)> R, x> —.

X
Die Definitionsbereiche von Funktionen sind im Folgenden genauer zu untersuchen.

Die Funktion f(x) = % ist ein Beispiel fiir eine gebrochenrationale Funktion. Gebro-
chenrationalen Funktionen konnen jedoch komplexer als in diesem Beispiel sein.
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Definition Es seien g und & zwei Polynome und N := {x € R : h(x) = 0} die
Menge aller Nullstellen von 4. Die Funktion

8(x)

h(x)’

heiBt gebrochenrationale Funktion. Die Punkte in der Menge N heien Definiti-
onsliicken der Funktion f. Die Menge Diyax := R ~\ N heiBt der maximale Defini-
tionsbereich der Funktion f.

f: RNN >R,

Die Nullstellen von & wurden aus dem Definitionsbereich von f ausgeschlossen, damit

der Ausdruck % fiir alle x € Dy definiert ist.

Wie obiges Beispiel zeigt, kann der Zihler einer gebrochenrationalen Funktion auch
aus einer Konstanten bestehen, in diesem Fall g(x) := 1. Der Nenner einer ganzra-
tionalen Funktion kann ebenfalls eine Konstante sein, und es gilt mit ~(x) := 1 und
f'(%) = g(x), dass die ganzrationalen Funktionen aus Abschnitt 2.2 eine Teilmenge der
gebrochenrationalen Funktionen sind.

Hinweis fiir Maple

Definitionsliicken einer Funktion f konnen unter Maple bestimmt werden. Ist
der Funktionsterm

> f := x -> g(x)/h(x);
definiert, so erhilt man die Definitionsliicken durch

> solve(denom(f(x)));
Hierbei bestimmt der Befehl denom die Nullstellen des Nenners des Funkti-
onsterms.
Es konnen ebenfalls die Nullstellen des Ziahlers bestimmt werden. Hier muss
an Stelle von denom der Befehl numer stehen:

> solve(numer(f(x)));

Beispiel 2.7 Es sei o _4
Fox) = x2—2x+1"

Um einen Definitionsbereich angeben zu konnen, ist zu bestimmen, fiir welche x € R
der Nenner gleich Null ist, d.h. x2 — 2x + 1 = 0. Mit Hilfe von Maple ergibt sich

> f 1= x -> - (x-4)/(x"2-2*x+1):

> solve(denom(f(x)));
1,1
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Hierbei wird die Nullstelle xy := 1 des Nenners zweimal genannt, da es sich um eine
doppelte Nullstelle handelt, denn es gilt x2 —2x + 1 = (x — 1)2. Daher kann man
Dmax := R ~ {1} festlegen.

Fiir die Nullstellen des Zihlers erhélt man mit Hilfe von Maple

> solve(numer(f(x)));

Beispiel 2.8 Nun sei oo 263 41
X) = x2 _4 .

Die Nullstellen des Nenners werden bestimmt zu

x> —4=0s x=2o0derx = -2,

also lautet der maximale Definitionsbereich Dy, := R ~ {—2, 2}. Dieses Ergebnis
kann auch mit Maple erhalten werden, vgl. Aufgabe 3.

2.4.2 Definitionsliicken

Die Definitionsliicken sind hdufig sicht-
bar in den Graphen von f. Als er-
stes Beispiel hierzu sei der Graph von
f(x) = 1 betrachtet, vgl. Abbildung

4
2.11. Die Definitionsliicke ist mit ei-
nem Sprung des Graphen vom negati- y
ven in den positiven Wertebereich ver- 2

bunden. Je ndher im negativen x-Bereich
an die Null geriickt wird, desto kleiner
scheint der Wert von f(x) zu werden; in
Abschnitt 3.4.2 wird dies genauer unter-
sucht, und man kann feststellen, dass der
Wert von f(x) gegen das negative Un-
endliche verlauft.

Analog verlauft f(x) fiir x-Werte, die
sich im positiven Bereich der Null
nihern, gegen das positive Unendliche. Apb.2.11 Graphzu f(x) = L

Aufgrund des Verlaufs der Funktion in

das Unendliche mit einem Vorzeichen-

wechsel bezeichnet man eine solche Definitionsliicke auch als Polstelle mit Vorzei-
chenwechsel.
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Hinweis fiir Maple

Bei der Erstellung von Graphen mit Polstellen unter Maple ist zu beachten, dass
der Bereich der y-Koordinaten durch y = y,..y, einzuschrinken ist. Sonst
wird der Graph sehr uniibersichtlich, wie Abbildung 2.12 (a) erkennbar ist.
Zusitzlich werden die Polstellen unter Maple verbunden, was nicht zuléssig
ist. Dies kann durch den Befehl discont=true unterdriickt werden. Der
Graph in Abbildung 2.11 wurde mit dem Befehl
> plot(l/x, x=-5..5, y=-5..5, discont=true);

erstelit.

In Abbildung 2.12 (b) ist der Graph der Funktion

23 +1
f(x)'__x2_4

mit Dpax = R\ {—2, 2} abgebildet. Der Graph dieser Funktion enthilt zwei Polstellen
mit Vorzeichenwechsel.

20
500
“ \J

10
300
200

20 10 20
100 Bp
-
4 79 5, 4 4o
-100 {\
-200 -20
(a) Graph zu f(x) = ! ohne Einschrinkung (b) Graph zu f(x) = — 2::_*:

Abb. 2.12 Graphen zu gebrochenrationealen Funktionen
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Y

1

(a) Graph zu f(x) = '3 (b) Graph zu f(x) = &=}

x2-2x+1 ¥+

Abb. 2.13 Graphen zu gebrochenrationealen Funktionen

Es gibt auch Polstellen ohne Vorzeichenwechsel, siche Abbildung 2.13 (a), in der der
Graph der Funktion
x+2
. R l [R N = A~ 4
FrRN{ =R x> oy
dargestellt ist.

Alle bisher behandelten gebrochenrationalen Funktionen hatten mindestens eine Pol-
stelle. Dies ist jedoch nicht immer der Fall, da es, wie in Abschnitt 2.2 behandelt,
Polynome ohne Nullstellen gibt. Ein Beispiel hierfiir ist das Polynom A (x) := x4 1
Gemeinsam mit g(x) := 2x — | gilt N = ¢ fiir die Funktion f := £ und damit

gx) 2x — 1

hx)  x24+1°

Diese Funktion ist in Abbildung 2.13 (b) dargestellt.

f: R>R, x—

Als weiteres Beispiel wird die Funktion f mit
x?+2x2 —9x — 18
2x + 4

fx) =



