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Vorwort

In dem vorliegenden Ubungsband werden zentrale Inhalte der Ingenieurmathematik im ersten
und im mittleren Studienabschnitt aus der Anwendersicht behandelt. Zahlreiche Ubungsbei-
spiele und Klausuraufgaben werden ausfiihrlich besprochen und durchgerechnet. Durch die
Aufgaben werden zunichst die Begriffe gefestigt. Danach wird der Gebrauch der mathemati-
schen Werkzeuge in typischen Situationen vorgefiihrt und eingeiibt. Die erforderlichen Defini-
tionen und Sitze werden den Aufgaben vorangestellt, sodass die Systematik eines Lehrbuchs
und die Funktion eines Nachschlagewerks erhalten bleibt. Immer wieder wird exemplarisch auf
den heute unverzichtbaren Einsatz von Computeralgebra-Systemen eingegangen. Dadurch er-
gibt sich zugleich eine objektorientierte Einfhrung in die Programme Mathematica und Maple.

Beim Oldenbourg-Verlag bedanke ich mich fiir die Veroffentlichung des Manuskripts und die
gute Zusammenarbeit.

Kassel Walter Strampp
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1 Differenzialgleichungen

1.1 Gleichungen erster Ordnung

Unter einer Differenzialgleichung erster Ordnung versteht man eine Beziehung, in die eine
unbekannte Funktion, ihre Ableitung und ihr Argument eingehen. Wir nehmen an, dass die
Ableitung explizit dargestellt werden kann.

Differenzialgleichung erster Ordnung
Auf einem Gebiet D C R xR sei eine reellwertige, stetige Funktion g erklirt. Die Gleichung

Yy =g(x,y)

wird als Differenzialgleichung erster Ordnung bezeichnet. Gilt f'(x) = g(x, f(x)) fiir
jedes x aus dem Definitionsintervall, so heiit f Losung der Differenzialgleichung.
Damit wir nicht zu viele Symbole haben, bezeichnen wir Losungen mit y(x).

y'(x) = g(x,y(x)) <= y(x)istLosung vony = g(x,y).

Aufgabe 1.1: Funktionen in eine Differenzialgleichung einsetzen

Man priife nach, ob die Funktionen

1.3 2
yix)=ce’*, yx)= 5
cC—X

mit einer beliebigen Konstanten ¢ € R in ihrem jeweiligen Definitionsbereich eine der beiden
folgenden Differenzialgleichungen erfiillen:

y'=x*y und y =xy2.

Losung

Beide Differenzialgleichungen sind in R x R definiert. Die Funktion y; ist fiir alle Parameter ¢
in ganz R erklart.
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Bild 1.1: Die Funktion

- N - 1.3
T 7 oam=eed

fiir verschiedene Parameter ¢

Es gilt:
Vi) =cx?ed® =x?yi(x)
und somit:
Y —x*yi(x) =0,
aber

Y = x (1 (0))? = x y1(x) (x = y1(x)).

Die erste Differenzialgleichung wird also von y; erfiillt, wihrend die zweite Differenzialglei-
chung nur bei ¢ = 0 fiir alle x € R gelten kann.

Fiir Parameter ¢ < 0 ist die Funktion y; fiir alle x € R erklart. Fiir ¢ = O kann y) firx < 0
oder fiir x > 0 erklart werden. Fiir ¢ > 0 kann y, fiir x < —./c oder fir —/c < x < 4/c oder
fiir \/c < x erklart werden.
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bei ¢ < 0 (links), ¢ = 0 (Mitte) und ¢ > 0 (rechts)

Bild 1.2: Die Funktionen: y,(x) =

c— X2
Es gilt:
/ 4x 2
y(x) = -2 =x (y2(x))
und somit
Yo%) = x (52(x))* =0,
aber

Yo(x) = x2 y2(x) = x y2(x) (y2(x) — x).

Die zweite Differenzialgleichung wird also von y; erfiillt, wahrend die erste Differenzialglei-
chung nicht fiir alle x aus dem jeweiligen Definitionsbereich gelten kann.

Mathematica:
3

yl[x.]:=¢ exp[x?]
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2
2(x] ;=
Y2x )= —j3

Simplify[3xy1(x] — x* ylix]]

0

Simplify[axy2([x] — x y2[x]?]
0
Maple:

yl:=x->c*exp((1/3)*x"3);

y2:=x->2/(c-x"2);

simplify (diff (yl(x),x)-x"2*yl(x));

ad 3 k
Simplify((a ce“/“z)) —cx? e“/“x)) =0

simplify (diff (y2(x),x)-x*y2(x)"2);

N d 1
Simplify(5- (2 =) —4 = _"xz)z) =0

Aufgabe 1.2: Funktionen in eine Differenzialgleichung einsetzen

Auf welchen Definitionsbereich miissen die Funktionen
I 2
yr) =, —-0, ceR,
eingeschrankt werden, damit sie Losungen der folgenden Differenzialgleichung werden:

y =y, y>0?

Losung

Das Definitionsgebiet der Differenzialgleichung ist die obere Halbebene ohne die x-Achse. Die
gegebenen Funktionen y(x) sind fiir jeden Parameterwert ¢ fiir alle x € R erklart. Fiir x = ¢
verlassen sie jedoch wegen y(c¢) = 0 das Definitionsgebiet der Differenzialgleichung. Es gilt:
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, 1 >0 ,
y(x)=§(x—6) ’ <0

und

1
\/)’(X)=§|X—C|==

Also stellen nur die Funktionen

X >cC,

, X <C,
y(x) , x>c,
—-y'(x) , x<ec.

1
y(X)=Z(x—C)2, x>c,

Losungen dar.

-4 -2 2 4

-4 -2 2 4

1
Bild 1.3: Die Funktionen: y(x) = 1 (x — c)2 auf R (links) und auf dem Strahl x > c (rechts) jeweils fiir

verschiedene Parameter ¢

In jedem Punkt schreibt die Differenzialgleichung der durchgehenden Losung die Richtung vor.
Diesen Sachverhalt veranschaulicht man sich mit dem Richtungsfeld.

Richtungsfeld

Gegeben sei eine Differenzialgleichung

y =gx,y),

D ein kleines Stiick der Gerade

durch (xg, yo) geht.

g: D> R.

Das Richtungsfeld kann graphisch dargestellt werden, indem man in jedem Punkt (xo, yo) €

y = yo + g(xo0, yo) (x — xo)
zeichnet. Diese Gerade stellt die Tangente im Punkt (xo, yo) € D an jede Losung dar, die
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Bild 1.4: Richtungsfeld einer
/ Differenzialgleichung
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Aufgabe 1.3: Losungskurven im Richtungsfeld zeichnen

Die Differenzialgleichung:
y=x2y, (x,y)eRxR,
besitzt die Losungen
y(x) = ce%
mit beliebigen Konstanten ¢ € R. Man zeichne einige Losungen im Richtungsfeld.
Losung

Das Richtungsfeld ergibt sich, indem man in jedem Punkt (xg, yo) € R x R ein kleines Stiick
der folgenden Gerade zeichnet:

y=m+ﬁmu—m%

Verlauft eine Losungskurve durch den Punkt (xg, yo), dann stellt diese Gerade dort die Tangente
an die Losung dar.

Bild 1.5: Lisungen der
Differenzialgleichung
Vi=xy

im Richtungsfeld

Man kann sich auch dadurch eine Vorstellung vom Richtungsfeld verschaffen, dass man die
Hohenlinien der rechten Seite der Gleichung betrachtet. Man nennt solche Hohenlinien Isokli-
nen, weil sie Punkte mit gleicher Richtung zu Kurven vereinigen.
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Isokline
Jede Kurve, welche die Gleichung
gx,y)=c¢, ceR,
erfiillt, heiBt Isokline der Differenzialgleichung y’ = g(x, y). Isoklinen bilden also gerade
die Hohenlinien der Funktion g(x, y). Wenn der Graph einer Losung f in einem Punkt

(x0, o) € D eine Isokline schneidet, so stellt der Parameter ¢ den Anstieg der Tangente an
f im Schnittpunkt dar.

\\\ Bild 1.6: Isoklinen einer
Differenzialgleichung

Aufgabe 1.4: Richtungsfeld und Isoklinen zeichnen

Man zeichne das Richtungsfeld und die Isoklinen der folgenden Differenzialgleichung:
y=x2+y* (x,y)eRxR.

Lésung

Das Richtungsfeld ergibt sich, indem man in jedem Punkt (xg, yo) € R x R ein kleines Stiick
der folgenden Gerade zeichnet:

y=>’0+(xg+)’3)(x — Xo) .
Die Isoklinen ereeben sich als Hohenlinien der rechten Seite:
x2+ y2 =c.

Offenbar kommen nur Konstante ¢ > 0 infrage. Man erhilt Kreise mit dem Radius J/cund im
Sonderfall ¢ = 0 den Nullpunkt.
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Bild 1.7: Richtungsfeld und
Isoklinen der
Differenzialgleichung

y = x> 4y

Auf jedem Kreis schreibt die
Differenzialgleichung eine
einzige Richtung vor.

Aufgabe 1.5: Richtungsfeld und Isoklinen zeichnen
Man zeichne das Richtungsfeld und die Isoklinen der folgenden Differenzialgleichung:
y=0*-xy, (yeRxR.
Losung
Das Richtungsfeld ergibt sich, indem man in jedem Punkt (xo, yo) € R x R ein kleines Stiick
der folgenden Gerade zeichnet:
y = yo + (x§ — x0) ¥ (x — x0).

Die Isoklinen ergeben sich als Hohenlinien der rechten Seite:

()c2 —Xx)y=c.
Wir konnen die Isoklinen explizit als Funktionen schreiben,
_ ¢
Tx(x—1"
Diese Funktionen miissen allerdings auf drei Definitionsbereichen betrachtet werden: x < 0,
0 < x < 1,1 < x. Als Ausnahmefille erhilt man die Isoklinen: x = 0, x = 1 jeweils mit den
Tangentenanstiegen g(0, y) = g(1, y) = 0 sowie y = 0 ebenfalls mit dem Tangentenanstieg
g(x,0)=0.

|

Y

U —

Bild 1.8: Richtungsfeld
der Differenzialgleichung
Y =G -ny

| mit einer Losung
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Bild 1.9: Richtungsfeld
und Isoklinen der
Differenzialgleichung

y=u2-x)y

Man kann nach der Menge aller Losungen einer gegebenen Differenzialgleichung erster Ord-
nung fragen oder nach einer Losung, die durch einen bestimmten Punkt geht.

Allgemeine Losung und Anfangswertproblem
Gegeben sei die Differenzialgleichung

y =gkx,y), g: D—>R.

Die Menge aller Losungen heiBt allgemeine Losung der Differenzialgleichung.
Gesucht werde nun eine Losung, die durch den Punkt (xg, yp) geht:

y(x0) = yo.

Diese Bedingung wird als Anfangsbedingung und die Problemstellung als Anfangswertpro-
blem bezeichnet.

Die Frage nach der Losbarkeit des Anfangswertproblems beantwortet der Existenz-und Ein-
deutigkeitssatz.

Existenz-und Eindeutigkeitssatz
Gegeben sei die Differenzialgleichung:

y=gx,y), g:D-—R,

mit einer partiell nach y differenzierbaren Funktion g. Die Funktionen g und ™ glx,y)
y

seien stetig. Dann besitzt das Anfangswertproblem y’ = g(x, y), y(xo) = xo, genau ei-
ne Losung. Der Definitionsbereich dieser Losung kann soweit erstreckt werden, bis die
Losungskurve den Rand des Gebiets D erreicht.

Aufgabe 1.6: Differenzialgleichung mit nur von x abhingiger rechter Seite losen

Sei g(x) eine auf einem Intervall / stetige Funktion. Man bestimme die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung

Y =gx).
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Welche besondere Eigenschaft besitzt das Richtungsfeld? Welche allgemeine Losung ergibt
?

ich im Fall y’ =
sich im Fall y .y
Losung

Integriert man die Beziehung
y'(x) = gx)

auf beiden Seiten mit einem beliebigen Anfangspunkt xo € I:

X X

/ y'(t)dt = f g(t)dt,

X0 X0

so ergibt sich fiir eine Losung y(x):

X

y(x) = y(x0) +/ g)dr.

X0

Offenbar stellt jede Losung eine Stammfunktion von g dar, und zwei Losungen konnen sich
nur durch eine Konstante unterscheiden. Die allgemeine Losung nimmt die Gestalt an:

X

)’(x)=/g(t)dt+0=[g(x)dx.

X0

Richtungen, die auf einer Parallelen zur y-Achse x = xp abgetragen werden, sind parallel.
Die Isoklinen werden also durch Parallelen zur y-Achse gegeben. Die Losungen konnen in
Richtung der x-Achse verschoben werden.

1
Im Fall g(x) = 1.2 ergibt sich die allgemeine Losung
X

y(x) = arctan(x) 4 c.

mit einer beliebigen Konstanten c. Alle Losungen besitzen das gemeinsame Definitionsintervall
I =R

Bild 1.10: Ldsungen der
Differenzialgleichung
1

y'=
1+ x2
im Richtungsfeld
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Mathematica

Mit DSolve werden Differenzialgleichungen gelost. Man gibt die Gleichung ein sowie die ge-
suchte Funktion und die unabhangige Variable.

DSolve[y'[x] == g[x], y[x], x]

X

{{ylx1 = Cl1] +fg[DSolve‘t]dDSolve‘t}}
0

, 1
DSolve[y'[x] == Tre y[x], x]

. {{y[x] — arctan{x] + C[1]}}

Maple

Mit dsolve werden Differenzialgleichungen gelost. Wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht,
welche Funktion gesucht wird, und von welcher Variablen sie abhéngt, geniigt es, die Gleichung
einzugeben.

dsolve (diff (y(x),x)=g(x));

)
Dsolve(a y(x) =gx)) = (y(x) = / gx)dx + _CI)

dsolve (diff (y(x),x)=1/(1+x"2));

a9 1
Dsolve(a y(x) = l-l-_xz) = (y(x) = arctan(x) + _CI)

Aufgabe 1.7: Differenzialgleichung mit nur von y abhiingiger rechter Seite losen

Sei g(y) eine auf einem Intervall J stetige Funktion. Man bestimme die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung

y =g.

Welche besondere Eigenschaft besitzt das Richtungsfeld? Welche allgemeine Losung ergibt
sich im Fall y’ = ¢¥ ?

Losung

Falls g(yo) = 0 ist, dann stellt y(x) = yp eine konstante Losung dar. Falls g(yo) # O ist und
y(x) eine Losung mit y(xp) = yo, dann konnen wir in einer Umgebung des Punktes (xg, yg)

ihre Umkehrfunktion x(y) betrachten. Mit der Ableitung der Umkehrfunktion bekommen wir

zunachst:
1 1

Yx) g

X oxy) =
2, 6N =
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Verwenden wir nun die gegebene Differenzialgleichung, so bekommen wir folgende Differen-
zialgleichung fiir die Umkehrfunktion:

dx 1

dy ~ g0’

Diese Differenzialgleichung wird dadurch gelost, dass man eine Stammfunktion fiir die rechte
Seite findet:

y y
1 1
x(y) = x(yo) +/ —ds = xg +/ —ds
8(s) 8(s)
Yo Yo
bzw.
y |
x(y)= | —ds+c
8(s)
Yo
oder
»=[—d
x(yy=[| —dy.
Y g(y)

Richtungen, die auf einer Parallelen zur x-Achse y = yy abgetragen werden, sind parallel. Die
Isoklinen werden also durch Parallelen zur x-Achse gegeben.

Im Fall
y'=e
wird man auf die Differenzialgleichung
dx _ _,
dy

fiir die Umkehrfunktionen gefiihrt, deren Losungen
x(y)=x(yo) —e V' +e M =xg—e N+
lauten. Lost man nach y auf, so ergeben sich die folgenden Losungen der Ausgangsgleichung:
yx)=—-In{xo+e™—x), x<xp+e ¥,
bzw.
y(x)=—-In(c—x), x<c.

Jede Losung hat ihr eigenes Definitionsintervall x < c.



12 1 Differenzialgleichungen

Bild 1.11: Lésungen der
Differenzialgleichung

y=e

im Richtungsfeld.

(Die graphische Auflosung ist
nicht hoch genug. Stellenweise
schneiden sich Losungen und
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Richtungen).

Mathematica
DSolve[y'[x] == g[y[x]], y[x], x]
ylx] 4
Solve[ — x + / mdlﬁiﬁ ==0, y[x]]
Clj
DSolve[y'[x] == exply[x]], y[x], X]
{{ylx] = —log[—x + C[1]]}}
Maple

dsolve (diff (y(x),x)=g(y(x)));

y(x)

0 1
Dsolve(a y(x) =gy(x)) =[x — / EE—_-;)d.a + CI=0

dsolve (diff (y(x),x)=exp(y(x)));
3 (x)
Dsolve(g y(x) = &%) = (y(x) = —In(—x — _CI))

Aufgabe 1.8: Ein Anfangswertproblem mit beliebig vielen Losungen betrachten
Gegeben sei das Anfangswertproblem:

yl=3\77’ y(x0) =0,

mit beliebigem xo € R. Man zeige, dass jede der Funktionen:
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x-—@xo—)} , x<x-a
yx) = 0 , xo—a<x=<x+§8
(x—(o+B) . x+p<x

mit beliebigen Konstanten «, 8 > 0 eine Losung darstellt.

Losung Die rechte Seite der Differenzialgleichung

g(x, y) =32

stellt eine auf R x R stetige Funktion dar. Wenn man die Punkte x = xo —a und x = xo + 8
aus dem Definitionsbereich entfernt, kann man ableiten:

3(x — (xo—a))? X <xg—o
y(x) = 0 , xo—a<x<xo+p
3(x —(xo+B)?* xo+B <x

Ferner sieht man leicht, dass in den Punkten x = xo — « und x = xo + B jeweils eine rechts-
und eine linksseitige Ableitung existiert, die beide Null ergeben. Damit haben wir stets eine
differenzierbare Funktion y(x). Einsetzen in die Differenzialgleichung zeigt schlieBlich, dass
eine Losung vorliegt:

3x—(o—a)? , x<x -«

y(x) = 0 , xo—a<x=<xo+8
3(x —(o+B) , xo+B<x
3Jx—(p—a))b , x<xp—a

= 308 , Xo—a<x<xp+pB
3V —(xo+B)8 . xo+B<x

= 3] 2.
des Anfangswertproblems

Y =32, yxg)=0

Auf der x-Achse sind die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes verletzt. Die
partielle Ableitung der rechten Seite nach der Variablen y:

Bild 1.12: Ljsungen

] d _ .f 2
_— s = —3 P
By S = g7V 30y

existiert nicht fiir y = 0.
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Bild 1.13: Die Funktion
g =3 V/y2 und ihre
Ableitungsfunktion fiir y # 0

Aufgabe 1.9: Eine Differenzialgleichung in eine Integralgleichung iiberfiihren

Gegeben sei das Anfangswertproblem

Y =8, y), yxo) =y,
mit einer auf einem Gebiet D C R x R stetigen Funktion g. Bei der Picard-Iteration geht man
zu folgender Intgralgleichung iiber
X
yx) =yo+ f 8, y(1)) dt
X0
und berechnet Naherungslosungen durch die Iteration:

X

ye(x) =yo+/g(t, Ye—1(t)dr, yolx) =y, k=1.

X0

Man zeige, dass jede Losung des Anfangswertproblems eine Losung der Integralgleichung lie-
fert, und dass umgekehrt jede stetige Losung der Integralgleichung eine Losung des Anfangs-
wertproblems liefert.

Losung

Ist y(x) eine Losung des Anfangswertproblems, so bekommt man durch Integrieren:

fy(t)dt =fg(t,y(t))dt

X0 X0

bzw.
X

v =560+ [ g yanar,
X0
also eine Losung der Integralgleichung. Hat man umgekehrt eine stetige Losung der Integral-

gleichung, so stellt man zuerst fest, dass diese Losung differenzierbar sein muss. Durch Ablei-
ten erhdlt man mit dem Hauptsatz:
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Ry

d
y'(x) = d—/g(t, y®)dr = g(x, y(x)).
X

X()

Aufgabe 1.10: Eine Differenzialgleichung durch Picard-Iteration lisen

Man fiihre die Picard-Iteration fiir das folgende Anfangswertproblem durch:
y=2xy, yO =1,

und zeige, dass die Iterierten gegen eine Losung konvergieren.
Losung
Die Picard-Iteration folgende Gestalt an:
.
() =1 +/2t,\'k—l(f)dt~ yo(t) =1.
0

Damit berechnen wir die ersten drei Iterierten zu:

Ry

yilx) = l+/21dr=l+x2

0

X 4
valx) = 1+f21(1+12)an=1+x2+"7

0

X , [4 5 x4 x(,
k) = l+/2t<l+t-+3>a’t=l+x +?+—g.

0
Man bestitigt durch vollstdndige Induktion, dass gilt:

2v

k
Ye(x) = ZXT

v=0

Fiir ¥ = 0 ist die Behauptung richtig. Nehmen wir an, sie gilt fiir irgendein &, dann ergibt sich
firk + I:
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/ s ko 2y
t
Ye+1(x) = 1+f2tyk(t)dt=l+/21 (ZF) dt
0 0 v=0
’ f2vtl
= 1+Z / wll K
x2v+2 koo y2v+2
+Z V2v+2) +UX=(:)v!(v+l)
4 k204D
= !
s+l
k+lx2v
= o
V=0 V!

Somit konvergieren die Picard-Iterierten yi (x) gleichmiBig auf ganz R gegen die Grenzfunkti-
on

2, x2V 2
lim = y(x) = =",
Jim y(x) = y(x) X_(j) .

die offenbar eine Losung des Anfangswertproblems darstellt:

y(x)=2x e = 2x y(x).

Bild 1.14: Ndherungsweise
Losung des

2 Anfangswertproblems:
y=2xy, y0)=1

-2 -1 1 2 durch Picard-Iteration

1.2 Lineare Differenzialgleichungen

Eine Differenzialgleichung heit linear, wenn die rechte Seite eine Funktion darstellt, die in
der Variablen y linear ist. Wird die Variable x fest gehalten, so beschreibt die rechte Seite eine
Gerade tiber der y-Achse.
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Lineare Differenzialgleichung
Eine Differenzialgleichung der Gestalt

¥ =a(x)y + b(x)

wird als lineare Differenzialgleichung bezeichnet. Die Funktionen a und b sind auf einem
Intervall [ stetig.

Zu jeder Anfangsbedingung y(xo) = yo, gibt es genau eine Losung mit dem Definitionsin-
tervall /.

Aufgabe 1.11: Eigenschaften einer linearen Differenzialgleichung nachweisen

Das Richtungsfeld der linearen Differenzialgleichung
Y =a(x)y+bx), ax)#0,

besitzt folgende Eigenschaft. Nimmt man alle Richtungen auf einer Parallelen zur y-Achse und
verlangert sie zu Geraden, so schneiden sich diese Geraden in einem Punkt. Diese Schnitt-
punkte liegen auf der sogenannten Leitkurve. Welche Leitkurve ergibt sich bei den folgenden
Differenzialgleichungen:

\.2
y=y+x und y=xy+xeT, x<0?

Losung

Wir betrachten die Tangente an eine Losung durch den Punkt (xg, yo):
y = (a(xo) yo + b(x0)) (x — x0) + yo.
Nun schneiden wir zwei Tangenten und bekommen:
(a(x0) yo + b(x0)) (x — x0) + yo = (a(xo) Jo + b(x0)) (x — x0) + Jo

bzw.
a(xg) (yo — Yo) (x — x0) — (yo — yo) = 0.
Falls a(xg) # 0 ist, berechnet man folgenden Schnittpunkt:
1 b(xp) )
a(xp)’ a(xo))

(x5(x0), ys(x0)) = (xo -

Alle Schnittpunkte

(x5(x0), ys(x0)), a(xo) #0,

konnen als Kurve mit dem Parameter xq betrachtet werden. (Falls a(xg) = 0 ist, sind die auf
der Geraden x = x¢ vorliegenden Richtungen parallel, und es gibt keinen Schnittpunkt).

Bei der Gleichung y’ = y + x ergibt sich die Leitkurve
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(xo — 1, —xp).
Setzt man s = xo — 1, so bekommt man die explizite Darstellung der Leitkurve

(s,—s—1), seR.

SIS SIS s
PP YYYY, X
PP A A A A A A \
e . \‘Q\
SN\, ]
\\\\/// ==
— & =
\\ = = 4\
\\\ = \\
TR I~ N \\\\
\\\\\\ \\\\\\
NONONN N NN NN 0‘/ NN NN N N
ANNNNNNNN \\\\\\\
NN NN N NN NN NN ZONNNNNNRN
NN N NN NN NN NN NNNNNNNN
ANENANANENENENANENENEN ANANANANENENENENEN
SIS SIS S S
Y Y oy
NAAARAAAS Tl
//////// P
/////// — ///
/j:ﬁi/ = iiﬁi:
— \\\7// = ///
= S = = a =
=¥ — S——— = - _—=— —
= N — N
= &8 > =& S
N \\\\ N 4
’0?7/ SN < \\\\ NN
\\\\\\ N %’f NN NN N
’” CNNNNNNN T /NN N
\\\\\\\\ 977 0NNNNN A NN
7NN S ’,} NNN N NN RN NNN N
ZNNININININNINININ INENENENENENENE NENENEN N

Bild 1.15: Richtungsfeld und Leitkurve der Differenzialgleichung v/ = v + x

9

N

Bei der Gleichung y" = x v + x e 7, x < 0, ergibt sich die Leitkurve

ki

Xg)— —,—e
X0

Setzt man

S

0 ER &= xp=+InG2), s<0.

so bekommt man die explizite Darstellung der Leitkurve

§ = —e

1
VIn(s?) — ———.s5} . 0.
s NS s s <
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x%
2

Bild 1.16: Richtungsfeld und Leitkurve der Differenzialgleichung y=xy+xeZ ,x<0

Wir unterscheiden wie bei den linearen Gleichungssystemen homogene und inhomogene linea-
re Differenzialgleichungen.

Inhomogene Differenzialgleichung

Verschwindet die Funktion b identisch, so heiBt die Differenzialgleichung homogen, an-
dernfalls heiBt sie inhomogen. Man nennt y' = a(x) y auch die zu y’ = a(x)y + b(x)
gehorige homogene Gleichung.

Analog zu den linearen Gleichungssystemen betrachten wir zuerst das homogene Problem. Zur
Lésung einer homogenen Gleichung benétigt man lediglich eine Stammfunktion der Koeffizi-
entenfunktion.

Allgemeine Losung einer homogenen Differenzialgleichung
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

y =ax)y
lautet mit beliebigem ¢ € R:

y(x) = cefawdx
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Aufgabe 1.12: Allgemeine Lisung einer homogenen Differenzialgleichung bestimmen

Man betrachte die folgenden Differenzialgleichungen

1
y==y, Y=--y,
X X

jeweils in der linken Halbebene x < 0 sowie in der rechten Halbebene x > 0 und bestimme die
allgemeine L3sung.

Losung

1
Wir benotigen eine Stammfunktion von — und konnen in beiden Halbebenen wahlen:
x

/ ldx = In(|x]).
X

Damit bekommen wir im ersten Fall die allgemeine Losung (mit einer beliebigen Konstanten
c)

yx)=cx, x<0, bzw. x>0,

in beiden Halbebenen. Da die Geraden y(x) = ¢x,x € R, iiberall stetig differenzierbar sind
und der Grenziibergang x — 0 keine Schwierigkeiten bereitet, betrachtet man die Ursprungs-
geraden auch als Losung der Differenzialgleichung auf ganz R. Die Gerade x = 0 teilt die
Ebene aber in zwei Gebiete ein, in denen die Differenzialgleichung sinnvoll ist. Es gibt keine

Bild 1.17: Losungen der
Differenzialgleichung
1

’

y = z y
im Richtungsfeld

Im zweiten Fall lautet die allgemeine Losung (mit einer beliebigen Konstanten ¢):

y(x)=£, x<0, bzw. x>0,
X

Genau wie die Koeffizientenfunktion haben alle Losungen hier einen Pol bei x = 0.
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Aufgabe 1.13

Man bestimme die allgemeine Losung von

y =lxly

und zeichne einige Losungen im Richtungsfeld.

.

Losung

|x| ist stetig, aber nicht differenzierbar. Trotzdem sind die

Die Koeffizientenfunktion a(x)

Losungen differenzierbar. bei der Ermittlung einer Stammfunktion nehmen wir eine Fallunter-

scheidung vor. Wenn wir von der unteren Grenze xo = 0 integrieren, ergibt sich:

Damit bekommt man auch die allgemeine Losung:

XX
(")=ce_£'l x eR.

y(x) =ce’

Bild 1.19: Losungen der
Differenzialgleichung

|x|
im Richtungsfeld

[N R O N N
IR

RN Y

ASS DS SENNNN
ESSSCRURNNNNNNN

N
VN

e N

Mathematica

Der Betrag wird nicht vereinfacht.

yIx1. x]

1

DSolve[y'[x] == Abs[x] y[x]
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{{y[x] — e%x vV Im[x]z-i-lle[)(]2 C[l]}}

Maple

dsolve (diff (y(x),x)=abs(x)*y(x));
3 (1/21x] x)
Dsolve(a yx) = Ixl yx)) = (y(x) = Cle )

Aufgabe 1.14: Eigenschaften von Losungen aus ihrer Differenzialgleichung herleiten

Seia:[—a,a] = R, (@ > 0), eine stetige Funktion und
y =a@x)y.

Man zeige:

Falls a eine ungerade Funktion ist: a(x) = —a(—x), dann ist jede Losung gerade: y(x) =
y(—x) eine Losung.

Falls a eine gerade Funktion ist: a(x) = a(—x) und y(x), (y(x) # 0), eine Losung, dann ist

auch y(x) = eine Losung.

1
y(=x)

Losung

Wir iiberlegen uns zum ersten Teil: Ist y(x) eine Losung von y' = a(x)y, so ist y(x) = y(—x)
auch eine Losung.

¥'(x) = —y'(=x) = —a(—x)y(—x) = a(x)j(x).

Da y(x) und y(x) in x = O denselben Anfangswert besitzen, miissen sie identisch sein. Und
zum zweiten Teil:

V()= Y =a(—x) LI a(x) y(x).
y(—x)? y(—x)

Aufgabe 1.15: Eigenschaften der Exponentialfunktion herleiten

Man zeige, dass die Losung des Anfangswertproblems
Y=y, y0=1,
der Funktionalgleichung
y(x +2z)=y(x)y(z) firalle x,zeR

geniigt, ohne dass man diese Losung explizit beniitzt.
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Losung

Zunichst besitzt das Anfangswertproblem nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz genau
eine auf ganz R erklirte Losung y(x). Mit y(x) ist auch y(x) = y(x + z) eine Losung, welche
die Anfangsbedingung y(0) = y(z) erfiillt. Da die Losung y(x) den ganzen Losungsraum
aufspannt, muss mit einer Konstanten ¢ gelten: y(x) = cy(x). SchlieBlich bekommt man ¢ =
y(0) = y(z2), wegen y(0) = 1, und damit die Behauptung.

Aufgabe 1.16: Losung mit einer bestimmten Eigenschaft finden
Man bestimme diejenige Losung y(x) der Differenzialgleichung:
, x
=T

welche die Bedingung erfillt: rll{go x y(x) = 1. Man skizziere diese Losung.
Losung
Die allgemeine Losung dieser linearen homogenen Differenzialgleichung hat die Gestalt:

c
N

(Jede Losung ist gerade). Mit der allgemeinen Losung bekommt man folgenden Grenzwert:

_f_x | 2
yx)=ce J 354 2 om0+

. c . c
llmx2—1=l|m —I=C.
X—>00 X + X—>00

‘/l+;§

Die geforderte Grenzwertbeziehung wird also fiir ¢ = 1 erfiillt. Die gesuchte Losung lautet:

1
NSZEe

y(x) =

0.6 Bild 1.20: Die Losung

0.4 y(x) N

0.2 Vx2+1

der Differenzialgleichung
x

-3 2 2 1 }', - _ y

241

Bei der Losung eines Anfangswertproblems kann man von der allgemeinen Losung ausgehen
und die Konstante anpassen. Man kann aber auch bestimmt integrieren, dann ergibt sich die
Losung des Anfangswertproblems direkt.
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Anfangswertproblem bei einer homogenen Differenzialgleichung
Die Losung des Anfangswertproblems

Yy =ax)y, yxo)=yo,
lautet:

Y(x) = yoeho SO

Aufgabe 1.17: Anfangswertproblem einer homogenen Gleichung losen

Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems
y' =xcos(x)y, y(m)=yo,

und zeichne die Losung im Richtungsfeld.

Losung

Es gibt zwei Moglichkeiten zur Losung des Anfangswertproblems.

1.) Wir kénnen die Losungsformel (mit bestimmter Integration) iibernehmen:

y(x) = 3ef,ft cos(r)dr

Mit der Stammfunktion
t cos(t)dt = cos(t) + ¢ sin(z)

ergibt sich zunachst
X

/t cos(t) dt = cos(x) + x sin(x) + 1

und
cos(x)+x sin(x)+1

y(x)=ype

2.) Wir konnen die allgemeine Losung aufschreiben (mit unbestimmter Integration und einer
beliebigen Konstante c):

y(x) = Cefx cos(x)dx _ cecos(x)+x sin(x) .

Nun muss die Konstante so gewahlt werden, dass die Anfangsbedingung erfiillt wird:

yo = Cecos(zr)+7r sin(r) — Ce-—l .

Das heiBt, fiir
c=ype

bekommt man diejenige Losung, welche die Anfangsbedingung erfiillt.
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/- |
/7 |
/! |
/I p |
o/ |
4 r
/7 |
/7 |
A |
e |
S |
v |
- S S - [
- | Bild 1.21: Die Lisung des
A Anfangswertproblems
7
—— /Y =xcos(x)y,ym) =y,
im Richtungsfeld

Mathematica

Mit DSolve kann man ein Anfangswertproblem losen. Die Anfangsbedingung wird als weitere
Gleichung eingegeben.

DSolve[{y'[x] == x cos[x] y[x], y[] == yo}, y[x], X]

{{y[x] — yg ! Feostxltx sinlxl})

Maple

Mit DSolve kann man ein Anfangswertproblem l6sen. Die Anfangsbedingung wird als weitere
Gleichung eingegeben. Man muss nun aber auch die gesuchte Funktion eingeben.

dsolve ({diff (y(x),x)=x*cos (x)*y(x),y(Pi)=y 0},y(x));

a
Dsolve({a y(x) = xcos(x) y(x), y() = yo}, y(x))

e(cos(x)+x sin{x))
= 00 =50 M) = sinh(1)

convert {(cosh (1) -sinh (1) ,exp) ;

Die Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung ergibt eine Losung der homogenen
Gleichung. Dieser Grundgedanke ist wie bei den linearen Gleichungssytemen der Schliissel zur
Losung des inhomogenen Problems.
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Aligemeine Lésung einer inhomogenen Differenzialgleichung
Die allgemeine Lsung der inhomogenen Gleichung

y =a(x)y+bx)
hat die Gestalit:
y(x) = cel 9 Ly (x).

Hierbei ist ¢ € R eine beliebige Konstante und y, eine beliebige partikuldre Losung der
inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung setzt sich
additiv zusammen aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und einer parti-
kuldren Losung der inhomogenen Gleichung.

Zur Herstellung einer partikuldren Losung der inhomomogenen Gleichung dient die Methode
der Variation der Konstanten.

Variation der Konstanten
Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
y' = a(x) y + b(x) wird gegeben durch:

yp(x) = Cp(x) efa(x)dx , Cp(X) —= /b(X) e—fa(x)dx dx .

Man kann bei der Variation der Konstanten auch bestimmte Integrale verwenden. Dies emp-
fiehlt sich hiufig bei der Losung eines Anfangswertproblems. Man erhalt dann allerdings etwas
uniibersichtliche Formeln.

Anfangswertproblem bei einer inhomogenen Differenzialgleichung
Die Losung des Anfangswertproblems

y =ax)y+bx), y(xo) = yo,

lautet:

! a(s)ds

X
¥ = [ yo+ f b(t)e el 20"
X

dt

Aufgabe 1.18: Partikulire Losung der inhomogenen Gleichung nachweisen

Gegeben sei die inhomogene Gleichung
Yy =ax)y+bx).

Man zeige, dass durch
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Yp(x) = cp) e AW e () = / b(x) e~ adx gy

eine partikulare Losung gegeben wird. Durch Differenzieren zeige man direkt, dass

X
Fpx) = /b(t)e_f"l awyds g} awyde

X2

sogar fur beliebige x{, x € I eine Losung darstellt.
Losung

Die Funktion
yh(x) = ef a0

stellt eine Losung der homogenen Gleichung dar. Nun setzen wir
Yp(x) = cp(x) yn(x)
in die inhomogene Differenzialgleichung ein und bekommen
¢, () yr(x) + ¢p(x) yj(x) = a(x) cp(x) yn(x) + b(x).
Da y;, die homegene Gleichung 16st, bleibt noch folgende Bedingung fiir ¢
¢, (x) ya(x) = b(x)

bzw.

c,(x) = b(x) e Jawdx
Ist ¢, also irgend eine Stammfunktion von b(x)e_f a(x)dx
mogenen Gleichung dar.

, so stellt y, eine Losung der inho-

Differenziert man y,(x), so ergibt sich:

5);,()() _ b(x)e_ﬁ'l a(s)ds efh a(t)dt

X
+ /b(t)e_f"'l s gy | i a®dt

2

b(x) + yp(x)a(x).

Man muss also nicht x; = x» = x( wahlen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass man bei der
von Stammfunktionen frei ist.

Aufgabe 1.19: Ein Anfangswertproblem fiir eine inhomogenene Gleichung lésen

Man l6se das folgende Anfangswertproblem:

¥ +sin(x) y = sin(x), y(0) =3,
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indem man erstens von der allgemeinen Losung ausgeht und zweitens die Losungsformel fiir
Anfangswertprobleme beniitzt.

Losung
Die homogene Gleichung lautet:
y = —sin(x)y
und besitzt die allgemeine Losung
hx) = e

Eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung ergibt sich durch Variation der Konstan-
ten:

Yp(x) = cplx) e
mit
cpx) = f sin(x) e~ M) gx = g7 COSx)
Insgesamt bekommt man die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:
y(x) — (C+e—cos(x)) ecos(x) — cecos(x) +1
mit einer beliebigen Konstanten c. Damit die Anfangsbedingung erfiillt wird, muss gelten
3=ce' +1.
Setzt man also ¢ = 2e~!, so erhilt man die Losung des Anfangswertproblems:

y(x) = 2ecos(x)—l +1.

Das Anfangswertproblem kann direkt gelost werden:

X

yx) = 3+ f sin(r) e~ Jo (s ds gy | pJy (—sin(n) de
0
X
= 3 +/ sin(?) e oS+ go 1 jeostx)—1
0
- (3 t+e (e—cos(x) _ e—l)) Ot~
2ecos(x)~l + 1.
2.7
2.5
2.%5

w10 T 10 Bild 1.22: Die Lisung des
Anfangswertproblems
1.5 Y+ sin(x) y = sin(x),

y(0) =3,
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Mathematica
DSolvely'[x] + sin[x] y[x] == sin[x], y[x], x]
{ylx] > 1+ ey
DSolve[y'[x] + sin[x] y|x] == sin[x], y[0] == 3}, y[x]. x]
{ylx] > 1427 el
Maple

dsolve (diff (y(x),x)+sin(x)*y(x)=sin(x));

Dsolve((% y(x)) + sin(x) y(x) = sin(x)) = (y(x) = 1 4 %% _CI)

dsolve (diff (y(x),x)+sin(x) *y(x)=sin(x),y(0)=3,y(x));

d
Dsolve({(g; y(x)) + sin(x) y(x) = sin(x), y(0) = 3}, y(x))

ecos(x )

= =l+2—
(@) + cosh(1) + sinh(l ))
Aufgabe 1.20: Ein Anfangswertproblem fiir eine inhomogenene Gleichung lésen

Man lose das folgende Anfangswertproblem:
’ 2 2
y —;y:x sin3x), y(1)=0,

indem man von der allgemeinen Losung ausgeht.
Losung

Die Differenzialgleichung kann in der rechten Halbebene x > 0 oder in der linken Halbebene
x < 0 betrachtet werden. Da der Anfangspunkt in der rechten Halbebene liegt, suchen wir dort
nach der allgemeinen Losung. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:

2. -
yi(x) =cel 195 =M — ¢ 2,

Variation der Konstanten liefert eine partikulare Lésung der inhomogenen Gleichung:

(f x2 sin(3x)e? l"('”abc) x2
(/ sin(3 x)dx) x2

1
= -3 cos(3 )c))c2 .

yp(x)
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Damit lautet die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:

2

1
y(x)=cx° — 3 cos(3x)x2, x>0.

Die Anfangangsbedingung fiihrt auf die Forderung:
1 1
0=c— 3 cos3) <= c¢= 3 cos(3).
Die Losung des Anfangswertproblems lautet somit:
1
y(x) = 3 (cos(3) — cos(3x))x2, x>0.

Obwohl die Differenzialgleichung bei x = O nicht erklart ist, sind ihre Losungen fiir alle x € R
erklart.

50

40

30

20 Bild 1.23: Die Lisung des
Anfangswertproblems

10 5
y —Zy=1x%sin(3x)

1 2 3 4 5 6 7 ,V(|)=0

Aufgabe 1.21: Partikulire Losung bestimmen

Man bestimme eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung
y =ay+acos(x +8).

(Dabei sind a, o, § Konstante). Man fithre zuerst Variation der Konstanten durch und bestimme
dann eine partikulare Losung, indem man den Ansatz

yp(x) = A cos(x + 8) + B sin(x + 8)

einsetzt.
Losung

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ergibt sich sofort zu
yn(x) =ce".
Damit erhélt man eine partikulidre Losung durch Variation der Konstanten:
yp(x) = cp(x) e*”

mit
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cpx) = /a cos(x +8)e “Fdx

fﬁ(—a cos(x + 8) +sin(x + 8)) e “*.

Insgesamt bekommen wir:
yplx) = H‘f—az(—a cos(x +8) + sin(x +8)).
Nun setzen wir den Ansatz y,(x) = A cos(x + ) + B sin(x + §) in die Gleichung ein:
—A sin(x + 8) + B cos(x + 8) = a (A cos(x + &) + B sin(x + 8)) + «a cos(x + )
und fassen zusammen:
(—A—aB)sinx+8)+(B—aA—a)cos(x+8)=0.
Dies fiihrt auf das folgende Gleichungssystem:
A+aB=0, —-aA+B=a,
mit der Losung

a 1

A=-a—2  B—a— .
al+a2 al+a2

Maple

factor (int (alpha*cos (x+delta) *exp (-a*x) ,x));

a e~ (g cos(x + 8) — sin(x + 8))
a?+1

/a cos(x + &) e P dx = —

Aufgabe 1.22: Verhalten der Lésungen im Unendlichen betrachten

Seia <Oundb: R —> R eine stetige Funktion mit dem Grenzwert:
Jim b(r)=b.

Man zeige, dass jede Losung y(x) der Differenzialgleichung
Y =ay+bx)

den folgenden Grenzwert besitzt:

lim y(x)=—-.
X—>00 a
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Losung
Die allgemeine Losung ergibt sich durch Variation der Konstanten:
x
y(x) =ce** + / b(t)ye “'dt | e**.

0

Der erste Summand strebt gegen Null bei x —> oc0. Der grenzwert des zweiten Summanden
kann mit der Regel von de I’ Hospital berechnet werden:

X

lim /b(t)e“"dt e =

X—=>00

- f;; b(t) e ¢! dt

xX—00 e 4x
[

d X -
= lim i (Jsy b e dr)

T e
b(x)e 9 b
= lim — = ——

x—>00 —qe 94X a

Aufgabe 1.23: Verhalten im Unendlichen und partikuliire Lésung bestimmen

Man bestimme die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
y/ = _y+x3e—.l‘+2
und ihren Grenzwert fiir x — oo. Man bestimme eine partikulire Losung, indem man die

folgenden Differenzialgleichungen betrachtet:

!’

y=-y+x3e”

b ¢

und y' = —y+2.

Losung
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet

yh(x) =ce™.

Durch Variation der Konstanten ergibt sich folgende partikulire Losung:
</ (x3 e+ 2) e* dx) e *
= (/(x3 +2e"‘)dx> e "

4
= %e"‘+2.

yp(x)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet somit:
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4
yx)=ce " + £4— e 42,

Fiir alle Losungen gilt:
lim y(x)=1.
X—>00

Ist yp eine partikuldre Losung von
y=-y+ e ¥
und y),» eine partikulire Losung von
y=-y+1,
so stellt ihre Summe eine Losung der Ausgangsgleichung dar:

Yo (0) + Yia(6) = =(rp1 () + yp2(x)) + x7 e~ +2.

/x3 e fer dx) e
/x3 dx) e
4

= e—X

Durch Variation der Konstanten erhalt man:

ypl(x) =

I
L

»|

Die partikulére Losung yp,2(x) = 2 sieht man sofort.

5
4

3

Bild 1.24: Losungen der
Differenzialgleichung
2 2 4 6 Y4y=xte 42
Mathematica

DSolve[y'[x] + y[x] == x3 e * + 1, y[x], x]
{{yx1 - %e"‘ (e +xH+e¥ Cl11}}
Maple

dsolve (diff (y(x),x)+y(x)=x"3*exp(-x)+1,y(x));
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Dsolve((% y(x)) +y(x) = e 41, y(x))

I
=0 =7 x4 140

Aufgabe 1.24: Eine nichtlineare Differenzialgleichung auf eine lineare zuriickfiihren
Im Quadranten x > 0, y > 0, werde folgende Differenzialgleichung gegeben:
;2 y:+4x2
= =y .

Man bestimme die allgemeine Losung y(x), indem man u(x) = y()c)2 setzt und eine Differen-
zialgleichung fiir #(x) herleitet.
Losung
Sei y(x) Losung der gegebenen Gleichung, dann gilt fir u(x) = y(x)2:

Wx)y = 2y(x)y'x)
2y(x)*+4x?

x y(x)

) 2y(x)2 +4x?
x

= 2y(x)

4
= —u(x)+8x.
X
Fiir die Funktion u(x) ergibt sich die folgende lineare, inhomogene Gleichung:

W=—-u+8x, x>0.
x

Eine Einschrankung an # wird nicht an die neue Differenzialgleichung weiter gegeben. Die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:

1
up(x) = cel4xdx — At — (x4

Durch Variation der Konstanten erhaltenen wir eine partikulare Losung der inhomogenen Glei-

chung:
(/ 8xe ™t l“("’dx) x*

up(x)

I
N
—

oo

w' -

a

=
N—

=

I



