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Vorwort

Thema dieses Buches sind integrierte Navigationssysteme, wobei der Schwerpunkt auf
der Kombination von inertialer Navigation mit Satellitennavigationssystemen liegt. Zum
einen sind diese Systeme weit verbreitet, zum anderen kénnen anhand dieser Thematik
die meisten in der Navigation benttigten Techniken, Verfahren und Methoden behan-
delt werden. Dies umfasst eine Beschreibung der eingesetzten Subsysteme und deren
Sensoren sowie die Verarbeitung von Sensordaten mit Hilfe von stochastischen Filtern.

Mit der detaillierten Darstellung der Strapdown-Rechnung und den dafiir bendtigten
Prinzipien wie Koordinatensystemstransformationen, Quaternionen und Eulerwinkeln
wird in die Technik der inertialen Navigation eingefiihrt. Grundlegende Mechanismen
wie die Schuler Oszillationen oder die Instabilitit des Hohenkanals werden ebenfalls
herausgearbeitet.

Durch die Erldauterung der Signalverarbeitung in einem GPS-Empfinger wird ein Ver-
stdndnis fiir die von einem GPS-Empfianger zur Verfiigung gestellten Messgrofien vermit-
telt. Die angesprochenen Zusammenhinge dieser Messgrofien mit der Position und Ge-
schwindigkeit des Empfiangers ermoglichen die Entwicklung von Algorithmen zu deren
Nutzung in einem integrierten Navigationssystem. Die Diskussion der in der Satelliten-
navigation relevanten Fehlerquellen vermittelt einen Eindruck von der zu erwartenden
Genauigkeit der Navigationsinformationen.

Eine Einfithrung in die stochastische Filterung mit den Schwerpunkten Kalman-Filter
und erweiterte sowie linearisierte Kalman-Filter schafft die theoretischen Kenntnisse,
die fiir das Verstédndnis der Datenfusionsalgorithmen in einem integrierten Navigations-
system benstigt werden.

Diese Buch richtet sich an Studierende der Luft- und Raumfahrt oder verwandter Ge-
biete, aber auch an den Systemingenieur, der zeiteffizient ein umfassendes Verstéindnis
dieser Thematik entwickeln muss, um entscheidungsfihig zu sein. Groler Wert wur-
de darauf gelegt, den Bezug der erarbeiteten Theorie zur Praxis anhand von Beispielen
darzulegen, die aus den Bereichen GPS/INS-Integration, Transfer Alignment und Micro
Aerial Vehicles gewihlt wurden. Denn nur wenn der praktische Nutzen der vermittelten
Theorie erkennbar ist, kann diese vom Leser spéter gewinnbringend eingesetzt werden.

Miinchen J. Wendel
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1 Einleitung

Navigationsinformationen werden bei einer Vielzahl von Anwendungen benétigt. Vor al-
lem in der Seefahrt war man schon zu frithesten Zeiten darauf angewiesen, Position und
Kurs zu kennen; fehlerhafte Navigationsinformationen fithrten zum Verlust unzéhliger
Schiffe. Eines der bekanntesten Beispiele hierfiir ist der Untergang von vier englischen
Kriegsschiffen am 22. Oktober 1707, die sich nach siegreicher Schlacht bei Gibraltar
auf der Riickfahrt nach England befanden und aufgrund eines fehlerhaft berechneten
Langengrades mit den Scilly Inseln kollidierten, was zweitausend Menschen das Leben
kostete [116]. Zur damaligen Zeit war man noch auf eine frithe Form der Koppelna-
vigation angewiesen, die zuriickgelegte Strecke wurde mit dem Log und der Kurs mit
dem Kompass bestimmt. Da sich hierbei die Fehler mit der Zeit aufsummierten, wurden
Stiitzinformationen benétigt; so konnte bespielsweise der Breitengrad mit einem Sex-
tanten anhand des Sonnenstandes ermittelt werden, die Bestimmung des Lingengrades,
also die Unfallursache in der Nacht vom 22. Oktober 1707, blieb jedoch in Ermangelung
genauer Uhren oder einfach durchfithrbarer astronomischer Beobachtungen noch lange
Zeit ein Problem.

Heutzutage werden vielfach integrierte Navigationssysteme eingesetzt, die dadurch ge-
kennzeichnet sind, dass die verschiedensten Navigationsverfahren und Sensoren kom-
biniert werden. Ziel ist hierbei, durch die Vorteile des einen Navigationsverfahrens die
Nachteile eines anderen Navigationsverfahrens zu kompensieren und wenn méglich eine
gewisse Redundanz zu schaffen. Der Grundgedanke dieser Navigationssysteme &hnelt
aber haufig immer noch in erstaunlicher Weise der Koppelnavigation der Seefahrer frii-
herer Jahrhunderte: Extrapolation der Position anhand der zuriickgelegten Strecke und
der Bewegungsrichtung sowie Korrektur der Navigationslosung durch Einbeziehung zu-
sétzlicher Messungen. Die Extrapolation der Position kann heute durch ein Inertialnavi-
gationssystem (INS), das auch als Trégheitsnavigationssystem bezeichnet wird, erfolgen.
Fiir die Korrektur der Navigationslosung kénnen Messungen eines GPS-Empfiangers her-
angezogen werden. Die Leistungsfiihigkeit eines solchen integrierten GPS/INS-Systems
ist durchaus beeindruckend. Allerdings steigen auch stéindig die Anforderungen, die
an ein Navigationssystem beziiglich Genauigkeit, Zuverlissigkeit und Verfiigbarkeit der
Navigationsinformationen gestellt werden, dies gilt insbesondere in der Luftfahrt. Hier-
bei dienen Navigationsinformationen hiufig als Eingangsgrofien der Flugregelung, so
dass neben Positions- und Geschwindigkeitsinformationen auch Lageinformationen von
besonderem Interesse sind.

Ziel dieses Buches ist es, eine umfassende Einfithrung in die Sensorik und Algorithmik
integrierter Navigationssysteme zu geben.

In einem Inertialnavigationssystem kommen Beschleunigungssensoren und Drehraten-
sensoren zum Einsatz. Anhand der Drehratensensoren kann die Lage in der Zeit pro-
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pagiert werden. Die so gewonnenen Lageinformationen erlauben es, die gemessenen Be-
schleunigungen so umzurechnen, dass die Bestimmung von Geschwindigkeits- und Posi-
tionsénderungen gegeniiber der Erde moglich wird. Die dabei eingesetzten Inertialsen-
soren nutzen unterschiedliche physikalische Effekte, die letztendlich auch die Giite der
Sensoren und damit des Inertialnavigationssystems bestimmen. Neben den in der iner-
tialen Navigation benotigten mathematischen Zusammenhéngen werden daher auch die
eingesetzten Sensoren und die Fehlercharakteristiken eines Inertialnavigationssystems
beschrieben.

Schliefllich wird auf das Navstar Global Positioning System, kurz GPS, eingegangen, das
eine Stiitzung der Inertialnavigation ermoglicht. Hierbei werden die prinzipielle Funk-
tionsweise eines GPS-Empfangers und die gelieferten Beobachtungsgréfien beschrieben.
Eine Diskussion der Fehlerquellen bei der Positions- und Geschwindigkeitsbestimmung
mittels GPS sowie ein kurzer Ausblick auf das européische Satellitennavigationssystem
Galileo schlieflen dieses Kapitel ab.

Ein wesentlicher Teil dieses Buches ist der stochastischen Filterung gewidmet. Prinzi-
piell kénnen stochastische Filter dazu genutzt werden, den Zustand eines vorzugsweise
linearen Systems anhand von vorliegenden Messungen zu schétzen. Neben einer Ein-
fithrung in die Theorie linearer Systeme und einer Ubersicht iiber einige stochastische
Grundlagen wird das am h#ufigsten eingesetzte stochastische Filter, das Kalman-Filter,
ausfiithrlich diskutiert. Hierbei wird auch auf das erweiterte Kalman-Filter und das li-
nearisierte Kalman-Filter eingegangen, die bei schwach nichtlinearen Systemen oder
schwach nichtlinearen Zusammenhéngen zwischen Messwerten und Systemzustand ein-
gesetzt werden kénnen. Dariiber hinaus wird die Klasse der Sigma Point Kalman-Filter
angesprochen, die bei vorliegenden Nichtlinearitdten bessere Ergebnisse als z.B. ein
erweitertes Kalman-Filter liefern konnen. Eine Diskussion der Filterung bei zeitkorre-
liertem System- oder Messrauschen schliefit dieses Kapitel ab.

Im verbleibenden Teil dieses Buches werden Anwendungsbeipiele integrierter Naviga-
tionssysteme detailliert betrachtet. So wird auf unterschiedliche Systemarchitekturen bei
der GPS/INS-Integration eingegangen, die unter den Begriffen Loosely Coupled System
und Tightly Coupled System bekannt sind. Dazu werden der systematische Entwurf
entsprechender Navigationsfilter beschrieben und anhand von numerischen Simulatio-
nen die unterschiedlichen Charakteristiken dieser Integrationsanséitze herausgearbeitet
und anschlieBend experimentell verifiziert. Schlielich wird auf ein Verfahren eingegan-
gen, mit dem die Leistungsfihigkeit eines Tightly Coupled Systems durch die Verar-
beitung zeitlicher Differenzen von Trigerphasenmessungen deutlich gesteigert werden
kann, ohne dass wie normalerweise bei der Verarbeitung von Triagerphasenmessungen ei-
ne Differential GPS Base Station benotigt wird. Schliellich wird aufgezeigt, dass obwohl
GPS/INS-Integration formal ein nichtlineares Filterproblem darstellt, der Einsatz von
Sigma-Point-Kalman-Filtern hier zu keiner Steigerung von Genauigkeit oder Integri-
tét der Navigationslosung fithren kann. Die Beriicksichtigung der Zeitdifferenz zwischen
Giiltigkeit und Verfiigbarkeit von Stiitzinformationen wird ebenfalls thematisiert.

Als weiteres Anwendungsbeispiel wird Transfer Alignment betrachtet. Darunter versteht
man die Bestimmung der initialen Navigationslosung eines Inertialnavigationssystems
oder eines integrierten GPS/INS-Systems unter Verwendung der Navigationslosung ei-
nes zweiten, meist deutlich hochwertigeren Navigationssystems. Die unterschiedlichen
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Ansétze zur Bestimmung einer solchen initialen Navigationslosung werden erldutert,
bevor auf den Einfluss von Vibrationen eingegangen wird. Vibrationen zeigen sich als
zusétzliches, zeitkorreliertes Rauschen der Inertialsensoren. Schliefilich wird ein Ver-
fahren vorgestellt, dass die Beriicksichtigung dieses zeitkorrelierten Rauschens erlaubt,
ohne dass der Zustandsvektor des Filters erweitert werden muss. Dies ist im Hinblick
auf den Rechenaufwand und die numerische Robustheit des Filters von Vorteil.

Abschlieflend wird noch auf ein unbemanntes, schwebeflugfihiges Fluggerit eingegan-
gen, bei dem beziiglich des Navigationssystementwurfs einige Besonderheiten zu beach-
ten sind: Zum einen ist im ortsfesten Schwebeflug und im geradlienigen, gleichférmigen
Flug der Yaw-Winkel, also der Winkel gegeniiber der Nordrichtung, bei einem GPS/INS-
System unbeobachtbar. Daher wurde zusétzlich ein Magnetometer, das Messungen des
Erdmagnetfeldvektors liefert, in das Navigationssystem integriert. Zum anderen ist auf-
grund der geringen Giite der aus Platz- und Gewichtsgriinden eingesetzten MEMS-
Inertialsensoren die iibliche Vorgehensweise der Uberbriickung von GPS-Ausfillen an-
hand der Inertialnavigation nicht moglich, da die Lagefehler zu schnell mit der Zeit
anwachsen und somit eine Stabilisierung des Fluggerits unméglich machen wiirden. Da-
her wird wihrend GPS-Ausfillen ein Lagefilter verwendet, das die Langzeitgenauigkeit
der Lageinformationen dadurch erzielt, dass Beschleunigunsmessungen und Magneto-
meterdaten als Stiitzinformationen verarbeitet werden. Hierbei wird ausgenutzt, dass
die Messungen der Beschleunigungssensoren von der Schwerbeschleunigung dominiert
sind. Auch hier wird die Leistungsfdhigkeit der entwickelten Algorithmik anhand von
numerischen Simulationen und den Ergebnissen von Flugversuchen aufgezeigt.






2 Lineare Systeme

Um Aussagen treffen zu kénnen, mit welchen Ausgangsgréfien ein physikalisches System
auf bestimmte Eingangsgrofien reagiert, ist eine mathematische Beschreibung des Sy-
stemverhaltens notwendig. Hierbei ist meist ein Kompromiss zwischen mathematischer
Komplexitit und geforderter Genauigkeit der Systembeschreibung zu treffen. Reale Sy-
steme weisen praktisch immer in irgendeiner Form Nichtlinearitéten auf. Diese miissen
jedoch nicht dominant sein, haufig stellt sich das Verhalten des nichtlinearen Systems
in der N#he eines Arbeitspunktes als niherungsweise linear dar. Aufgrund der guten
mathematischen Handhabbarkeit bietet sich in solchen Féllen eine lineare Systembe-
schreibung an.

Lineare Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass fiir Ein- und Ausgangsgréfien das
Superpositionsprinzip und das Uberlagerungsprinzip gelten. Ein SISO (Single-Input-
Single-Output) System bildet eine Eingangsgrofie u(t) iiber einen Operator f{} auf
eine Ausgangsgrofie x(t) ab:

z(t) = fu®)} (2.1)

Reagiert dieses System auf eine beliebige Eingangsgrofie wy(¢) mit der Ausgangsgrofie
x1(t) und auf eine beliebige Eingangsgrofle us(t) mit der Ausgangsgréfie z2(t), so sind
Superpositionsprinzip und Verstéirkungsprinzip erfiillt, wenn fiir beliebige Konstanten
c1 und co gilt:

c121(t) + coxa(t) = f{clul(t) + CQ'LLQ(t)} (2.2)

Beispiel RC-Glied

Im Folgenden soll als Beispiel fiir ein lineares System ein RC-Glied betrachtet werden,
siche Abb. 2.1. Die Eingangsspannung ist mit u(t) bezeichnet, x(t) ist die Ausgangs-
spannung. Dieses RC-Glied realisiert einen Tiefpass 1. Ordnung. Setzt man wo = 55,
so findet man fiir die Differentialgleichung des RC-Gliedes

dgzl—(tt) + woz(t) = wou(t) . (2.3)

Die zur Losung der Differentialgleichung notwendige Randbedingung sei durch z(0) = 0
gegeben. Transformiert man Gl. (2.3) in den Laplace-Bereich, erhilt man

sX(s) +woX(s) =woUl(s) . (2.4)
Die Ubertragungsfunktion G(s) dieses Tiefpasses

U(s) (2.5)

wo
s+ wo

X(s) =G(s)U(s) =
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Abbildung 2.1: RC-Glied.

gibt Aufschliisse iiber die Systemstabilitiit: Liegen die Pole der Ubertragungsfunktion
in der linken Halbebene des s-Bereichs, ist das System BIBO (Bounded-Input-Bounded-
Output) stabil, d.h. endliche Eingangsgréfien haben nur endliche Ausgangsgréen zur
Folge. Die Polstelle der Ubertragungsfunktion des Tiefpasses befindet sich bei s = —wy,
damit handelt es sich um ein stabiles System. Die Riicktransformation in den Zeitbereich
liefert

Hierbei bezeichnet * den linearen Faltungsoperator, g(t) wird als Impulsantwort be-
zeichnet.

Angewendet auf den Tiefpass erhélt man

t

x(t) = /woe_“’wu(t —T1)dT . (2.7)

0

Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass fiir Ein- und Ausgangsgréfie in Gl. (2.7) das Su-
perpositionsprinzip und das Verstédrkungsprinzip Gl. (2.2) erfiillt sind, es handelt sich
folglich um ein lineares System.

Allgemein ist jedes System, dass sich im Laplace-Bereich durch eine Ubertragungsfunk-
tion charakterisieren lésst, linear. Des Weiteren erkennt man, dass sich der Pol der
Ubertragungsfunktion in der Exponentialfunktion in Gl. (2.7) wiederfindet. Damit ist
anschaulich verstiandlich, dass ein Pol in der rechten Halbebene des s-Bereichs zu einem
instabilen System fiihrt, da in diesem Fall das Integral fiir ¢ — oo auch bei endlichen
Anregungen gegen unendlich streben kann. l

Umfassende Einfithrungen in die Theorie linearer SISO-Systeme lassen sich z.B. in [22],
[94], [29], [50] finden. Analoge Uberlegungen lassen sich aber auch fiir MIMO (Multiple-
Input-Multiple-Output) Systeme anstellen. Um MIMO-Systeme mathematisch zu be-
schreiben, bietet sich die Zustandsraumdarstellung an.
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2.1 Zustandsraumdarstellung linearer Systeme

Viele physikalische Systeme lassen sich anhand von Differentialgleichungen beschreiben.
Gelingt eine Systembeschreibung mit einer gewthnlichen, linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung,

d™x(t) d"la(t) dx(t)
g T g Tty

so spricht man von einem linearen System n-ter Ordnung.

+ apx(t) = bou(t) (2.8)

Um zu einer Zustandsraumdarstellung dieses Systems zu gelangen, werden neue Varia-
blen x...x, wie folgt eingefiihrt:

Ty = z(t) (2.9)
dzx(t) dxy
= = — 2.].
o2 dt dt (2.10)
: (2.11)
d" lz(t)  dr,_,
n = = 2.12
T T g1 dt (2.12)
Damit ergibt sich aus Gl. (2.8):
d"x(t dx.,
dtT(L ) = = —Qp_1Tpy — ... — Q122 — g1 + byt (2.13)

Die Zustandsraumdarstellung von Gl. (2.8) erhélt man schliefilich durch Umschreiben
der Gleichungen (2.9) — (2.13):

z1\ © o 1 0 --- 0 1 0
X9 0 0 1 e 0 i) 0
. = . . . + . u (214)
Tn —Qg —a1 —a2 ‘- —Op_1 Tn bo

Allgemein ist die Zustandsdifferentialgleichung eines linearen Systems, das auch durch
mehrere, gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben sein kann, gegeben durch

Z(t) = AZ(t) + Bi(t) (2.15)

das zugehorige Blockdiagramm ist in Abb. 2.2 dargestellt. Fiir die Matrizen und Vek-
toren in Gl (2.15) sind folgende Bezeichnungen gelédufig:

Z(t) : Zustandsvektor
Z(t) : Zeitliche Ableitung des Zustandsvektors
i(t) : Eingangsvektor

: Systemmatrix

& >

: Eingangsmatrix
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Abbildung 2.2: Zeitkontinuierliches Zustandsraummodell.

Sind die Systemmatrix und die Eingangsmatrix zeitlich nicht verénderlich, spricht man
von einem zeitinvarianten System. In diesem Fall ldsst sich die Zustandsdifferentialglei-
chung (2.15) l6sen, indem man zunichst mit e~A? multipliziert:

e ALE(t) = e ATAT(E) + e ABi(t) (2.16)

Die Matrizen e~#* und A kommutieren, wie sich anhand der Reihenentwicklung der

Matrix-Exponentialfunktion verifizieren lsst:
—At 1 L o0
€ A = I+FAt+5At+ <A

— 1 2 1 342
= A+ AN AT+

=A.e A (2.17)
Damit ergibt sich:

eTAZ(t) — AeTAZ(t) = e AB(t) (2.18)
% (e—Aff(t)) — e ABG() (2.19)

t p ¢
/—(e‘AT ﬁ(T)) dr = /e‘ATBd(T) dr (2.20)

dr

to to

¢
e ALE(t) — e A E(t)) = /e*ATBﬂ'(T) dr (2.21)

to

Multiplikation mit et und Umstellen liefert die gesuchte Losung der Zustandsdifferen-
tialgleichung (2.15):

t
Zt) = eAUtgEy) + / AT BE(T) dr (2.22)

to
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Die Matrix
B(t,7) =AU (2.23)
wird als Transitionsmatrix bezeichnet.

Fiir die Transitionsmatrix gelten folgende Zusammenhénge:

®(t,t) =1 (2.24)

D(1,t) = @' (t,7) (2.25)

B(r, B\ 1) = ®(7,1) (2.26)

0BT _ A a(r 1) (2.27)

-
_aq>(tﬂ Do Aamy (2.28)
Ist die Zustandsdifferentialgleichung homogen, d.h.

Z(t) = AZ(t) (2.29)

kann mit Hilfe dieser Transitionsmatrix direkt von einem zu einem Zeitpunkt 7 be-
kannten Systemzustand Z(7) auf den Systemzustand zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢
geschlossen werden:

Z(t) = ®(t, 7)7(r) (2.30)

Hierbei ist es unerheblich, ob sich der Zeitpunkt ¢ beziiglich 7 in der Zukunft oder in
der Vergangenheit befindet.

Hiufig wird das dynamische Verhalten des Systems ausreichend genau erfasst,
wenn die Transitionsmatrix durch einige Glieder der Reihenentwicklung der Matrix-
Exponentialfunktion angenéhert wird. Alternativ kann eine Berechnung mittels Laplace-
Transformation von Gl. (2.15) erfolgen:

sX(s) — £(0) = AX(s) +BU(s) (2.31)
(sI—A)X(s) = #(0) + BU(s) (2.32)
X(s) = (sI—A) " Z(0) + (sI — A)"'BU(s) (2.33)

Durch Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt sich die Transitionsmatrix zu

®(t,0)0—e (sI— A) " . (2.34)

2.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Auch wenn mit Gl (2.22) die Losung der Zustansdifferentialgleichung (2.15) bereits
bekannt ist, kann die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren der Systemmatrix
A wichtige Einsichten in das dynamische Verhalten des linearen Systems liefern.
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Die Gleichung
AZ=\7 (2.35)

wird als algebraisches Eigenwertproblem bezeichnet. Erfiillen ein Vektor Z; und eine
skalare GroBe A; die Gl. (2.35), so wird A; als Eigenwert der Matrix A und Z; als
zugehoriger Eigenvektor bezeichnet.

Handelt es sich bei A um eine reelle Matrix, konnen nur reelle Eigenwerte und konjugiert
komplexe Paare von Eigenwerten auftreten. Eigenvektoren zu verschiedenen reellen Ei-
genwerten sind linear unabhéngig, der Eigenvektor zu einem Eigenwert eines konjugiert
komplexen Paares ist konjugiert komplex zu dem Eigenvektor des konjugiert komplexen
Eigenwertes. Ist A reell und symmetrisch, so treten nur reelle Eigenwerte und Eigen-
vektoren auf.

Zur Berechnung der Eigenwerte wird Gl. (2.35) umgestellt:
(A-X)Z=0 (2.36)

Offensichtlich konnen hierfiir nur dann nicht-triviale Losungen & # 0 existieren, wenn
die Matrix (A — AI) nicht invertierbar ist. Dies ist der Fall, wenn die Determinante
verschwindet:

det (A — AI) = 0 (2.37)

Die GI. (2.37) ist ein Polynom n-ten Grades in A und wird als charakteristisches Polynom
der Matrix A bezeichnet. Die gesuchten Eigenwerte \; sind folglich gerade die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms, die Vielfachheit einer Nullstelle wird als algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes bezeichnet. Z#ahlt man die Eigenwerte entsprechend ihrer
Vielfachheit, so besitzt eine n x n Matrix n Eigenwerte. Da fiir jeden Eigenwert A; die
Matrix (A — X\;I) nicht invertierbar ist, erkennt man durch Vergleich mit Gl. (2.33),
dass es sich bei den Eigenwerten auch gerade um die Polstellen der Ubertragungsfunk-
tion handelt. Liegen nur Eigenwerte mit negativem Realteil vor, so befinden sich alle
Polstellen der Ubertragungsfunktion in der linken Halbebene des Laplace-Bereichs und
das System ist stabil.

Ist ein Eigenwert \; gefunden, kann der zugehorige Eigenvektor Z; anhand von Gl. (2.36)
bestimmt werden. Dabei zeigt sich, dass Eigenvektoren lediglich eine Richtung im Raum
festlegen, ihre Lange ist nicht festgelegt: Ist Z; ein Eigenvektor, so ist ¢ Z; ebenfalls Ei-
genvektor. Die Dimension des Raumes, der von den zu einem bestimmten Eigenwert
gehorenden Eigenvektoren aufgespannt wird, d.h. die Anzahl der zu einem eventuell
mehrfachen Eigenwert gehoérenden linear unabhéngigen Figenvektoren, wird als geome-
trische Vielfachheit des Eigenwertes bezeichnet. Linearkombinationen von Eigenvekto-
ren zu einem mehrfachen Eigenwert sind ebenfalls wieder Eigenvektoren. Prinzipiell ist
die geometrische Vielfachheit grofler oder gleich eins, die algebraische Vielfachheit ist
groBer oder gleich der geometrischen Vielfachheit.

Besitzt die n x n Matrix A n linear unabhéngige Eigenvektoren, so bilden diese eine
Basis des zur Matrix gehérenden Vektorraumes. Es liegen dann n Gleichungen in der
Form von Gl. (2.35) vor, die wie folgt geschrieben werden kénnen:

A [51, 52, v ,Zn] = [51, 52, sy En] diag[/\l, /\2, ceey /\n] (238)
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Da die Eigenvektoren linear unabéngig sind, ist die Matrix [}, Za, . . ., 2] invertierbar,
man erhélt

(21, Za, .. 20 AR By ., 2] = diag[ha, gy A (2.39)

Die Matrix A kann also mit Hilfe der Matrix der Eigenvektoren diagonalisiert werden,
die Hauptdiagonale der resultierenden Diagonalmatrix enthélt gerade die Eigenwerte
der Matrix A.

Dariiber hinaus kann gezeigt werden, dass die Losung der homogenen Zustandsdifferen-
tialgleichung (2.29) durch

Z(t) = c1Z71eM + eazhe™t + L+ epZ et (2.40)

gegeben ist[32]. Die Koeffizienten ¢; — ¢, hingen dabei von der Anfangsbedingung
Z(0) ab. Da die Eigenvektoren eine Basis bilden, ist sichergestellt, dass jeder beliebige
Anfangsvektor #(0) als Linearkombination der Eigenvektoren dargestellt werden kann:

(f(O) =C1Z1+ e+ ... +cnin (2.41)

Die Groflen Zzetit werden als Eigenmoden des Systems bezeichnet, ein Eigenvektor ist
gerade diejenige Anfangsbedingung, die den zugehorigen Eigenmode anregt.

Beispiel Feder-Masse-Schwinger

Zur Veranschaulichung soll im Folgenden ein dynamisches System betrachtet werden,
siehe Abb. 2.3, das aus zwei identischen Massen m, die iiber Federn gekoppelt sind, be-
steht. Die Massen sollen reibungsfrei schwingen konnen, die identischen Federn werden
als ideal angenommen, ihre Federkonstante ist mit k bezeichnet. Die Auslenkungen der
Massen aus den Ruhelagen werden mit x; und xo bezeichnet, die Geschwindigkeiten
der Massen mit v; und ve. Das dynamische Verhalten des Systems wird durch zwei
gekoppelte Differentialgleichungen beschrieben,

82:101 2k k

AL PR (2.42)
% = %xl — 2—7::102 . (2.43)
Setzt man w? = %, so erhilt man als Zustandsraumdarstellung des Systems
1\ | 0 1 0 0y (=
S I I (244)
Vo w? 0 —-2w20 Vo
Die Systemmatrix besitzt die Eigenwerte
Aijg = tjw, Ayq=Ljwv3, (2.45)

wobei j die imaginére Einheit bezeichnet.
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Abbildung 2.3: Dynamisches System bestehend aus zwei gekoppelten Massen.

Da bei diesem System weder Eigenwerte mit positivem noch mit negativem Realteil
vorliegen, miisste eine formale Stabilitdtsaussage — es ist offensichtlich, dass das be-
trachtete System stabil ist — anhand des Minimalpolynoms getroffen werden: Ein nicht
erregtes, zeitinvariantes, lineares System ist stabil, wenn keine mehrfachen imaginéren
Nullstellen des Minimalpolynoms existieren. Fiir weiterfithrende Betrachtungen hierzu
sei jedoch z.B. auf [120] verwiesen.

Es liegen vier linear unabhéingige Eigenvektoren vor,

Fijw +jV3w
1 —1
21/2 Fiw | 23/4 :Fj\/gw ) (2.46)
1 1

so dass mit diesen Eigenwerten und Eigenvektoren durch Gl. (2.40) die Losung der Zu-
standsdifferentialgleichung (2.44) gegeben ist. Da Realteil und Imaginirteil einer kom-
plexen Losung ebenfalls Losungen sind, kann die physikalische, reelle Losung durch
Realteilbildung gewonnen werden.

Da hier nur komplexe Eigenvektoren vorliegen, kann keine reelle Anregung gefunden
werden, die nur einen einzelnen Eigenmode anregt. Mit physikalisch moglichen, reel-
len Anregungen koénnen nur Linearkombinationen der Eigenmoden angeregt werden.
Besonders hervorzuheben sind hier zwei Félle:

1. Fall. Fiir die Koeffizienten

. a . a
Cl:]%aCQZ_jﬁ ) 63:076420 (247)

erhilt man die reelle Anregung

f(O) = (a'v 0,a, O)T ) (248)
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was gerade dem gleichsinnigen Auslenken beider Massen in z-Richtung entspricht. Da-
durch werden die beiden Eigenmoden zu den Eigenwerten A\; und A2 angeregt, es ergibt
sich

x1(t) = acoswt (2.49)
x2(t) = acoswt , (2.50)

das gleichphasige Schwingen beider Massen mit der Kreisfrequenz w, die als Eigenfre-
quenz bezeichnet wird.

2. Fall. Fiir die Koeffizienten

a a
c1=0,c=0, 3=j——=,C4=—J—— 2.51
1 2 3 jQW\/ﬁ 4 ijx/ﬁ ( )

erhilt man ebenfalls eine reelle Anregung
#(0) = (=a,0,a,0)" (2.52)

was gerade dem gegensinningen Auslenken beider Massen entspricht. Nun werden die
beiden Eigenmoden zu den Eigenwerten A3 und A4 angeregt, man erhélt mit

z1(t) = —acoswV/3t (2.53)
To(t) = acoswV3t, (2.54)

ein gegenphasiges Schwingen beider Massen, diesmal mit der Kreisfrequenz wv/3, die
grofler ist als im gleichsinnigen Schwingfall.

Eine weitere Moglichkeit, jeweils nur die beiden ersten oder die beiden letzten Eigen-
moden anzuregen, ist die Vorgabe entsprechender gleichsinniger bzw. gegensinniger Ge-
schwindigkeiten in den jeweiligen Ruhelagepunkten der Massen.

Neben dieser Konstruktion einer Losung der homogenen Zustandsdifferentialgleichung
konnen Eigenvektoren auch zu einer eflizienten Berechnung von hoheren Potenzen der
Systemmatrix A verwendet werden. Anhand von Gl. (2.39) findet man némlich folgen-
den Zusammenhang;:

AR = (21, %, Za) diag [NE NS, NE) (21, 2y, 2] (2.55)

Zur Berechnung der k-ten Potenz geniigt es also, die Diagonalmatrix der potenzierten
Eigenwerte mit der Matrix der Eigenvektoren und ihrer Inversen zu multiplizieren.

Offensichtlich sind die Eigenvektoren der Systemmatrix A aber auch Eigenvektoren von
AF da A* anhand dieser Eigenvektoren diagonalisiert werden kann:

(21, 2oy, Z0) VAR [Z1, By 2] = diag NS LN (2.56)
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Der Umkehrschluss ist jedoch nicht zulissig, Eigenvektoren der Matrix A* miissen keine
Eigenvektoren der Matrix A sein: Die Eigenwerte des Quadrats der in diesem Beispiel
betrachteten Systemmatrix sind

A= —w? A2 = —3w?. (2.57)

Es gibt zwei Eigenwerte mit der Vielfachheit zwei, vier linear unabhéngige Eigenvekto-
ren der Matrix A2 sind durch

0 1 0 1
o 1 o 0 o -1 - 0
212 = 0 ) RN = 1 y A3 T 0 DY Ee —1
1 0 1 0

(2.58)

gegeben. Die ersten beiden und die letzten beiden Eigenvektoren spannen jeweils einen
Eigenraum der Dimension zwei auf. Bei diesen Eigenvektoren handelt es sich aber nicht
um Eigenvektoren der Systemmatrix A. Wie eingangs erwéhnt, sind jedoch Linearkom-
binationen von Eigenvektoren zu einem Eigenwert ebenfalls wieder Eigenvektoren, es
wird lediglich eine andere Basis des Eigenraums gewéhlt. Bildet man in diesem Beispiel
die Linearkombinationen

2.59
2.60

-/ - - o
212 T A3 T JWR2,82
-/ - - o

Zaaz = F1a2 T w2 a2

=7 > . -
2'3 )\% = 237)\§ +jUJ\/§Z47)\% 2.61

(2.59)

(2.60)

(2.61)
Zin = Faae — jwV3Zy 5 (2.62)
so erhiilt man aus den in Gl. (2.58) angegebenen Eigenvektoren der Matrix A? gerade
diejenigen Eigenvektoren, die auch Eigenvektoren der Matrix A sind.

Die Existenz einer Basis aus n linear unabhéngigen Eigenvektoren ist nur im Falle n ver-
schiedener Eigenwerte garantiert. Treten mehrfache Eigenwerte auf, kann es sein, dass
— anders als im obigen Beispiel — eine solche Basis nicht existiert. In diesem Fall muss
die Losung der homogenen Zustandsdifferentialgleichung (2.29) eine andere Gestalt als
Gl. (2.40) aufweisen. Dies soll anhand eines weiteren Beispiels verdeutlicht werden.

Beispiel geradlinige, gleichférmige Bewegung
Gegeben sei die Zustandsdifferentialgleichung

() -Ga) () e

die gerade eine eindimensionale Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit beschreibt.
Hier besitzt die Systemmatrix den Eigenwert null mit der Vielfachheit zwei, es exi-
stiert lediglich ein Eigenvektor #; = (1,0)7. Damit ist klar, dass sich beliebige An-
fangsbedingungen nicht wie in Gl. (2.41) als Linearkombination der Eigenvektoren der
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Systemmatrix darstellen lassen, die Systemmatrix ist nicht diagonalisierbar. Fiir die
Anfangsbedingung

#(0) = ( 0 ) (2.64)

Vo

findet man als Losung von Gl. (2.63)

(- ()

was sich formal von Gl. (2.40) unterscheidet. Fiir die gewihlte Anregung wiichst z(t)
fiir t — oo iiber alle Maflen, so gesehen handelt es sich hier um kein stabiles System.

2.3 Lineare Systeme im Zeitdiskreten

In den vorangegangenen Abschnitten wurden lineare Systeme anhand von Differential-
gleichungen beschrieben. Haufig ist es jedoch von Interesse, das Verhalten eines solchen
Systems mit Hilfe eines Rechners zu simulieren — sei es als Teil eines Simulationspro-
grammes, das damit ein ndherungsweises Abbild der realen Welt zu schaffen versucht,
oder als Teil eines Schétzalgorithmus wie dem Kalman-Filter. Eine Implementierung
auf einem Rechner kann jedoch immer nur in diskreter Zeit erfolgen, somit ist die Er-
mittlung eines zeitdiskreten Aquivalents eines in kontinuierlicher Zeit beschriebenen,
linearen Systems von zentraler Bedeutung.

Im Folgenden wird daher der Systemzustand nur zu diskreten Zeitpunkten
tk)y=tp=k-T (2.66)

betrachtet, wobei die Zeitschrittweite mit T bezeichnet ist. Um von einem zum Zeit-
punkt tg bekannten Systemzustand Zj auf den Systemzustand zum néchsten Zeitschritt
zu schlieflen, muss lediglich in Gl. (2.22) eingesetzt werden:

tht1
Tpp1 = eAlteri—t) g 4 / A= BE(7) dr (2.67)

tr

Unter der Annahme, dass sich die EingangsgroBen () im betrachteten Zeitintervall
nicht &dndern, lisst sich der Integralterm niherungsweise berechnen. Dazu wird die
Schreibweise

eA(tk+1*tk) — (}thrhtk = ®, (268)
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verwendet, man erhélt

trt1 [
eAteii=7) Bii(r) dr = / eAlk1=7) dr B,
tr t
Tet1 o 1
_ / S S Aty — 1)’ dr B,
4 =0 v
t
i Lai L )it - Bii
= - -7 U
AN R b
=0 th

1., 1 )
— E A (¢ — )1 | Bz
(. i! i+1(k+1 ) ) .

=0
1 1
= (1 + 5 AT + 6A2T2 + ) BT, . (2.69)

Der Klammerausdruck wird bis zum linearen Glied durch £ (I + ®;) korrekt wiederge-
geben, so dass man

By ~ (I + <I>k>BT (2.70)

N =

schreiben kann.

Man erhilt daher als zeitdiskretes Aquivalent zu Gl. (2.15) die Differenzengleichung
fk+1 =®,.7, +Bru; . (2.71)

Alternative, ungenauere Niherungen der Eingangsmatrix By, die an Stelle von Gl. (2.70)
verwendet werden konnen, sind durch

B, = ®,BT (2.72)
und

B, =BT (2.73)
gegeben.

Beispiel geradlinige, beschleunigte Bewegung

Eine geradlinige, beschleunigte Bewegung wird im Zeitkontinuierlichen beschrieben

()= 6o C) - () o
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Die Transitionsmatrix wird durch Reihenentwicklung berechnet; bei der Systemmatrix
handelt es sich um eine nilpotente Matrix, d.h. hohere Potenzen dieser Matrix ver-
schwinden. Dies erlaubt hier eine einfache, exakte Berechnung der Transitionsmatrix.
Mit der Naherung Gl. (2.70) erhélt man im Zeitdiskreten

@ e ((lJ ?) (x>k i (Qg) - (2.75)

Prinzipiell kann natiirlich bei der Berechnung des Integrals in Gl. (2.69) zuniichst auf
eine Reihenentwicklung verzichtet werden, man erhélt in diesem Fall

th+1 trt1
eAlths1—T) Bi(r) dr = / eAlk+1=7) dr By,
T ty
ty
- [—eA“kH—ﬂA—l] " B,
tr

— |:€A(tk+1—tk) _ eA(tk+1—tk+1):| A1 Biiy

= (AT —1] A7! Bijy, . (2.76)

In einfachen Féllen lasst sich die Matrix-Exponentialfunktion und die Inverse der Sy-
stemmatrix analytisch berechnen, Gleichung (2.76) stellt dann eine interessante Alter-
native zu den zuvor angegebenen Nidherungen dar.

Eine weitere Moglichkeit, um von einer zeitkontinuierlichen Differentialgleichung zu ei-
ner zeitdiskreten Differenzengleichung zu gelangen, ist die z-Transformation [64], [75],
[31]. Der Grundgedanke besteht hierbei darin, die Differentialgleichung zunéichst in den
Laplace-Bereich zu transformieren, von dort in den z-Bereich iiberzugehen, um anhand
des Zusammenhangs

Tp—n =2 "X (2) (2.77)

schliellich eine Differenzengleichung zu erhalten. Der exakte Zusammenhang zwischen
Laplace-Bereich und z-Bereich,

z=eT, (2.78)

ist hierzu jedoch ungeeignet und muss approximiert werden.

Dies soll anhand des bereits betrachteten Tiefpasses, der durch Gl. (2.3) beschrieben
ist, veranschaulicht werden.
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Beispiel RC-Glied
Numerische Integration von Gl. (2.3) mit der Rechteckregel riickwérts liefert

tk
Tk = Tp—1 + / —wox(t) + wou(t) dt
tr—1
~ Tp_1 — worrT + wourT . (2.79)

Die Transformation des so gewonnenen, ndherungsweisen Zusammenhangs

wOT
= — _ _— 2.
T 1+on$1C 1+ 1+onUk (2.80)
anhand von Gl. (2.77) in den z-Bereich fithrt auf
1 _ on
X(z)= ——27'X —_— 2.81
()= Tro7s XE) + ooV ). (21)
so dass die Ubertragungsfunktion im z-Bereich berechnet werden kann:
X(z) = 0 U(z) (2.82)

wo+ (1 —271)

Durch Vergleich mit der Ubertragungsfunktion im Laplace-Bereich, siehe Gl. (2.5), fin-
det man die Transformationen:

1
s:f(l—zfl), z

B 1
T 1—sT

(2.83)

Dies ist keineswegs die einzige Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen Laplace-
Bereich und z-Bereich zu approximieren. Die Verwendung der Trapezregel zur numeri-
schen Losung der Differentialgleichung fithrt zum Beispiel auf

_22—1 _2+5T
S_Tz+1’ fTo T

(2.84)

Prinzipiell fithrt diese Approximation jedoch dazu, dass auch das tatsichliche System-
verhalten durch die zeitdiskrete Représentation nur approximiert wird. Durch Einsetzen
des exakten Zusammenhangs Gl. (2.78) in Gl. (2.81) erhélt man im Laplace-Bereich die
Ubertragungsfunktion der zeitdiskreten Reprisentation des Systems. Mit

s = jw (2.85)

ist der Ubergang in den Frequenzbereich méglich. Die zeitdiskrete Beschreibung des
Tiefpasses Gl. (2.80) besitzt daher im Frequenzbereich die Ubertragungsfunktion

X(w) = -0

‘_m+%u—rWUUWL (2.86)
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die sich von der tatséchlichen Ubertragungsfunktion des zeitkontinuierlichen Systems,

wo

w) T Uw), (2.87)
unterscheidet. Frequenz- und Phasengang von Gl. (2.86) und (2.87) sind in Abb. 2.4
dargestellt. Hierbei wurde als Grenzfrequenz des Tiefpasses fo = 52 = 10Hz und als
Abtastfrequenz f = % = 200Hz gew#hlt. Man erkennt, dass fiir Signalfrequenzen deut-
lich unterhalb der halben Abtastfrequenz eine sehr gute Approximation vorliegt, bei
hoheren Signalfrequenzen jedoch nicht. In diesem Zusammenhang ist auch das Shann-
onsche Abtasttheorem von Bedeutung, das besagt, dass ein zeitkontinuierliches Signal
nur dann aus einer zeitdiskreten Abtastung des Signals rekonstruiert werden kann, wenn

alle im Signal enthaltenen Frequenzen kleiner als die halbe Abtastfrequenz sind.
[

Auch im z-Bereich kénnen anhand der Lage der Polstellen der Ubertragungsfunktion
Stabilitdtsaussagen getroffen werden. Im Laplace-Bereich ist die Stabilitdtsgrenze durch
die imaginére Achse s = jw gegeben. Durch Einsetzten in Gl. (2.78) erkennt man, dass
die imaginire Achse des Laplace-Bereichs gerade auf den Einheitskreis im z-Bereich
abgebildet wird, die linke Halbebene findet sich im Inneren des Einheitskreises wieder.
Ein System ist daher stabil, wenn sich die Pole der Ubertragungsfunktion im z-Bereich
im Inneren des Einheitskreises befinden.

Prinzipiell konnen also Differentialgleichungen durch Ermittlung ihrer zeitdiskreten Zu-
standsraumdarstellung anhand von Gl. (2.68), (2.70) und (2.71) oder durch Anwendung
der z-Transformation gelost werden. Dartiber hinaus existieren natiirlich noch eine Viel-
zahl weiterer Verfahren zur numerischen Losung von Differentialgleichungen, die bei
gegebener Zeitschrittweite genauere Ergebnisse liefern, hier sei z.B. die Simpson-Regel
und das Verfahren von Heun erwéhnt.

Prinzipiell wird zwischen impliziten und expliziten Verfahren unterschieden. Explizite
Verfahren berechnen den Losungswert zum néchsten Zeitschritt ausschlieflich anhand
von zum aktuellen Zeitschritt bekannten Informationen, wohingegen bei impliziten Ver-
fahren Gleichungen gelost werden miissen. Explizite Verfahren liefern jedoch nur bei
kleinen Zeitschrittweiten eine gute Ndherung, implizite Verfahren lassen grolere Zeit-
schrittweiten zu.

Der Unterschied zwischen einem impliziten und einem expliziten Verfahren soll anhand
der Euler-Methode veranschaulicht werden.

Die Losung der Differentialgleichung

0
2= f@t), z0=(0) (2.88)
ot
anhand des expliziten Euler-Verfahrens ist gegeben durch
1 =k + T - f(an, ty) - (2.89)

Beim impliziten Euler-Verfahren wird

Tpt1 =k + T - f(Trt1,tht1) (2.90)
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Abbildung 2.4: Amplitudengang und Phasengang des RC-Tiefpasses.
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angesetzt, so dass die sich ergebende Gleichung erst noch nach z; aufgelost werden
muss. Im bisher betrachteten linearen Fall stellt das keine Schwierigkeit dar, bei nichtli-
nearen Differentialgleichungen muss die sich ergebende Gleichung eventuell numerisch,
z.B. durch Verwendung der Newton-Raphson-Methode, gelost werden.

Ein weiteres, weit verbreitetes Verfahren zur numerischen Losung von Differential-
gleichungen ist das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung [100]. Die Grundidee der
Runge-Kutta-Verfahren lisst sich wie folgt skizzieren: Es existieren verschiedene Ver-
fahren erster Ordnung zur Integration der rechten Seite von Gl. (2.88), die sich jedoch
in ihren Fehlertermen unterscheiden. Somit kénnen Verfahren héherer Ordnung kon-
struiert werden, wenn diese Verfahren erster Ordnung so kombiniert werden, dass sich
deren Fehlerterme — bis zu einer bestimmten Ordnung — gegenseitig wegheben.

Ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung zu Lésung von Gl. (2.88) ist gegeben durch

kv =T f(zg, tr) (2.91)
ky =T - f(xp + %kl,tk + g) (2.92)
b = T flaict gha by + 3) (2.93)
ks =T f(xk + ks, tpy +T) (2.94)
Tpt1 = Tk + ékl + %kz + %kg + %k4 . (2.95)

Die angesprochenen Verfahren sollen anhand eines einfachen Beispiels verglichen wer-
den. Hierzu wird die Differentialgleichung

0
a—f =z, z9=1 (2.96)
fiir A = 12 betrachtet. Der Parameter A beeinflusst hierbei entscheidend die zuldssige

Zeitschrittweite, je grofler A ist, desto kleiner muss bei den expliziten Verfahren die
Zeitschrittweite gewiihlt werden. Die analytische Lésung von Gl. (2.96) ist durch

z(t) = e M (2.97)
gegeben.
Das explizite Euler Verfahren fiithrt auf

Tk+1 = Tk — )\ka s (2.98)

das implizite Euler-Verfahren liefert

Tk+1 = Tk — /\a:k_HT

1
Terl = T (2.99)
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Abbildung 2.5: Numerische Losung der DGL (2.96) fiir verschiedene Lésungsverfahren, Zeit-
schrittweite 0.1s, A\ = 12.

Die Losungen der Differentialgleichung (2.96) anhand dieser beiden Verfahren und un-
ter Verwendung des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung sind — im Vergleich zur
korrekten, analytischen Losung und fiir verschiedene Zeitschrittweiten — in Abb. 2.5 —
2.7 dargestellt.

Man erkennt, dass fiir eine ausreichend kleine Zeitschrittweite alle drei betrachteten Ver-
fahren vergleichbare Ergebnisse liefern, die gut mit der exakten, analytischen Losung
iibereinstimmen. Wird die Zeitschrittweite vergroflert, treten beim expliziten Euler-
Verfahren Ostzillationen auf, wohingegen das implizite Euler-Verfahren und das Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung noch gute Ergebnisse liefern. Wird die Zeitschrittweite
weiter vergrofert, divergieren beide explizite Verfahren, lediglich das implizite Euler-
Verfahren bleibt stabil. Es lidsst sich zeigen, dass dies bei dieser Differentialgleichung
fiir beliebige Zeitschrittweiten der Fall ist. Obwohl das Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung fast schon als Standard-Verfahren zur numerischen Losung von Differentialglei-
chungen bezeichnet werden kann, liefert hier das einfachere, implizite Euler-Verfahren
bessere Ergebnisse.

Differentialgleichungen, die sich numerisch ,schwierig” 16sen lassen, werden als steife
Differentialgleichungen bezeichnet. Zur Losung dieser Differentialgleichungen kommen
meist implizite Verfahren zum Einsatz.
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Abbildung 2.6: Numerische Lisung der DGL (2.96) fiir verschiedene Lésungsverfahren, Zeit-

schrittweite 0.15s, A = 12.
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Abbildung 2.7: Numerische Losung der DGL (2.96) fiir verschiedene Lésungsverfahren, Zeit-

schrittweite 0.25s, A = 12.
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2.4 Nichtlinearitaten

In den vorangegangenen Abschnitten wurden ausschliefllich lineare Systeme betrach-
tet. Wie eingangs erwéhnt, kann ein System h#ufig nicht exakt als lineares System
beschrieben werden. Um die bisher eingefiithrten Methoden wie die Analyse des System-
verhaltens anhand der Systemmatrix oder die Berechnung einer Transitionsmatrix auch
bei nichtlinearen Systemen anwenden zu kénnen, muss eine lineare Systembeschreibung
gefunden werden, die dem tatséchlichen, nichtlinearen Systemverhalten moglichst nahe
kommt. Dies kann bei nicht allzu nichtlinearen Systemen durch Linearisierung erreicht
werden.

Betrachtet wird das nichtlineare System

ax = f(#,4) . (2.100)

Mit

Sl

AT=F—-F, Ad=1i- (2.101)

erhdlt man als Taylor-Reihenentwicklung der rechten Seite von (2.100) um die Lineari-

sierungspunkte T, o

of(@, @)
- ar

—

F@a) ~ F (7 + agy YED

i Tod

T=x

AT (2.102)

u=u

Hierbei wurde die Reihenentwicklung nach dem linearen Glied abgebrochen. Durch Ein-
setzen von Gl. (2.102) und den Zusammenhéngen

0¥ 0 OA7F &r P

%ot e = [ (Z a) (2.103)
in Gl. (2.100) ergibt sich schliefllich
OAT _ Of(& @) of(& ) )
= o | A+ T I At . (2.104)

Bei Gl. (2.104) handelt es sich um ein lineares System in Zustandsraumdarstellung, das
das Systemverhalten des nichtlinearen Systems in der Nédhe der Linearisierungspunkte
beschreibt. Die Matrix

of Ofr

( u) Ox1 " Oz

% i \on  on
Ox1 " Oxzn/ lz=7F

wird als Jacobi-Matrix der Funktion f im Linearisierungspunkt # bezeichnet. Analog
stellt die Jacobi-Matrix

ofn Of
(_. ) Ouy """ Oum

B= j = : ; (2.106)
U Ofu  Ofa

Ox1 "7 Oxm di=1q
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Abbildung 2.8: Mathematisches Pendel.

die Eingangsmatrix des linearisierten Systems dar.

Die beschriebene Vorgehensweise soll im Folgenden am Beispiel des mathematischen
Pendels gezeigt werden.

Mathematisches Pendel

Das mathematische Pendel ist durch die Annahmen gekennzeichnet, dass die gesamte
Pendelmasse im Schwerpunkt konzentriert ist, die Aufhdngung masselos ist und das
Pendel reibungsfrei schwingen kann.

Anhand der Skizze in Abb. 2.8 erkennt man, dass bei einer Auslenkung des Pendels um
den Winkel ¢ aufgrund der angreifenden Gravitation eine riicktreibende Beschleunigung

&= —gsing (2.107)
resultiert. Die Geschwindigkeit des Pendels ist gegeben durch
T=v=wl, (2.108)

so dass sich mit ¢ = w folgende nichtlineare Differentialgleichung ergibt:

(%) - <_%L§m ;) (2.109)

Die Jacobi-Matrix in der N&he der Ruhelage ¢ = 0 berechnet sich zu

B 0 1 (01 511
“\—Zcosp 0 “\-Z0)> (2.110)
l @=0 l

das Verhalten des Pendels kann fiir kleine Auslenkungen folglich durch das lineare Sy-

stem
(32) - (o) () 1)

beschrieben werden. B

_ @)

F
oz

»=0



