Wolfgang H. Muller
Elena N. Vilchevskaya

Kontinuumsphysik

Die klassischen Feldtheorien
in moderner Darstellung







Muller / Vilchevskaya
Kontinuumsphysik

Bleiben Sie auf dem Laufenden!

Hanser Newsletter informieren Sie regelméaBig
Uber neue Bicher und Termine aus den ver-
schiedenen Bereichen der Technik. Profitieren
Sie auch von Gewinnspielen und exklusiven
Leseproben. Gleich anmelden unter

www.hanser-fachbuch.de/newsletter






Wolfgang H. Muller
Elena N. Vilchevskaya

Kontinuumsphysik

Die klassischen Feldtheorien
in moderner Darstellung

HANSER



Uber die Autor:innen:
Prof. Dr. rer. nat. habil. Wolfgang H. Miiller, Technische Universitét Berlin, Deutschland

Ass. Prof. Dr. Sc. mult. Elena N. Vilchevskaya, Schweden

®
MIX
Papier aus verantwortungs-

vollen Quellen
HW:SCE FSC® C083411

Print-ISBN: 978-3-446-47342-3
E-Book-ISBN: 978-3-446-47933-3

Alle in diesem Werk enthaltenen Informationen, Verfahren und Darstellungen wurden zum Zeitpunkt
der Verdffentlichung nach bestem Wissen zusammengestellt. Dennoch sind Fehler nicht ganz auszu-
schlieBen. Aus diesem Grund sind die im vorliegenden Werk enthaltenen Informationen fiir Autor:innen,
Herausgeber:innen und Verlag mit keiner Verpflichtung oder Garantie irgendeiner Art verbunden.
Autor:innen, Herausgeber:innen und Verlag iibernehmen infolgedessen keine Verantwortung und
werden Kkeine daraus folgende oder sonstige Haftung iibernehmen, die auf irgendeine Weise aus der
Benutzung dieser Informationen - oder Teilen davon - entsteht. Ebenso wenig iibernehmen Autor:innen,
Herausgeber:innen und Verlag die Gewéhr dafiir, dass die beschriebenen Verfahren usw. frei von Schutz-
rechten Dritter sind. Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw.
in diesem Werk berechtigt also auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche
Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten waren und
daher von jedermann beniitzt werden diirften.

Die endgiiltige Entscheidung iiber die Eignung der Informationen fiir die vorgesehene Verwendung in einer
bestimmten Anwendung liegt in der alleinigen Verantwortung des Nutzers.

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek:
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet unter http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt.

Alle Rechte, auch die der Ubersetzung, des Nachdruckes und der Vervielfiltigung des Werkes, oder Teilen
daraus, vorbehalten. Kein Teil des Werkes darf ohne schriftliche Einwilligung des Verlages in irgendeiner
Form (Fotokopie, Mikrofilm oder einem anderen Verfahren), auch nicht fiir Zwecke der Unterrichtgestal-
tung - mit Ausnahme der in den §§ 53, 54 UrhG genannten Sonderfélle -, reproduziert oder unter Verwen-
dung elektronischer Systeme verarbeitet, vervielféltigt oder verbreitet werden.

© 2024 Carl Hanser Verlag GmbH & Co. KG, Miinchen
www.hanser-fachbuch.de

Lektorat: Dipl.-Ing. Natalia Silakova-Herzberg

Herstellung: Frauke Schafft

Coverkonzept: Marc Miiller-Bremer, www.rebranding.de, Miinchen
Covergestaltung: Max Kostopoulos

Titelmotiv: © stock.adobe.com/Anastasiya

Satz: Wolfgang H. Miiller

Druck: CPI Books GmbH, Leck

Printed in Germany



Vorwort

Es ist offensichtlich, dass alles Kontinuierliche teilbar sein muss in Teilbares, das unendlich teilbar ist.
Wenn es ndmlich in Unteilbares teilbar wdire, so hdtten wir ein Unteilbares in Kontakt mit einem
Unteilbarem, weil die Réiinder der Dinge, die kontinuierlich miteinander sind, eins sind und in Kontakst.
Aristoteles, Physik Buch VI

Die Frage, ob die Welt in ihrer Natur diskret oder kontinuierlich ist, wurde spatestens von den
griechischen Philosophen des Altertums gestellt. Beantwortet ist sie bis heute nicht. Eines ist
jedoch sicher: Die kontinuumstheoretische Sichtweise in der Physik hat einen klaren mathe-
matischen Vorteil, da man von méichtigen mathematischen Werkzeugen wie der Tensorana-
lysis und der Theorie partieller Differentialgleichungen Gebrauch machen kann. Typischer-
weise horen Studierende der (theoretischen) Physik von kontinuierlichen Feldern zum ersten
Mal in einem Kurs zur Elektrodynamik. Ingenieurstudenten des Maschinenbaus und der Phy-
sikalischen Ingenieurwissenschaften hingegen begegnen diesem Konzept in Vorlesungen zur
Fluidmechanik oder (allgemeiner) in der Kontinuumsmechanik. Letztere umfasst alle Aggre-
gatzustdnde der Materie, fest, fliissig und gasféormig. Die Studierenden lernen hier zwischen
Bilanzen der Erhaltungsgrofen wie Masse, Impuls, Drehimpuls und Energie auf der einen und
den Material- bzw. Stoffgleichungen auf der anderen Seite zu unterscheiden. Erstere haben
Allgemeingiiltigkeit, letztere kdnnen, wie der Name andeutet, nur zur Beschreibung des Ver-
haltens bestimmter Materialien verwendet werden. In der Tat komplettieren sie die Bilanzen
der Erhaltungsgrofen, und man gelangt letztendlich zu einem System partieller Differential-
gleichungen, das man (im schlimmsten Fall numerisch) unter Verwendung von Anfangs- und
Randbedingungen 16st. Um die Vielfalt bei Materialgleichungen zu reduzieren, verwendet man
sog. Prinzipe, wie z. B. das Entropie- oder Isotropieprinzip.

In diesem Buch werden wir diesen Weg gehen: Von der Mechanik tiber die Thermodynamik
bis hin zur Elektrodynamik soll diese Modellierungsmethode vorgestellt werden, um zu zei-
gen, dass sie in allen Bereichen der Physik anwendbar ist und in gleicher Weise vorgeht. Natiir-
lich kann man hier nur einen ersten Eindruck gewinnen. Studierende sollten danach jedoch
in der Lage sein, die einschlédgigen Fachbiicher zu lesen. Deshalb finden sich in diesem Buch
auch zahlreiche Literaturhinweise und eine umfangreiche Diskussion bzw. Vergleich verschie-
dener Zugdnge und Meinungen. Diese grau unterlegten Stellen kann man beim ersten Lesen
iibergehen.

Ein paar zusétzliche Bemerkungen zu den einzelnen Kapiteln. Kapitel 1 tiber Tensorrechnung
ist so geschrieben, dass es fiir sich gelesen werden kann und eine erste Einfithrung in die The-
matik bildet, auch wenn man nicht speziell Kontinuumstheorien studieren will. Die Kapitel 4
und 5 {iber Thermodynamik sowie Elektrodynamik sind im Geiste kontinuumsphysikalischer
Begriffsbildungen verfasst. Das ist bei beiden Fachern ungewo6hnlich, insbesondere wenn man
vom Ingenieurwesen her kommt und Technische Thermodynamik und Theoretische Elektro-
technik gehort hat. Vorgebildete wird dieser Zugang erstaunen, und dennoch ist es nur fair,
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dass in diesem Buch versucht wird, an vielen Stellen eine Briicke zu von anderswo her be-
kannten Modellvorstellungen zu schlagen. Insbesondere bei der Elektrodynamik haben wir
uns entschieden, explizit Vergleiche mit der gdngigen Physikliteratur zu ziehen und dariiber
hinaus den historischen Kontext herausgearbeitet. Im iibrigen ist es stets unser Ziel, die Lesen-
den an wissenschaftliche Arbeitsweisen zu gewdhnen. So werden z. B. Formeln referenziert,
auf konsistente Schreibweise geachtet, und es wird erwartet, dass man auch die in diversen
Sprachen verfasste, zitierte Literatur im Original konsultiert.

Viele interessante Themen werden in der Kontinuumsliteratur nur sehr stiefmditterlich behan-
delt. Wir haben uns daher dazu entschlossen, auch fiir sie hier in diesem Buch eine Lanze
zu brechen und diese — natiirlich immer aus unserer Sichtweise — etwas ausfiihrlicher behan-
delt. Das erste Thema sind Spiegelungen und die zu ihrer Beschreibung notigen Transforma-
tionen. Das hier présentierte Wissen kann man dann z.B. in der Kristallphysik gebrauchen.
Zweitens der Unterschied zwischen Beobachterwechsel und Koordinatentransformation, was
in vielen Biichern als gleichwertig abgetan wird. In diesem Zusammenhang schlagen wir dann
auch die Briicke zur d’Alembert’schen Methode des Freischnittes mit Scheinkréften. AuRer-
dem findet sich hier ein Zugang in die Wissenschaftsphilosophie in Gestalt des Begriffes und
der Existenz des Inertialsystems der Mechanik. Drittens geben wir eine unserer Meinung nach
logische Einfiihrung in die Notwendigkeit der Einfithrung von zwei Paaren fiir die elektroma-
gnetischen Feldgrolen und erldutern ihren Zusammenhang. Auch hier taucht der Begriff des
Inertialsystems wieder auf, jedoch in tiber die Mechanik hinausgehender Form in Gestalt der
sogenannten Maxwell-Lorentz-Ather-Relationen.

Das Buch ist mit zahlreichen Ubungsaufgaben durchsetzt. Die Endlésungen oder Hinweise zur
Losung aus der Literatur sind angegeben aber der detaillierte Losungsweg nicht. Nur selber
16sen macht schlau. Den besten Lernerfolg wird man erzielen, wenn man alle Aufgaben bear-
beitet. Aber um schneller voranzukommen, geniigt es in einem ersten Schritt, sich wenigstens
den Sinn des Gesagten klarzumachen.

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dass wenn jemand schon , offensichtlich sagt, und sei
es Aristoteles personlich, man davon ausgehen kann, dass es nicht offensichtlich ist. Genauso
verhilt es sich mit dem Begriff ,Kontinuum* in der Physik und eine der ersten Aufgaben wird
es sein zu kldren, was man sich unter diesem Kontinuum vorzustellen hat und wo maogliche
Grenzen dieser Vorstellung liegen.

Und nicht zu vergessen, wollen wir Frau Ana Stankovi¢ und Herrn Jonas Eckardt fiir das
Schreibfehlerfinden danken.

Berlin und G6teborg im Januar 2024

Wolfgang H. Miiller und Elena N. Vilchevskaya

Internetseite der Verfasser:
https://lwww.tu.berlin/lkm

Internetseite der Verfasser zum Grundkurs der Mechanik:
https://https:/lwww.tu.berlin/lkm/studium- lehre/lehrveranstaltungen
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Tensorrechnung

B 1.1 Historie und Literaturhinweise

Die historischen Vorldufer der Tensoren waren Spalten- und Zeilenvektoren, Matrizen und Sys-
teme der linearen Algebra mit Indizes, die in Algebra, Geometrie, Oberflichentheorie, Mecha-
nik und anderen Wissenschaftsgebieten verwendet wurden. Die zugehorigen Operationen wa-
ren sehr umstiandlich und erforderten schlieflich die Entwicklung eines neuen abstrakten ma-
thematischen Apparats. So prasentierte Mitte des 19. Jahrhunderts der Amerikaner Josiah Wil-
lard Gibbs eine Vektoralgebra mit Additionsoperationen, Skalar- und Vektormultiplikation und
Vektoranalysis eine Theorie der Differentialrechnung mit Vektorfeldern [Gi1901]. Ungefdhr zur
gleichen Zeit erschien das Buch von Heaviside [He1893], in dem der Differentialoperator Nab-
la zum ersten Mal auftritt und wo fiir die abstrakte Notation ebenfalls eine Lanze gebrochen
wird. Bald darauf verallgemeinerte der Italiener Gregorio Ricci-Curbastro und sein Student,
der spéter berithmte Mathematiker Tullio Levi-Civitd, die Vektorrechnung auf Systeme mit be-
liebig vielen Indizes. Mitte des 20. Jahrhunderts hatte sich die Tensorrechnung zu einem effek-
tiven mathematischen Apparat entwickelt, der in verschiedenen Bereichen der Wissenschaft
weit verbreitet war: in der Mechanik, der Differentialgeometrie, der Elektrodynamik, der Re-
lativitdtstheorie und vielen anderen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung der Entwicklungsge-
schichte des Tensorkalkiils findet sich beispielsweise in den modernen Lehrbiichern [Di2013],
[Zh2001].

Derzeit gibt es zwei Hauptansitze fiir die Darstellung der Tensortheorie: der koordinatenba-
sierte und der abstrakte Zugang, manchmal auch ,direkte Notation“ genannt. Im Koordina-
tenansatz ist ein Tensor eine Matrix, deren Komponenten beim Ubergang von einer Koor-
dinatenbasis zu einer anderen nach bestimmten Formeln transformiert werden (siehe z.B.
[Ra1964], [Ko1965], [Di2013], [Er2018]). Beim abstrakten Ansatz wird der Tensor als ein Ele-
ment eines linearen Raums behandelt, das man durch eine spezielle Multiplikation von Vek-
torrdaumen erhélt. In diesem Fall sind keine Koordinatensysteme beteiligt und die Tensoren
selbst hidngen nicht von der Wahl des Koordinatensystems ab.

Von der direkten Notation eines Tensors ist es einfach, zu seiner Koordinatendarstellung tiber-
zugehen, indem man eine Basis im Tensorraum einfiihrt. Aus rein mathematischer Sicht sind
also beide Ansétze gleichwertig. Dennoch ist es die Sprache der direkten Tensorrechnung, die
das Wesen der grundlegenden Konzepte und Ideen der Kontinuumstheorie am besten wider-
spiegelt und sich daher gut fiir die Probleme der Elastizitdtstheorie, der Dynamik starrer Kor-
per, der Hydrodynamik, der Theorie der Plastizitdt, der Thermodynamik und der Elektrodyna-
mik eignet.

Eine grofle Anzahl grundlegender Monographien und Lehrbiicher ist der Theorie der Ten-
soren gewidmet (siehe z.B. [Ve1978], [Di2013], [S01951]). Ohne einen detaillierten Litera-
turiiberblick geben zu wollen, erwdhnen wir hier fiir Studierende die Biicher von [P01986],
[Re2008], [Zu2006], die Anfanger in die Grundlagen der Tensorrechnung einfiihren, das Buch
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von McConnell ([Mc2014]) fiir Anwendungen von Tensormethoden in der analytischen und
der Differentialgeometrie, das aber auch fiir die Festkorperdynamik, die Stromungsdynamik
und die elektromagnetischen Feldtheorie gut ist. Die Werke von Eremeyev und Koautoren
[Le2010], [Er2018]) behandeln Tensoranwendungen in der Elastizitdtstheorie und der Plat-
ten- und Schalentheorie. Besondere Erwdhnung verdienen die Biicher von Lurie ([Lu2010],
[Lu2012], wo in der Sprache der direkten Tensorrechnung grundlegende Definitionen und
Formeln zur Tensoralgebra und der Tensoranalysis zu finden sind, die man fiir das Studium
der Elastizitdtstheorie bendtigt. Das Buch von Zhilin [Zh2001] enthélt eine Darstellung der
Vektor- und Tensorrechnung mit Anwendungen zur Beschreibung von Kérperbewegungen,
der Symmetrie von Tensoren, Tensorfunktionen, der Einfithrung von axialen Objekten und
vieles mehr. SchlieRlich sei noch das Buch von Palmov erwdhnt [Pa2008], in dem die Grundla-
gen der Tensoralgebra und der Tensoranalysis in zugédnglicher Form einfach und versténdlich
dargestellt werden. Die Zweckmaligkeit und Kompaktheit der mithilfe der direkten Tensorkal-
kulation abgeleiteten Gleichungen der Mechanik werden dort demonstriert und die Invarianz
der Tensorbeziehungen diskutiert.

Die Ausfiithrungen in unserem Lehrbuch stiitzen sich in erster Linie auf [Lu2012], [Lu2012],
[Zu2006], [Zh2001], [Pa2008]. Es werden nachfolgend die wichtigsten Aussagen der Tensoral-
gebra, die Theorie der Tensorfunktionen und der Tensoranalysis behandelt sowie die Theo-
rie der Symmetrie von Tensoren und Tensorfunktionen vorgestellt. Der grote Teil des Mate-
rials in unserem Lehrbuch wird vom Standpunkt der direkten Tensorrechnung aus prasentiert,
wodurch es moglich wird, die Koordinatennotation bei der Ableitung und Analyse der wich-
tigsten Gleichungen der Kontinuumstheorie zu vermeiden, was die Formeln in Multi-Index-
Notation oft umstindlich erscheinen lisst, die das Verstidndnis der betreffenden Phinomene
erschwert. Dennoch ist die Koordinatenschreibweise manchmal bequemer, um Zwischenab-
leitungen beim Nachweis von Tensorrelationen vorzunehmen. In diesem Fall ist es sinnvoll,
das einfache kartesische Koordinatensystem zu verwenden und nach Erhalt des Endergebnis-
ses zur invarianten Schreibweise zuriickzukehren. In der letzten Phase der Problemstellung
werden auch Koordinaten eingefiihrt, wobei die Wahl des Koordinatensystems durch die Be-
sonderheiten eines bestimmten Problems bestimmt wird.

Bild 1.1 Pioniere der Vektor- und Tensorrechnung: Josiah Willard Gibbs (1839-1903), Oliver Heavi-
side (1850—1925), Gregorio Ricci-Curbastro (1853—1925), Tullio Levi-Civita (1873—1941)

Die meisten klassischen Arbeiten zur Kontinuumsmechanik verwenden ,, materielle“ Koordi-
naten, die im Korper ,eingefroren“ sind, so dass man die Anderung der inneren Geometrie
des Korpers auf natiirliche Weise mit seiner Verformung in Verbindung bringen kann (siehe
[Er1980], [Mal1970], [Tr2004]). Diese Koordinaten fithren zu einer nicht-orthogonalen Basis, die
wiederum die Einfithrung einer reziproken Basis, kovarianter und kontravarianter Komponen-
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ten, Christoffel-Symbole usw. nach sich zieht. Die grundlegenden Konzepte und Operationen
der Tensoralgebra und der Tensoranalysis in einer solchen nicht-orthogonalen Basis werden
im letzten Abschnitt dieses Kapitels behandelt.

B 1.2 Tensoralgebra

1.2.1 Vektoren und Tensoren im dreidimensionalen Raum

1.2.1.1 Bezugsrahmen und Koordinatensysteme, polare und axiale Objekte

In der Begriffswelt der direkten Tensorrechnung ist der Begriff des Vektors und des Tensors ei-
ner beliebigen Stufe aullerhalb eines Bezugsrahmens oder Bezugssystems bedeutungslos (vgl.
auch Abschnitt 2.3). Dabei ist der Bezugsrahmen eher ein philosophisches Konzept, dessen
Existenz nicht bewiesen, sondern nur postuliert werden kann. Einen Bezugsrahmen zu defi-
nieren, bedeutet insbesondere, ein Modell des absoluten Raums zu konstruieren, bei dem alle
Punkte durch die Einfithrung von drei unabhéngigen Richtungen und einer Liangenskala im
gegebenen Bezugsrahmen parametrisiert sind.

Die klassische Mechanik postuliert die Existenz einer unendlichen Anzahl gleicher Bezugs-
rahmen, und alle physikalischen Gesetze miissen diesbeziiglich invariant sein, d. h. ihre Form
bleibt beim Ubergang von einem Rahmen zum anderen erhalten. Man spricht von Forminvari-
anz oder manchmal auch vom Kovarianzprinzip. Auflerdem kann die Position eines beliebigen
Punktes in einem bestimmten Bezugssystem durch ein Zahlentripel angegeben werden. Die
Art und Weise, wie jeder Punkt in einem Bezugssystem in eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz
mit einem Zahlentripel gebracht wird, wird als Wahl des Koordinatensystems bezeichnet. In
einem Bezugsrahmen kénnen viele verschiedene Koordinatensystemen eingerichtet werden,
die alle gleichwertig sind. Der Unterschied zwischen einem Bezugsrahmen und einem Koordi-
natensystem muss klar verstanden werden. Insbesondere hdngen viele physikalische Gréfen
(Geschwindigkeit, Beschleunigung, kinetische Energie usw.) von der Wahl des Bezugssystems
ab, aber keine physikalische GroRe hingt von der Wahl des Koordinatensystems in einem be-
stimmten Bezugssystem ab.

In dem gewdhlten Bezugssystem muss eine zusédtzliche Vereinbarung dariiber getroffen wer-
den, welche Drehungen als positiv zu betrachten sind, d. h. es muss die Ausrichtung des Raums
gewdhlt werden. Ein Bezugssystem wird rechtsorientiert genannt, wenn eine Drehung gegen
den Uhrzeigersinn als positiv, und linksorientiert, wenn eine Drehung im Uhrzeigersinn als po-
sitiv angesehen wird.

Alle physischen Objekte werden hinsichtlich der Wahl der Orientierung im Bezugssystem in
zwei Typen unterteilt (siehe auch Abschnitt 3.6.2). Objekte, die nicht von der Ausrichtung des
Bezugssystems abhdngen, werden als polar bezeichnet. Objekte, die mit dem Faktor —1 mul-
tipliziert werden, wenn die Ausrichtung des Bezugssystems umgekehrt wird, werden als axial
bezeichnet. Zum Beispiel sind Temperatur, Verschiebung und Translationsgeschwindigkeit
polare Objekte. Axiale Objekte beziehen sich in der Regel auf die Ausrichtung von Kérpern im
Raum. Typische Beispiele fiir axiale Objekte sind das Drehmoment, der Rotationsvektor, die
Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung.
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Es ist zu beachten, dass die Ausrichtung des Bezugsrahmens erfolgt, bevor irgendwelche Ope-
rationen an Objekten im Rahmen durchgefiihrt werden, und dass keine weiteren Operationen
an Objekten die urspriinglich gewdhlte Ausrichtung dndern. Insbesondere bleibt die Orientie-
rung des Raums bei Spiegelungen erhalten.

1.2.1.2 Skalare oder Tensoren nullter Stufe

@ Definition: Ein Skalar oder Tensor nullter Stufe ist eine physikalische Gré3e, die von
der Wahl des Koordinatensystems unabhéngig ist und durch eine einzige reelle Zahl
definiert wird.

Beispiele fiir Skalare in der Physik sind physikalische Gré8en wie Temperatur, Dichte, Energie,
Ladung, usw. Nicht alle Zahlen kénnen als Skalare bezeichnet werden. So sind beispielsweise
Vektorkoordinaten keine Skalare, da sie von der Wahl des Koordinatensystems abhéngen. Es ist
zu beachten, dass skalare Grof3en oft gleich bleiben aber sich manchmal auch dndern kénnen,
wenn man das Bezugssystem @ndert. So d&ndern sich Temperatur, Dichte und innere Energie
nicht, wenn man in einen anderen Bezugsrahmen wechselt, wihrend die kinetische Energie
von der Wahl des Bezugsrahmens abhdngt, weil sich dieser gegeniiber dem urspriinglichen
Rahmen mit einer anderen Geschwindigkeit bewegen kann. Skalare konnen Funktionen von
Raumpunkten in einem Bezugssystem sein, z. B. die Temperaturverteilung in einem Korper. In
diesem Fall handelt es sich um ein skalares Feld.

Betrachten wir die Menge der Skalare als Elemente der Menge der reellen Zahlen, also 9y = R,”
auf denen die Operationen der Addition, Multiplikation und Division nach den Regeln der ele-
mentaren Arithmetik eingefiihrt werden. Als physikalische Gré68en haben Skalare Dimensio-
nen. Nur skalare Grolen desselben Typs, die dieselben Dimensionen und Einheiten haben,
konnen direkt addiert und subtrahiert werden. Andererseits konnen Skalare verschiedener Di-
mensionen geteilt und multipliziert werden.

1.2.1.3 Der Vektorraum oder Tensoren erster Stufe

Das Grundelement des Vektorraums ist ein Vektor oder Tensor erster Stufe, der als ,gerichteter
Pfeil“ verstanden und durch seine Linge und Richtung definiert wird. Ein Beispiel fiir solche
VektorgroBen in der Mechanik sind Verschiebung, Translations- und Winkelgeschwindigkeit
sowie der Rotationsvektor. Wir nennen einen Nullvektor einen Vektor, dessen Lange gleich Null
ist. Die Richtung des Nullvektors spielt natiirlich keine Rolle.

Folgende vier Regeln werden auf der Menge der Vektoren erklart:

@ 1. Vektoradditionsregel: Sie setzt in eindeutiger Weise zwei Vektoren a und b dessel-
ben Typs mit einem dritten Vektor ¢ desselben Typs geméaR der Parallelogramm-
oder Dreiecksregel in Verbindung. Die folgenden Eigenschaften der Additions-
operation gilt es festzuhalten:

*

Das Symbol 9~ weifit auf Tensorraum hin, der nachfolgende Index kennzeichnet die Stufe.
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= Kommutativitit: a+ b= b + a,

= Assoziativitit: (a+b)+c=a+ (b+c),

= Existenz eines Nullvektors: a+0=0+a = a,
= Existenz des Gegenvektors: a + (—a) = 0.

2. Die Regel der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar: Jedem Vektor a
und Skalar a kann eindeutig ein Vektor b = a a zugeordnet werden, der die Lan-
ge | a||al und die Richtung hat, die mit der Richtung von a tibereinstimmt, wenn
a > 0 und entgegengesetzt ist, wenn « < 0. Diese Vorschrift hat folgende Eigen-
schaften:

(a+Pla=aa+fa, a(a+b)=aa+fa, a(fa)=(aPa. 1.1

Der Vektortyp bleibt bei der Multiplikation mit einem polaren Skalar erhalten und
wird bei der Multiplikation mit einem axialen Skalar umgekehrt.

Die Menge der Vektoren, fiir welche die beiden oben genannten Bildungsgesetze
gelten, heil3t linearer Vektorraum.

3. Skalarmultiplikation von Vektoren: Die Skalarmultiplikation setzt jedes Paar von
Vektoren a und b zu einem Skalar a = a- b = |al|b| cos(a, b) in Beziehung und hat
die folgenden Eigenschaften:

= Kommutativitit: a-b=b- a,
= Distributivitit: (¢a+ Bb)-c=a(a-c)+ f(b-c),
= Positivdefinitheit: a-a=0, a-a=0< a=0.

Das Ergebnis der Skalarmultiplikation ist ein polarer Skalar, wenn die beteiligten
Vektoren den gleichen Typ haben, und ein axialer Skalar, wenn die Vektortypen
unterschiedlich sind.

Die Norm eines Vektors ist seine Lange:

lal=(a-a)'”. 1.2)

Die Menge der Vektoren, fiir welche die drei oben genannten Kompositionsgeset-
ze gelten, heillt linear normierter Raum oder euklidischer Raum.

Zwei Vektoren, die nicht Null sind, werden orthogonal genannt, wenn ihr Skalar-
produkt Null ist.

Der Einheitsvektor eines Vektors a zeigt dessen Richtung an und hat die Lange 1:

a
e,=—, |al£0. (1.3)
|al

Die Projektion eines Vektors a auf die Richtung von b ist der Vektor
ap=(a-b)ey. (1.4)
Oft hat die Projektion eines Vektors a auf einen Vektor b die Linge

|lapl = (a-ep). (1.5)
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4. Vektorielle Multiplikation oder Kreuzprodukt von Vektoren. Im Gegensatz zu
den vorangegangenen Gesetzen ist dieses Bildungsgesetz nur in einem orientier-
ten Bezugsrahmen sinnvoll. Das Vektorprodukt der Vektoren a und b ist ein Vek-
tor ¢ = a x b, dessen Lange gegeben ist durch |a||b|sin(a, b) und dessen Richtung
orthogonal zu der tiber die Vektoren a und b aufgespannten Ebene ist. Vom Ende
des Vektors ¢ aus betrachtet, entsteht dieser im rechtsorientierten Bezugssystem
durch kiirzeste Drehung vom ersten auf den zweiten Vektor gegen den Uhrzeiger-
sinn, im linksorientierten Bezugssystem im Uhrzeigersinn. Der Typ des Vektors ¢
héngt vom Typ der Vektoren a und b ab. Wenn beide Quellvektoren vom gleichen
Typ sind, dann ist ¢ ein Axialvektor. Wenn einer der Vektoren polar und der andere
axial ist, dann ist der Vektor ¢ polar.

Eigenschaften des Vektorprodukts sind:

axb=-bxa, (a+b)xc=axc+bxc. (1.6)

Folgende Produkte dreier Vektoren werden haufig verwendet, das sog. gemischte (oder Spat-
produkt), a - (b x c¢), und das doppelte Vektorprodukt, a x (b x c¢). Der Betrag des gemischten
Produkts ist gleich dem Volumen des Parallelepipeds, das aus den gegebenen Vektoren gebil-
det wird. Man beachte, dass ein gemischtes Produkt ein Axialskalar ist, wenn alle Vektoren, die
es enthilt, vom gleichen Typ sind oder zwei von ihnen axial sind.

Erinnert sei in diesem Zusammenhang an die folgenden Identititen:

@ Spat- und doppeltes Kreuzprodukt:
(axb)-c=a-(bxc)=b-(cxa); (1.7)

dies ist sogenannte Spatproduktsregel, da diese GroRe das Volumen des von den drei
Vektoren aufgespannten Volumens bestimmt.

ax(bxc)=bla-c)—c(a-b); (1.8)

dies ist die sogenannte bakzap-Regel, wobei sich der Name aus den Buchstaben der
gewdhlten Vektoren erklart.

Die eingefiihrte Menge gerichteter Segmente mit den obigen Bildungsgesetzen ist ein vektor-
orientierter Raum 97. Schliefilich ist zu beachten, dass die Divisionsoperation nicht auf einer
Vektormenge definiert ist, da sie nur auf Mengen definiert werden kann, in denen es ein einzi-
ges Einheitselement gibt. Beim Vektorraum ist das nicht der Fall, da er eine unendliche Anzahl
von Einheitsvektoren unterschiedlicher Richtung enthalt.

Ubungsaufgabe Kreuzprodukt
1. Zeige, dass |ax b|> = (a-a)-(b-b) - (a-b)>.

2. Beweise,dassax (bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.
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1.2.1.4 Der Tensorraum oder Tensoren beliebiger Stufe

Skalare und Vektoren sind nur ein Teil der ganzen Vielfalt an Gréen und Begriffen, welche
die moderne Naturwissenschaft benotigt. Tensoren hoherer Stufe entstehen in der Mechanik
als Verallgemeinerung von Vektorrdaumen. Betrachten wir als Beispiel ein System, das aus drei
Federn mit unterschiedlichen Federsteifigkeiten k; besteht (Bild 1.2). Geben wir dem Mittel-
punkt der Federbindung eine Verschiebung Ar. Es liegt auf der Hand, dass die Riickstellkraft
die Summe der in den Federn erzeugten elastischen Kriéfte ist, F = F;e; + Foe» + F3es, wobei
e; ein Einheitsvektor ist, der entlang der i-ten Feder zeigt, und die Grof3e der Kraft F; propor-
tional zur Projektion des Kopplungsmittelpunktes auf die entsprechende Einheitsrichtung ist,
F; =—k;je;-Ar.Wir haben also F = —(kjeje; + kyezes + kseses)-Ar = —K-Ar, wobei der Tensor
K, der sich aus der Summe von drei Paaren von Vektoren multipliziert mit den entsprechen-
den Federsteifigkeiten ergibt, als Tensorsteifigkeit des Federsystems interpretiert werden kann.
Man beachte, dass in diesem Fall die soeben verwendeten Vektorpaare e;e;, i = 1,2,3 als Gan-
zes wirken, wobei der erste Vektor dieses Paares die Richtung der Feder und der zweite Vektor
die Richtung der Kraft angibt, die beide in diesem Problem zusammenfallen. Um diesen Unter-
schied zu verdeutlichen, untersuchen wir, wie der Spannungszustand in einem verformbaren
Korper beschrieben wird.

Bild 1.2 Steifigkeitstensor ei-
nes Federsystems

Schneiden wir den Korper gedanklich durch die Flache AS in zwei Teile und betrachten einen
der Teile. Bezeichnen wir mit n die d&ulere Normale zur Oberflache. Auf die Fldche A f (r) wirkt
von der Seite des deformierten Teils eine Kraft AS, die von der Ausrichtung der Fldche abhéngt
(Bild 1.3). Der Spannungsvektor in einem Punkt M, der auf ein infinitesimales Flachenelement
AS wirkt, ist der Grenzwert des Verhiltnisses

_ o Af
t(n) = (111% AS’ (1.9)

wobei d der gréo8te Durchmesser des Bereichs ist.

Af(n)

Bild 1.3 Zum Spannungstensor
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Um die Spannung im Punkt M zu bestimmen, ist es also notwendig, eine orientierte Flache
zu definieren, die durch die Normale n» und den auf diese Fliche wirkenden Spannungsvek-
tor definiert ist. Der Spannungstensor ist also ein geordnetes Paar von Vektoren n und ¢, von
denen der erste die Fliche und der zweite die auf diese Fliche wirkende Kraft definiert. Die
Reihenfolge der Faktoren ist dabei von grundlegender Bedeutung und darf — einmal festge-
legt — nicht gedndert werden. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass die Paare nt und
tn unterschiedlich sind. Um den Spannungszustand im Punkt M vollstdndig zu beschreiben,
miissen die Spannungsvektoren in allen Ebenen, die durch M verlaufen, angegeben werden.
Es gibt eine unendliche Anzahl solcher Ebenen. Mit einer Standardargumentation, siehe z. B.
[ ], kann gezeigt werden, dass der Spannungszustand an einem Punkt vollstdindig defi-
niert ist, wenn eine ungeordnete Menge von drei geordneten Vektorpaaren gegeben ist.

Das formale Produkt zweier Vektoren a und b, die zu der Menge 9, gehéren, heilst Tensormul-
tiplikation oder dyadisches Produkt. Es sei erwdhnt, dass in der Literatur hiufig ein spezielles
Zeichen fiir diese Tensormultiplikation, ndmlich a ® b, verwendet wird, das auch in diesem
Lehrbuch gelegentlich zum Einsatz kommt. Der Begriff Tensormultiplikation zeigt an, dass
diese Operation einige Eigenschaften einer gewshnlichen Multiplikationsoperation hat.

Man betrachte die endliche Summe der Dyaden:
A=ab+cd+ef+---. (1.10)

Die Elemente von A werden als Tensoren zweiter Stufe bezeichnet, wenn folgende Aquivalenz-
bedingungen erfiillt sind (« ist ein Skalar):

ab+cd=cd+ab, alb+c)=ab+ac, L11)
(a+b)c=ac+bc, (ea)b=a(ab). ’
Ein Tensor zweiter Stufe ist also eine ungeordnete Menge von geordneten Dyaden.

Bezeichnen wir die Menge der Tensoren zweiter Stufe, die man durch Tensorprodukt dreidi-
mensionaler linearer Rdiume 9797 erhilt, mit 9. Wir fithren auf der Menge 9, die Operatio-
nen der Addition und Multiplikation mit einer Zahl ein, so dass die Grenzen der Menge nicht
tiberschritten werden:

A=ab+cd, B=de+gh,

S=A+B=ab+cd+de+gh, (1.12)

aA=(aa)b+(ac)d=alab)+clad).
Eine wichtige Eigenschaft des linearen Raums ist das Vorhandensein eines Null- und eines
Gegentensors:

Der Nulltensor der Stufe 2 ist der Tensor 0 = oo, der {iber eine Dyade zweier Nullvektoren (hier
zur Unterscheidung mit o bezeichnet) entsteht. Wenn wir den Nullvektor in der Form o = 0a
darstellen, erhalten wir eine alternative Darstellung des Nulltensors:

0=o0a=ao. (1.13)
Der Gegentensor ist derjenige Tensor, der bei Summation zu einem Nulltensor fiihrt.

In=(-1A. (1.14)
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Tensoren noch hoherer Stufe werden auf die gleiche Weise eingefiihrt. Wir definieren das Ten-
sorprodukt von k Vektorrdumen: 93 = 9197 ...97. Wir nennen die geordnete Menge aufstei-
N—_——

k
gender Tensoren k-ter Stufe auch: ab-Dyade, abc-Triade und abcd-Tetrade.

Die Elemente der Menge 97, fiir die die entsprechenden Aquivalenzbeziehungen erfiillt sind,
heiBen Tensoren k-ter Stufe und werden, wenn es nicht aus dem Kontext hervorgeht, in dem
Symbol FA erfasst. Somit bezeichnet z. B. 2A = A einen Tensor zweiter Stufe.

Da der Raum der Tensoren k-ter Stufe 9 ein linearer Raum ist, definiert man Additions- und
Multiplikationsoperationen mit einer Zahl wie folgt:
a(kA+kB)=akA+akB. (1.15)

Man beachte, dass die Summe von Tensoren nur fiir Tensoren gleichen Ranges definiert ist.

1.2.1.5 Vektor- und Tensorbasen sowie Tensor-Koordinaten

Die Dreidimensionalitédt des Bezugssystems bedeutet, dass es im eingefiihrten Raum 97 Drei-
ergruppen linear unabhéngiger Vektoren gibt, aber vier (und mehr) beliebige Vektoren erwei-
sen sich als linear abhéngig.

@ Definition: Jedes Triplett linear unabhéngiger Vektoren wird als Basis bezeichnet.

Man beachte, dass alle Operationen mit Tensoren invariant sind und nicht von der gewdhlten
Basis abhéngen. Der Einfachheit halber wiahlen wir daher drei beliebig orientierte orthogonale
Einheitsvektoren e, e, e3:"

1, m=n;
em-en=0my= (1.16)
0, m#n,

wobei § ,,, das sogenannte Kroneckersymbol ist. Eine Basis, welche die Gleichung (1.16) erfiillt,
heiBt orthonormal.
Fiir jeden Vektor a gibt es eine einzige Menge von Zahlen a,, ay, as € 9y, die man Koordinaten
des Vektors in der gewihlten Basis nennt:

a=ae +ae)+ases=aie;j, a;=a-e;. 1.17)
Hier und im Folgenden wird nach der Einstein'schen Summenkonvention vorgegangen, d. h.
bei zweimal wiederholten Indizes™ wird automatisch von 1 bis 3 summiert.
Die skalare Multiplikation der Vektoren a = a,,e;, und b = b, e, in Koordinatenschreibweise
hat die Form:

a-b=aub,0,,=a,b;,. (1.18)

Wir ordnen nun die Basisvektoren so an, dass sie das rechte Tripel der Vektoren (e; x e2)-e3 =1
bilden und betrachten das Vektorprodukt zwischen e; und e;;,

e xXej=€;jxek =€gjjek, (1.19)

Die nicht-orthogonale Basis wird in Abschnitt 1.5 betrachtet.
Fiir eine nicht-orthogonale Basis wird diese Regel modifiziert (siehe Abschnitt 1.5).

*x
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wobei ¢; j; das sog. Levi-Civitd-Symbol bezeichnet. Die Werte von ¢€; ;. sind gleich Null, wenn
es sich wiederholende Indizes i j k gibt, gleich 1 fiir die Sequenz der Indizes 123 und Sequen-
zen, die durch zyklische Permutation daraus erhalten werden, und schlieBlich gleich —1, wenn
diese Ordnung gebrochen ist, d. h. fiir Sequenzen 132, 213 und 321. Diese Regeln haben wir im
letzten Schritt in Gleichung (1.19) bereits angewandt.

Multipliziert man Gleichung (1.19) skalar mit e, erhdlt man eine niitzliche Formel zur Bestim-
mung der Komponenten des Levi-Civitd-Tensors,

€ijk=(e;xej)-eg. (1.20)

Betrachten wir nun die Tensormultiplikation von Vektoren. Jede Dyade ab kann in folgender
Form dargestellt werden:

ab = (ayen)(bye,) =anbnene;,. (1.21)

Stellt man in dhnlicher Form alle im Tensorausdruck enthaltenen Dyaden dar, so erhilt man,
dass jeder Tensor zweiter Stufe durch folgende Erweiterung dargestellt werden kann:

A=Ajjeiej, Appn=en-A-ep. (1.22)

Die Kombinationen e;; e, werden als Elemente der Tensorbasis bezeichnet, und Werte von
Amn sind die Tensorkoordinaten in Bezug auf die eingefiihrte Tensorbasis. Der Tensor des
zweiten Ranges kann also als Summe von neun Dyaden dargestellt werden.

@ Satz: Die Dimensionalitdt des Raumes 93 ist 9, d. h. die Elemente der Tensorbasis
emey sind linear unabhéngig.

Beweis: Lineare Unabhéngigkeit der Tensorbasiselemente bedeutet, dass
Amnemen =0 (1.23)

dann und nur dann moglich ist, wenn «,,,, = 0 gilt. Durch skalare Multiplikation der
Gleichung (1.23) mit ey erhalten wir: @, e, 0k = Ak em =0, k=1, 2, 3. Aufgrund
der linearen Unabhéngigkeit der Vektorbasiselemente ergibt sich also, dass &, = 0.
In einer festen Basis ist ein Tensor zweiter Stufe also vollstdndig durch seine Koordi-
natenmatrix der Ordnung 3 x 3 definiert. O

@ Behauptung: Jeder Tensor zweiter Stufe kann als Summe von drei Dyaden dargestellt
werden.

Beweis durch Konstruktion: Wenn man die Ausdriicke in der Gleichung (1.22) zu-
sammenfasst, erhdlt man

A=(Anen)er +(Apen)er+ (Ansen)es =aje) +azer + azes. O (1.24)

Man beachte, dass, obwohl jede Dyade ein Tensor zweiter Stufe ist, ein beliebiger Tensor zwei-
ter Stufe nur in Ausnahmeféllen auf eine einzelne Dyade reduziert werden kann.
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Ein Tensor zweiten Ranges kann in invarianter Form, als ein Element des Tensorraums: A €
9>, in dyadischer Form als Summe von Dyaden, A = a,,b,,, und in Koordinatenform durch
Zerlegung tiber Elemente der Tensorbasis, A = A, e, e, dargestellt werden.

In Analogie zur Gleichung (1.21) kann jeder Tensor k-ter Stufe wie folgt dargestellt werden:
kA= Apny npemen, .. en, - (1.25)

Die Elemente ey, ey, ... ey, bilden eine Polybasis im Raum 9%, und die Zahlen Ay, ,...,, sind
die Tensorkoordinaten k-ter Stufe in dieser Polybasis. Die Reihenfolge der Indizes der Koordi-
naten entspricht der Reihenfolge der Indizes der Basisvektoren in der Polybasis.

Es ist einsichtig, dass die Dimension des Raumes 7} zu 3% gegeben ist. Durch Gruppierung der
Terme in der Gleichung (1.25) kann gezeigt werden, dass ein Tensor k-ter Stufe als eine Summe
von 3¥~1 Dyaden k-ter Stufe dargestellt werden kann: der Tensor dritten Ranges ist eine Menge
von neun Triaden, der Tensor vierten Ranges ist eine Menge von siebenundzwanzig Tetraden,

USW.:
3k-1

kA=Y anay,...an,,. (1.26)
n=1

AbschlieBend stellen wir fest, dass ein Tensor beliebiger Stufe zwar vollstandig durch seine
Koordinaten in der gew#hlten Basis bestimmt ist, man den Tensor aber nicht mit seinen Koor-
dinaten identifizieren sollte. Der Tensor ist ein unverdnderliches Objekt, das nicht an die Wahl
der Basis gebunden ist, wihrend seine Koordinaten von der Wahl der Basis abhidngen.

Ubungsaufgabe Tensoroperationen
1. Vereinfache A;;6 .
2. Zeige, dass

(@) €;jk€iji =26k,

(b) €;jk€ijk =6,

(© €jk€jriAmk =2Ami-

1.2.2 Operationen fiir Tensoren zweiter Stufe

1.2.2.1 Symmetrische und antisymmetrische Tensoren

@ Definition Transponierter Tensor: Das Symbol AT bezeichnet denjenigen Tensor
zweiter Stufe, bei dem die Reihenfolge der Faktoren in allen Dyaden vertauscht wur-
de:”

AT =(ambp)' =bpan < A} =Aji. (1.27)

Offensichtlich ist (AT)T = A fiir jeden Tensor zweiter Stufe.

*

Fiir die Freunde der Indexschreibweise zeigen wir nachfolgend neben der direkten Notation auch oft den ent-
sprechenden Indexausdruck.
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Ein Tensor zweiten Ranges wird symmetrisch genannt, wenn AT = A gilt und antisymmetrisch,
wenn AT = — A erfiillt ist.

Ein beliebiger Tensor zweiten Ranges A kann mit folgender Regel eindeutig auf einen symme-
trischen Tensor AS abgebildet werden:

AS :%(A+AT). (1.28)

Der Tensor AS heilt der symmetrische Teil von A, und die Gleichung (1.28) wird als Symmetri-
sierung des Tensors A bezeichnet.

In dhnlicher Weise kann ein beliebiger Tensor A eindeutig auf einen antisymmetrischen Tensor
A? abgebildet werden:

AA=%(A—AT]. (1.29)

Folglich ldsst jeder Tensor zweiter Stufe A eine eindeutige Darstellung als Summe seiner sym-
metrischen AS und antisymmetrischen A* Teile zu:

A=AS+ A", (1.30)

Ubungsaufgabe Zerlegung in symmetrischen und antisymmetrischen Teil

Berechne den symmetrischen und den antisymmetrischen Anteil des Tensors

A=2e1e; —ejey—exer+3ezer. (1.31)

1.2.2.2 Tensormultiplikation

Stellen wir zunéchst die Tensoren A und B in der Form A = a,,b,,, B = d, f, dar. Diverse
Operationen werden so verstdndlich. Im Einzelnen:
(A) Skalarmultiplikationen eines Tensors mit einem Vektor
A-c=apy(by-c),c-A=(c-ap)b, < (A-c);=Ajjc;. (1.32)
Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Vektor.
Es sei betont, dass die Multiplikation eines Tensors mit einem Vektor auf der linken und auf der

rechten Seite im Allgemeinen zu unterschiedlichen Vektoren fiihrt. Die folgende Beziehung ist
giiltig:

c-A=(c-ap)by=byc-ay)=by,ay) c=AT-c < (c~A)=chj,~EAlT.jcj.(1.33)

Daraus ergeben sich weitere Aussagen zu symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren,
niamlich:
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Ein Tensor zweiter Stufe ist symmetrisch, wenn fiir jeden Vektor x die Gleichung A-x = x- A,
gilt und antisymmetrisch, wenn fiir jeden Vektor x die Gleichung A-x = —x- A erfiillt ist. Wenn
wir diese Beziehung skalar mit x multiplizieren, erhalten wir eine wichtige Eigenschaft des
antisymmetrischen Tensors: x- A-x = 0.

(B) Vektormultiplikationen eines Tensors mit einem Vektor

Axc=am(bymxc), cxA=(cxap)by, < (Axc)jj=¢€jAixc. (1.34)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Tensor zweiter Stufe.

Die folgende Beziehung gilt:
(exA)T=-ATxc. (1.35)
Zum Beweis berechnen wir den linken und den rechten Teil der Gleichung getrennt:

(exA)T =((cx am)bm)T =bpn(cxap),

(1.36)
—ATxc=-by(a,;, xc)=by,(cxa,).

(C) Tensormultiplikationen eines Tensors mit einem Vektor
Ac=ambpyc, cA=camby, < (Ac)jjr = Ajjck, (€A)jjr=ciAj. (1.37)

Das Ergebnis dieser Multiplikation sind Tensoren dritter Stufe.

(D) Innere Tensormultiplikation

A-B=(amby)-(dufn)=bm-d)anfn < (A-B)j=AyBr;.  (1.38)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Tensor zweiter Stufe.

Man beachte: Im Gegensatz zur skalaren Multiplikation von Vektoren ist die innere Multipli-
kation von Tensoren nicht kommutativ,d.h. A-B # B - A, da:

A-B=(by-dpanf,, B-A=(fn-an)d,b,,. (1.39)
Transposition bei innerer Multiplikation von Tensoren liefert:

(A-B)T=BT-AT,

(AB)" = (am by -dp)fn) = fndy bp)a,=BT-AT.

(E) Vektorielle Tensormultiplikation

AxB=(ambpy)x(dnfn)=ambpxdy)fn < (AxB)jjr=Aj€jimBnk. (1.41)

(1.40)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Tensor dritter Stufe.
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(F) Tensormultiplikation eines Tensors mit einem Tensor
AB=apbyd, f, < (AB)ijkl:AijBkl- (1.42)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Tensor vierter Stufe.

(G) Inneres Skalarprodukt von Tensoren
AOB=(anbpy)o(dyfr)=(an -dp)(by-fr)=A:B. (1.43)

Das Ergebnis der Multiplikation ist ein Skalar. Wie gezeigt, wird das Skalarprodukt
von Tensoren héiufig auch durch zwei senkrechte Punkte A : B bezeichnet.

g Ubungsaufgabe Inneres Skalarprodukt von Tensoren indizistisch

Erinnere, dass man kartesisch schreiben darf A = A;je;e; und B = By ere;. Zeige
damit, dass gilt:

AOBEA:BZAijBij. (1.44)
Man dabei spricht dabei von einem inneren (Doppel-) Skalarprodukt zwischen zwei
Tensoren zweiter Stufe.
Das Skalarprodukt von Tensoren ist kommutativ:
BoA=dy-an)(fn-bp)=(@n-d,) by -fr)=A0B (1.45)

und ist positiv definit. Die positive Definitheit eines Skalarprodukts von Tensoren ldsst sich am
einfachsten am Beispiel einer Dyade zeigen:

Ao A= (ab)o (ab)=(a-a)(b-b). (1.46)
Dieser Ausdruck ist nur dann Null, wenn einer der Dyadenvektoren Null ist. In diesem Fall fallt
die Dyade mit einem Nullelement des Tensorraums zusammen.

(H) AuReres Skalarprodukt von Tensoren
A-B=(ambp) - (dnfn)=bp-dp)(@n- fn)=AijBji. (1.47)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Skalar. Hierbei spricht man vom duf3eren
(Doppel-) Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe.

Die doppelte dullere Multiplikation ist kommutativ: A-- B = B+ A, was aus der Kommutativitit
der Skalarmultiplikation von Vektoren folgt. Aber anders als beim inneren Skalarprodukt von
Tensoren kann A-- A = (a - b)? gleich Null sein kann, wenn die Vektoren a und b orthogonal
sind.
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@ Ubungsaufgabe AufSeres Skalarprodukt von Tensoren indizistisch

Erinnere, dass man kartesisch schreiben darf A = A;je;e; und B = By eye;. Zeige
damit, dass gilt:
A-B=A;Bji.

Erldutere mogliche Griinde fiir die Wortwahl, also warum man von einem dufSeren
Skalarprodukt spricht.

Die doppelte innere Multiplikation von Tensoren ist mit der &ueren Multiplikation durch die
folgenden Beziehungen verbunden:

A0B=A:B=A-B'=AT-B & A;jBij=A;jB],=A}B. (1.48)
Es ist leicht gezeigt, dass

A-B=AT-B"=BT-AT. (1.49)
Betrachten wir nun die doppelte innere Multiplikation des symmetrischen S und des antisym-
metrischen A Tensors:

A-S=AT-ST=-A-8. (1.50)
Da eine Zahl nur dann gleich ihrer Gegenzahl sein kann, wenn sie Null ist, ergibt sich die Iden-
titdt

A-S$=0. (1.51)

Daraus folgt, dass die Tensoren in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil
zerlegt werden miissen:

A-B=A5-BS+A%-BA. (1.52)

Einer der Tensoren in der dufleren Multiplikation sei das Ergebnis der inneren Multiplikati-
on der beiden anderen Tensoren. Durch direkte Uberpriifung kénnen wir beweisen, dass die
folgende Kette von Gleichungen stimmt:

A-(B-C)=(A-B)--C=(C-A)-B. (1.53)

Die inneren und dulleren Tensormultiplikationen konnen auch als alternative Schreibweise fiir
skalare Tensormultiplikationen mit Vektoren links und rechts verwendet werden:

c-A-d=A-(dc)=A0o(cd). (1.54)

(I) Tensormultiplikation mit doppeltem Vektorprodukt

AxxB=(ambp) xx (dnfn) =(bm xdy)(am = fn)
©  (AxxB)jj=€imi€jnk AmnBki - (1.55)

Das Ergebnis dieser Multiplikation ist ein Tensor zweiter Stufe. Man wiirde hier von
einem doppelten dufSeren Vektorprodukt sprechen.
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Man beachte, dass in diesen Notationen das Ergebnis der Vektormultiplikation der néchstge-
legenen Vektoren an erster Stelle steht und die entfernten Vektoren an zweiter Stelle. Die Ope-
ration der doppelten inneren Vektormultiplikation kann auf entsprechende Weise eingefiihrt
werden. Wir kénnen zum Beispiel davon ausgehen, dass sich das erste Zeichen, dhnlich wie
beim inneren Skalarprodukt von Tensoren, auf die ersten Vektoren in Dyaden bezieht und das
zweite auf die zweiten Vektoren:

AiB=(amxdn)bmxfn) < (A%B);;=¢€imk€jniAmnB- (1.56)

Folgende Beziehung ist leicht zu iiberpriifen:

AXB=A"xxB. (1.57)

Ahnlich wie die doppelte innere Tensormultiplikation gibt es bei der doppelten inneren Vek-
tormultiplikation eine alternative Form, die Multiplikation des Tensors mit einem Vektor von
rechts und links zu schreiben:

cxAxd=—-(dc)xxA. (1.58)

Das Minuszeichen, das hier erscheint, ist auf eine Permutation der Multiplikatoren bei der
Vektormultiplikation von Vektoren zuriickzufiihren.

Man beachte auch, dass eine dhnliche Formel wie Gleichung (1.8) giiltig ist:
cx(dxA)=d(c-A-(d cA. (1.59)
Bei einer anderen Multiplikationsfolge ist das Ergebnis jedoch ein anderes:

(exd)x A= (—apyx(cxd))by = (~c(d-ap)+d(c-am))by, = (dc—cd)-A=-2(cd)*-A. (1.60)

(J) Gemischte Tensormultiplikation:
Es gibt zwei Arten der gemischten Tensormultiplikation, die skalar-vektorartige:

A-x B = (apbp)-x (dnfn) =(bm-dy)anxfn) < (A-xB);=¢€jsAmBmns (1.61)
und die vektor-skalarartige Form:
Ax-B = (ambm) % (dnfn) = (@n-fn) (bpxdy,) < (Ax-B);=¢€;5AmBsm. (1.62)

In beiden Féllen ist das Ergebnis der Multiplikation ein Vektor.

Es ist einfach, Verbindungen zwischen diesen Arten von Multiplikationen herzustellen:

A-xB=A"x-B", AT-xB=Ax-BT, A-xB"=A"x-B. (1.63)

Folgende Beziehungen gilt es zu merken:

cxA-d=-A-x(dc)=(dc)x-A, ccAxd=Ax-(dc)=—(dc)-xA. (1.64)
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Wie bei der dualen Skalar- und Vektormultiplikation kdnnen auch hier alternative Regeln fiir
die gemischte Tensormultiplikation eingefiihrt werden:

AxB=(ambp)*(dnfn)=bm-fr)@nxdy)=A-xBT, 1.65)
A>'<B:(ambm)%[dnfn):(am'dn)(bmxfn):Ax'BT- ’
@ Ubungsaufgabe Diverse Probleme zur Tensoralgebra
1. Schreibe a- A- BT - a in Koordinatenform.
2. Schreibe A;;By;axb; in absoluter Notation.

3. Sei S symmetrisch und A antisymmetrisch. Zeige, dass dann (a) S:- A- S und (b)
a-A-b=-b-A-a antisymmetrisch sind.

4. Zeige, dass sich die quadratische Form c- A- ¢ nicht dndert, wenn A mit seinem
symmetrischen Anteil ersetzt wird.

5. Zeige, dass falls A and B beide symmetrisch oder antisymmetrisch sind, der Ten-
sor C = A- B — B - A antisymmetrisch ist.

6. Sei A=eje; +2ere; —eje3 und B =3e e, + exes — eser + 2ese; . Finde damit
(@) A-B; (b) AxB; (c) Ao B; (d) A--B; (e) AxxB; (f) AXB; (g) A-x B; (h) Ax-B.

1.2.2.3 Der Einheitstensor und der Levi-Civita-Tensor

@ Definition: Derjenige Tensor zweiter Stufe, der einer Identitdtstransformation in ei-
nem euklidischen Vektorraum entspricht, heil3t Einheitstensor.

Das bedeutet, dass fiir jeden Vektor x folgende Gleichung zutrifft:

l-x=x-1=x. (1.66)

In einer orthonormalen Basis gilt

xX=x,e,=(x-e,)e,=x-(e,e,)=x-1 (1.67)
und daher
l1=e,e,=¢e1e1+erer+e3e3. (1.68)

In dhnlicher Weise tiberpriift man, dass
1-X=X1=X (1.69)

fiir jeden Tensor X gilt.

Nachstehend sind grundlegende Formeln fiir verschiedene Arten der Multiplikation mit dem
Einheitstensor zusammengefasst.
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@lxc=cxl.

Zum Beweis multipliziert man die Differenz zwischen dem linken und dem rechten
Teil skalar mit einem beliebigen Vektor x:

(Ixc—cx1)-x=er(exxc)-x—cxl-x=(cxx)-erex—cxx=0. (1.70)

Da diese Beziehung fiir jeden Vektor x gelten muss, sind die Vektor-Multiplikations-
operationen des Einheitstensors mit dem Vektor links und rechts kommutativ. O

(b) (ex1)T=—-cx1.

Beim Beweis verwenden wir die Gleichung (1.35):
(exD)T=-1Txc=-cx1. (1.71)

Somit ist ¢ x 1 ein antisymmetrischer Tensor. O]

(©)cx1xd=dc—(d-c)l.

Zum Beweis bendétigen wir eine Formel, die bei der Vereinfachung von Ausdriicken
im Zusammenhang mit dem doppelten Vektorprodukt niitzlich ist:

€ijkE€mnk = (€i x ;) -erer - (en x ey) = (e; x ej) - (em X €p)
=en-(enx(eixej))=en-(eilen-e) —ejle,-e)

=0njem-ei—0nien-ej=0mib6nj—0indjm. (1.72)

In den weiteren Berechnungen verwenden wir zunéchst die Darstellung des Levi-
Civitd-Symbols in Gleichung (1.20) und dann die Eigenschaften des gemischten und
doppelten Vektorprodukts. Der Ausdruck ¢ x 1 x d lautet in Koordinatenform:

cx1xd=(cjejxer) e x dmem) = Cjdmejri€kmn€i€n . (1.73)

Wir nehmen zyklische Permutationen in den Levi-Civitd-Symbolen vor und verwen-
den die Gleichung (1.20):

cxlxd=cjdyeien0mibnj—0indjm)
=dmnencjej—cjdjeye,=dc—(d-c)l, (1.74)

was den Beweis beschlie3t. O

d (1xc)-A=cx A.

Zum Beweis:

Ixec)-A=(cx1)-A=cx1-A=cxA.O (1.75)
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(e) 1 xx1=21.

Zum Beweis:

1 xx1 = (e x es5)(ex x es) = —er x 1 x 1 xx1 = (e x es)(ef x e)

=—erxlxer=—-erer+er-el=—-1+31=21.0 (1.76)

Ubungsaufgabe Diverse Probleme zur Tensoralgebra
1. Zeige,dass1--1=3.
2. Beweise, dass (a x b) x 1 = 2(ba)® und

3. (ax1)?-a=0gilt.

Der Levi-Civitd-Tensor, ein Tensor dritter Stufe, wird durch folgende Beziehung eingefiihrt:
Je=-1x1. 1.77)
Wir schreiben den Levi-Civita-Tensor in einer Orthonormalbasis e; auf:
3

€=—er(erxes)es=—er(€xsmem)es = €xms€remes. (1.78)

Die Komponenten dieses Tensors in der Basis exe e, sind also Levi-Civitd-Symbole. Dieser
Tensor erlaubt uns eine neue Sichtweise auf das Vektorprodukt:

axb=(a-1)x(1-b)=a-(1x1)-b. (1.79)
Daraus folgt, dass
axb=-a’e-b. (1.80)

Der Levi-Civitd-Tensor ermdoglicht es uns also, die Vektor-Multiplikation durch zwei skalare
Multiplikationen zu ersetzen. Die Gleichung (1.77) kann in einer anderen Form geschrieben
werden:

axb=aieixbmen=arbncimses=(a-ey)(b-ep)cpmses

:ba~-ekemesekm5:ba~3e (1.81)
oder
axb=(ba-eiey)es€ims=€xmses(€rem - ba)=ecsmesexe, -ba= 3¢--ba. (1.82)
Ahnliche Kombinationen sind auch mit Tensoren moglich:

axB=arBn€kmsesen =€xmses(a-er)(en B)=—€spresener--aB = —3¢--aB. (1.83)

g Ubungsaufgabe Diverse Probleme zur Tensoralgebra
Zeige, dass
(@ 3e= ejeres +exeze) +esejex —ejesex —esere] —ere)es,
(b) 3¢---abc=c-(bx a).
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1.2.2.4 Die Spur eines Tensors zweiter Stufe
@ Definition: Die Spur eines Tensors zweiter Stufe A = a,,b,, ist ein Skalar Sp A, der
nach der Regel berechnet wird:

SpA=a,, by,. (1.84)

Es gelten folgende Regeln:
Sp(A+B)=SpA+SpB, Sp(aA) =aSpA. (1.85)

Die Tensorspur ist also eine lineare Operation, die den Raum 93 in 9 tibersetzt. Sie kann auch
in invarianter Form durch eine doppelte Uberschiebung mit dem Einheitstensor geschrieben
werden:

SpA=A-1=A01. (1.86)
In der Tat ist
A-1=ay-1-br=ay-by. (1.87)

Die Koordinatendarstellung lautet:
SpA=Apnemen--erex = Amnbmi0Onk = Akk» (1.88)

d. h. die Spur eines Tensors zweiter Stufe ist die Summe seiner Diagonalelemente.

Aus der Kommutativitédt des Skalarprodukts folgt, dass
SpA=SpAT, SpAt=0. (1.89)
Die folgenden Formeln fiir die Spur des Skalarprodukts von Tensoren sind ebenfalls giiltig:

Sp(A-B)=Sp(B-A)=Sp(AT-B")=A--B=A0BT,

(1.90)
Sp(A-B-C)=A-(B-C)=(A-B)-C=(C-A)-B.

Aus der Beziehung Sp (A- B) = A-- B folgt, dass die Spur eines Produkts aus symmetrischem
und antisymmetrischem Tensor Null ist.

Wir beschlielen diesen Abschnitt mit einer Reihe von Formeln mit der Spur der Vektorproduk-
te von Tensor und Vektor.

Niitzliche Formeln bei Spurbildungen:

(1) Sp(Axc)=Sp(cxA),
Sp(Axc)=Sp(ambm*c)=ap-(byxc)=by-(cxay),
Sp(cx A)=(cx ap) -bm=by-(cxap).

(2) Sp(ax1xb)=Sp(ba—(b-a)l)=b-a-3b-a=-2b-a.

3) Sp(ax(bxC)=Sp(b(a-C)—C(a-b))=a-C-b—a-bSpC.
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Ubungsaufgabe Diverse Aufgaben zur Tensoralgebra

1. Schreibe Sp (B- A- ab) in Koordinatenform.

2. Berechne Sp A, falls A=3e;e; —eje; —eze, +4eyes gilt.
3. Zeige, dass Sp (1 xxA) =2Sp A.

1.2.2.5 Vektorinvariante und assoziierter Vektor
@ Definition: Die Vektorinvariante des Tensors zweiter Stufe A, manchmal auch das
Gibbs'sche Kreuz genannt, ist der nach folgender Regel berechnete Vektor Ay:
Ax=a,xb,, wobei A=a,;®b,,. (1.91)

Die Dyade ® wird also sozusagen durch x ersetzt.

Die Vektorinvariante ist, wie die Spur, eine lineare Operation:
(A+B)x =Ax+By, (@ A)x = a Ax. (1.92)

Aus der Eigenschaft der Vektormultiplikation folgt, dass die Vektorinvariante des symmetri-
schen Tensors Null ist, d. h. A, = (A%), .

Um eine invariante Form der Vektorinvariante zu erhalten, schreiben wir die folgende Glei-
chungskette (vgl. Gleichung (1.62)):

Ac=auxby=@u - 1)xby,=1x-bpa,=1x-AT=-1x-A, (1.93)
wobei A ein antisymmetrischer Tensor ist. In einer anderen Form gilt:

Av=amx1-bp)=bpanx-1=—-Ax-1. (1.94)
Mithilfe der Gleichung (1.61) kdnnen wir andere Darstellungen der Vektorinvariante erhalten:

Ay =A-x1=1-xA. (1.95)

Die Vektorinvariante kann auch mithilfe des Levi-Civitad-Tensors geschrieben werden (beachte
die Wirkung von @ nach Gleichung (1.44)):

A, =%eoA=%e:A (1.96)
oder schliefflich auch in Indexschreibweise:
Ax =Apnemxe, < (A)k=€xmnAmn- (1.97)

Weitere hiufig vorkommende Formeln fiir die Vektorinvariante des Vektortensors und der Vek-
tormultiplikation lauten:
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Niitzliche Formeln fiir Ausdriicke unter Verwendung der Vektorinvariante:

(1) (ex1)x =(cxex) xer=—(cer-er—erc-er) =—3c+c=—-2c,

2) (cxA)x=—byx(cxay)=—c(@n-by)+anby,-c)=—-cSpA+A-c.

@ Satz: Fiir jeden antisymmetrischen Tensor A gibt es einen Vektor w, so dass der Tensor
A in folgender Form dargestellt werden kann

A=wx1=1xw & Ajj=—€jwg, (1.98)

wobei der Vektor w der sogenannte assoziierte Vektor des Tensors A genannt wird.
Assoziiert heilt er deshalb, weil er genauso viel Information enthélt wie der Tensor.
Indizistisch gesprochen hat ndmlich ein Vektor im Raum drei Komponenten und eine
antisymmetrische Matrix auch.

Beweis: Fiir einen beliebigen Vektor x und einen antisymmetrischen Tensor A gilt:
x-A-x=0.Bezeichnet man x- A = y, so erhilt man aus der Beziehung y - x = 0, dass
¥y = x x w ist, wobei der Vektor w beliebig ist. Somit folgt: x- A = x x w.

Nimmt man fiir x die Basisvektoren und summiert die resultierenden Ausdriicke, so
erhélt man Gleichung (1.98). O

Um den assoziierten Vektor durch den Anfangstensor A zu finden, berechnen wir die Vektor-
invarianten aus beiden Teilen der Gleichung (1.98)
Ay =(wx1)x =-2w. (1.99)

Daraus folgt, dass

1A 1A 1 13s@A 13e A o L A (1.100)
w=—— = - Xe]=—— = —— : Wy =——€ . .
2 x 2 2 2 m 2 mkl Akl
Oder:
(Ax)i =€ijkAjk- (1.101)

Diese Formeln stellen Beziehungen zwischen der Vektorinvariante eines Tensors und seinem
assoziierten Vektor dar. Wir fassen die beiden Ergebnisse gerne auch in direkter Notation so
geschrieben zusammen:

1 1
A=—JAx1=—1xA, . (1.102)

@ Ubungsaufgabe Diverse Aufgaben zu Vektorinvarianten

1. Berechne die Vektorinvariante
(a) eines symmetrischen Tensors sowie von (b) ab— ba.

2. Berechne den assoziierten Vektor zu A = e; e3 —3eses + eses.
3. Zeige, dass, falls A und B symmetrisch sind, gilt (B- A)x + (A-B)x =0.
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1.2.2.6 Lineare Zuordnungen
Die alternative Darstellung eines Tensors zweiten Ranges als ungeordnete Summe von Dyaden
interpretiert den Tensor zweiter Stufe als linearen Operator im euklidischen Vektorraum.

Wir betrachten eine Vektorfunktion des Vektorarguments y = f(x), die 97— 97 abbildet. Ein
Ausdruck wird als linear bezeichnet, wenn

flax+py)=afx)+pfy)), (1.103)

wobei @ und f Zahlen bezeichnen.

@ Satz: Eine beliebige lineare Abbildung kann dargestellt werden als
y=A-x, (1.104)

wobei A ein Tensor zweiten Ranges ist, genannt linearer Abbildungstensor.

Beweis: Betrachten wir die lineare Abbildung y = f(x) in der Basis ej:

y=f(xrer) = flep)xr = flep)er-x=A-x,

(1.105)
A= f(er)er = f(el)el + f(er)es + f(es)es.

Da A die Summe von drei Dyaden ist, handelt es sich um einen Tensor zweiten Ran-
ges. O

Der Tensor einer linearen Abbildung ist vollstdndig definiert, wenn seine Werte auf drei line-
ar unabhingigen Vektoren, wie den Basisvektoren ey, gegeben sind: y, = A-eg, (k= 1,2,3).
Multipliziert man beide Teile dieser Gleichheit tensoriell mit e und summiert alle drei resul-
tierenden Beziehungen, so erhdlt man y,ex = A- exer = A.

Damit die lineare Abbildung in Gleichung (1.104) eindeutig umkehrbar ist, ist es notwendig
und hinreichend, dass der Tensor der linearen Abbildung eindeutig definiert ist, d. h. die Vek-
toren y, miissen linear unabhéngig sein. Mit anderen Worten: Der lineare Operator A muss
den Raum 7 in einen dreidimensionalen Vektorraum abbilden.

1.2.2.7 Determinante eines Tensors

Sei a;, a;, a3 ein linear unabhingiges Triplett von Vektoren. Wir bezeichnen die linearen Ab-
bildungen der urspriinglichen Vektoren mit a}c =A-ay.

Die lineare Unabhéngigkeit der Ausgangsvektoren ist gleichbedeutend mit der Bedingung
(ay x ap) - a3 #0.

@ Definition: Die Determinante eines Tensors ist gegeben durch

! ! !
_(ay x ay) - ay

detA (1.106)

(a1 x ap) - a3

Die Definition in Gleichung (1.106) hat eine einfache geometrische Bedeutung. Wenn man be-
denkt, dass das gemischte Produkt mit genauem Vorzeichen dem aktuellen Volumen des Paral-
lelepipeds V entspricht, das auf den multiplizierten Vektoren aufgebaut ist, schlief$t man, dass
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die Determinante des Tensors detA = +V'/V das Verhiltnis der Volumina des deformierten
(V') und des urspriinglichen Parallelepipeds definiert.

Eine verschwindende Determinante bedeutet, dass der lineare Abbildungstensor A die Di-
mensionalitdt des Raumes 7 verringert, indem er sozusagen jeden Vektor von 9, auf eine
Ebene oder eine Linie verschiebt.

@ Definition: Ein Tensor zweiten Ranges, dessen Determinante gleich Null ist, hei3t
singuldr oder entartet.

Es ist wichtig zu realisieren, dass der Wert der Determinante nicht von der Wahl der Ausgangs-
vektoren abhéngt. In der Tat, fiir beliebige linear unabhéngige Vektoren a, b und c gilt

(@' xb')-c' = (Apnanem x Axibier) - Apicrep = Apn A1 AptAnbici€micp - (1.107)
Sei
Am1Ax2 Aps Emkp = A11(A22 A3z — A3p Az3) + A1 (A32 A1z — A12 Asz)+
As1(A12 A3 — Ap3 Ar3) = det(4;)), (1.108)
AmnAklAptemkp = det(Aij)enlt .
Daher folgt

det(A;)a,bjcie
detA= ( z]) nV1CtEnlt
(axb)-c

= det(Al-j) . (1.109)

Die durch die Gleichung (1.106) eingefiihrte Tensordeterminante fillt also mit der Determi-
nante der Tensorkoordinatenmatrix in einer orthonormierten Basis zusammen.

@ Ubungsaufgabe Determinante in Indexform

Man zeige auf der Grundlage der Definition (1.106), dass man in Indexform schreiben
kann:

1
detA= geijkelmnAilAijkn. (1.110)

Als Eigenschaften der Determinante seien notiert:
(1) det1 =1,

(a(A-a)) x a(A-ay)) - a(A-a3)

a® det A,
(a1 x az) - a3

(2) det(a A) =
(3) det AT = det A,

(4) det(B- A) = det(B) det(A).

Beweis der letzten Aussage: Bezeichne a} = B-a) = B- A- a;, dann ist
(a x a3) - af

det(B-A) = .
(a) x az) - a3
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Multiplizieren und dividieren wir dieses Verhiltnis mit (@} x a}) - aj}, so ergibt sich:

a'xa)-a' (a xa))-a
det(B- A) = ( - 3) 3. () > a;)-a; = det(B) det(A). O
(@) x a))-a; (a1xaz)- a3

Nachstehend sind ein paar andere niitzliche Identitdten notiert, die mit der Determinante ei-
nes Tensors zusammenhéngen:

Weitere Determinantenregeln:

(1) Durch Multiplikation von Gleichung (1.106) mit (a; x ay) - a3 und unter Bertick-
sichtigung der Beliebigkeit des Vektors a3 erhalten wir

(A-a;) x (A-ay) = (detA)A™ - (a1 x ap) . (1.111)
(2) (A-B-AT), =(detA)A™"-By.
Zum Beweis schreiben wir die linke Seite der Gleichung wie folgt um:

((A-cp)(dr-AD), = (A cp)(A-dy))
=(A-cp) x (A-dy) = (det A)A T - (cp x di) = (det A)A™T-B,..0O

@ Ubungsaufgabe Determinante
Berechne det(al + fe;e;).

1.2.2.8 Inverser Tensor und Cayley-Hamilton-Theorem

Ist der Tensor A nicht-singulir, dann gibt es nur einen inversen Tensor A~!, der folgende Glei-
chung erfiillt

A-A'=1. (1.112)

Wir zeigen, dass der urspriingliche und der inverse Tensor permutiert werden kdnnen, in dem
Sinne, dass A-A™! = A™!. A = 1. Dazu betrachtet man einen Tensor B, so dass B- A = 1. Multi-
plizieren wir diese Gleichung mit A~! von rechts:

B-A-A'=A1'>B-1=B=4a"". (1.113)

Wenn man den inversen Tensor der linearen Abbildung kennt, ist es einfach, die inverse Abbil-
dung zu finden:

y=A-x :>x:A_1-y. (1.114)

Eigenschaften des inversen Tensors sind:
(1) detA™! =1/ detA.
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Zum Beweis berechnen wir die Determinante von Gleichung (1.112):
detAdet(A™")=1.0

@ @A-B'=B"Al
Der Beweis wird durch direkte Uberpriifung erbracht.
@A (A1) =(a"1A =1

Ubungsaufgabe Inverse
Vereinfache A-B-- AL,

Die Berechnung des inversen Tensors kann auf verschiedene Weise erfolgen. Eine davon ba-
siert auf dem Cayley-Hamilton-Theorem, dessen Beweis in Matrixschreibweise z. B. in [Ga1959]
angegeben ist, und das wir nachstehend diskutieren.

Bild 1.4 Pioniere der héheren linearen Algebra
und Quaternionentheorie (ein Vorlaufer moderner
Tensorrechnung): Arthur Cayley (1821-1895)
und William Rowan Hamilton (1805-1865)

Satz: Cayley-Hamilton-Theorem

Ein beliebiger Tensor A zweiter Stufe erfiillt die Gleichung
A+ L(A)A’-L(A)A+(A1=0, (1.115)

wobei die GroRe A" definiert ist als n-fache Multiplikation des Tensors A mit sich
selbst:

A"=A-A----- A. (1.116)

A"=Aa1at. AL, (1.117)

Die Funktionen I, I, und I3, die Teil der Beziehung Gleichung (1.115) sind, werden
Hauptinvarianten des Tensors genannt und sind durch folgende Beziehungen defi-
niert:

I(A)=SpA, L(A) == ((SpA?-SpA?), I(A) =detA. (1.118)

N =
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Der inverse Tensor ergibt sich nun einfach aus der Multiplikation von Gleichung (1.115) mit
AL

A=t (A2 - [ (A)A+ L (A1) (1.119)
4 ' s '

Ubungsaufgabe Invariante

Finde die Hauptinvarianten von A~!, wobei A = al + See und e ein Einheitsvektor
ist. Zeige ferner, dass man in Index schreiben kann:

(a7);

1
ij= _zdetAejlmeiknAlkAmn- (1.120)

Durch Berechnung der Spur dieses Ausdrucks erhilt man die Beziehung zwischen der ersten
Invariante des inversen Tensors und den Invarianten des urspriinglichen Tensors:
L (4)

I3(4)

LA™Y= L (1(A%) - [} (A) +3L(A)) = (1.121)

I3(A)

Die Cayley-Hamilton-Identitdt kann auch verwendet werden, um die Determinante des Ten-
sors zu bestimmen. Dazu berechnen wir die Spur des linken und rechten Teils der Gleichung
(1.115):

SpA%=1,SpA* - ,SpA+3I;. (1.122)

Angesichts der Beziehungen in Gleichung (1.118) erhalten wir den Ausdruck fiir die Determi-
nante des Tensors:

1
detA:E(SpSA—3SpASpA2+ZSpA3). (1.123)

Mithilfe der Cayley-Hamilton-Formel kann jede natiirliche Potenz eines Tensors zweiten Ran-
ges als quadratisches Trinom eines Tensors mit Koeffizienten dargestellt werden, die Polynome
von Hauptinvarianten sind. Die vierte Potenz des Tensors erhélt man, indem man Gleichung
(1.115) mit A multipliziert und dann die dritten Potenz des Tensors aus dem Ergebnis elimi-
niert:

A= (P -1)A*+ (I3~ 1 L)A+ L I51. (1.124)
Das gleiche Verfahren kann fiir jeden ganzzahligen Potenz des Tensors durchgefiihrt werden:

Al=a A+ A+apl, a;=a;(y, b, I3). (1.125)



