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Vorwort

B Vorwort zur 8. Auflage

Gegentiber der 7. Auflage wurde die Integraltabelle komplett {iberarbei-
tet und iibersichtlicher strukturiert. Die trigonometrischen Funktionen
habe ich um die fiir die Integration wichtigen Produkt-Formeln erginzt.
In die beschreibende Statistik wurden die in letzter Zeit immer haufiger
anzutreffenden Box-Plots neu aufgenommen. Bei den inhomogenen li-
nearen Differenzialgleichungen 2. Ordnung habe ich die schwer lesbare
Grafik zum Auffinden einer partikuldren Losung durch eine tibersichtliche
Tabelle ersetzt. Bei den Mehrfach-Integralen wurden die am héufigsten
vorkommenden Fldchen- und Volumenelemente in einer Tabelle zusam-
mengestellt.

Druckfehler der Vorgédngerauflagen habe ich wie immer korrigiert, dafiir
sei allen aufmerksamen Leserinnen und Lesern gedankt, die mir Hinweise
geschickt haben.

Mein Dank geht an Frau Natalia Silakova vom Hanser Verlag fiir die Be-
treuung und an Herrn Dr. Steffen Naake fiir die sorgfiltige Arbeit des
Umbruches und die Gestaltung der endgiiltigen Fassung.

Miinchen, im November 2022 Michael Sachs




8 Vorwort

B Aus dem Vorwort zur 6. Auflage

Mit Wissen des im Friihjahr 2008 verstorbenen Verfassers der ersten vier
Auflagen dieser Formelsammlung, Dr.-Ing. Hans-Jochen Bartsch, wurde
mir vom Verlag die Fortfithrung des Werkes anvertraut. Nachdem ich in
der fiinften Auflage im Wesentlichen nur bekannte Druckfehler verbessert
hatte, lege ich nun eine vollige Neubearbeitung der Formelsammlung
vor. Dabei sind die Auswahl und Grobgliederung des Stoffes weitgehend
gleich geblieben, ebenso habe ich die meisten Bilder und Tabellen aus
den Vorgidngerauflagen {ibernommen. Bei der Gestaltung der einzelnen
Kapitel war mir ein Hauptanliegen, dass diese in sich logisch aufgebaut und
weitgehend unabhéngig von anderen Kapiteln lesbar sind. Erforderliche
Querverweise habe ich ergénzt.

Das Buch enthilt keine Beweise und auch keine Beispiele, sondern nur ma-
thematische Definitionen, Sitze und Verfahren. Dadurch konnten Umfang
und Preis niedrig gehalten werden, auerdem wird die Zulassung als Hilfs-
mittel in Priifungen erleichtert, wenn keine durchgerechneten Aufgaben
enthalten sind. Das Buch kann daher als Kompaktskript zur Mathematik
eingesetzt werden, welches die Studierenden vom lédstigen Mitschreiben
von Definitionen und Satzen befreit. Aufgaben kénnen und sollen der ein-
schldgigen und reichhaltigen Fachliteratur entnommen und hinzugezogen
werden.

Miinchen, im Mirz 2015 Michael Sachs
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Logik, Arithmetik,
Algebra

B 1.1 Mathematische Logik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde mit dem Wahrheitswert wahr
oder falsch.

Ein aussagenlogischer Ausdruck (eine Aussageform) ist eine Aussage, beste-
hend aus

= BOOLEschen Variablen (Aussagenvariablen): ¢,y,9,¢y,...
= Junktoren (logischen Zeichen): =, A,V,=, &

= technischen Zeichen

Er ist bei jeder Belegung der Variablen entweder wahr (w, 1) oder falsch
(f, 0).

Eine Wahrheitsfunktion (BOOLEsche Funktion) F ordnet jeder Belegung
der k Variablen x; bis x; mit 0 oder 1 einen Wahrheitswert zu.

Allquantor (Generalisator): ¥V x: A(x) ,Fur alle x gilt A(x).“
Existenzquantor: Jx: A(x) ,Es gibt (wenigstens) ein x mit A(x).“

1.1.1 Ein- und zweistellige BooLEsche Funktionen
(¢, ¥ Aussageformen)

Negation, Komplement (nicht, NOT)

® = 7 = 1 genau dann wenn ¢ = 0

héufig auch Durchstreichen des Zeichens gebriduchlich, z.B. a # b fiir
“(a=Db)
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Konjunktion (logisches Produkt, und zugleich, AND)
(@ Ay) = 1 genau dann wenn ¢ = 1 und zugleich ¢ = 1

auch oy, ¢ -y, p&y
NAND (SHEFFERSche Funktion), negiertes AND: —1(¢p A )

Disjunktion (logische Summe, oder, OR)

(@Vvy)=1genaudannwenn @ = lodery =1 auchg+y
NOR (N1coDsche Funktion), negiertes OR: oV =pVy =@ | @
Implikation (logische Folgerung, wenn-dann)

(¢ = ) = 0 genau dann wenn ¢ = 1 und zugleich ¥ = 0

Aquivalenz
(¢ © ¥) = 1genaudann wenn ¢ = ¥
Antivalenz (ausschliefSliches Entweder-Oder, exclusive-or, EXOR, XOR)

“1(p < ¥) = 1 genau dann wenn ¢ # ¥

Ein- und zweiwertige Wahrheitstafel

QLY | oAy [ oVY |27 o<y ooy | T(p oY)
0olof 1 0 0 1 1 1 0
011 1 0 1 1 0 0 1
10 o 0 1 0 1 0 1
111 o 1 1 1 1 1 0

Notwendige und hinreichende Bedingung

Gilt fiir zwei Aussagen ¢ und y die Implikation ¢ = v, so heilt
@ hinreichende Bedingung fiir ¢ und
¥ notwendige Bedingung fiir ¢.

Im Falle ¢ © v heil3t ¢ hinreichende und notwendige Bedingung fir .
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1.1.2 Rechengesetze (BooLEsche Algebra)

kommutativ: gAYy =W AQ  @OVY=YVeY @QOY=y @
assoziativ: @AW AD) = (@AyY)AD =@ Ay AD (analog mit v und <)
distributiv: @A (W VI = (@AY)V (@A) (bzw. A und Vv vertauschen)

DE MORGANsche Regeln

TAU=0VT  GVG=PAT
Die Regeln kdnnen auf mehr als zwei Variable verallgemeinert werden.

Involutionsregel (doppelte Verneinung): —(np) =@ = ¢
Tautologie (ausgeschlossenes Drittes): v p=¢pve =1

Kontradiktion (Widerspruch): AP =pAP=0
Idempotenz: OAP =@

pVo=¢
neutrale Elemente 0 und 1: ev0=¢p @Al=¢ 0="1
Kontraposition: (@p=>y)=(Cy=> )

B 1.2 Mengen
1.2.1 Grundlagen

Eine Menge ist eine ungeordnete Sammlung von inhaltlich zusammenge-
horigen Objekten (Elementen).

Mengenbezeichnung: A,B, M, ... A={ay,...,a,} (aufzdhlende Form)
Elementebezeichnung: a, b, x1, ...

Zuordnung zur Menge: x € M (,x Element M “) bzw. x; ¢ M (,,x kein Ele-
ment M “)

Mengenbildungsoperator: {x € G|A(x)}

»Menge aller x Element G, fiir die gilt: A(x).“

Angabe einer charakteristischen Eigenschaft: B = {x|x = k> A k € IN}
Zweiermenge (ungeordnete Reihenfolge): {a, b}
Paar (geordnete Reihenfolge): (a, b)

Stets gilt {a, b} = {b, a}, fiir a # b istjedoch (a,b) # (b, a).
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Geordnetes Tripel: (x, y, z) geordnetes n-Tupel: (x1, Xz, ...,Xn)
Leere Menge: @,1{} (enthélt kein Element, auch nicht die Null)
Endliche Menge: {a1, az, a3} unendliche Menge: {a,, az,...}

Ist eine Menge M < IR nach unten (oben) beschrinkt, so hat sie mindestens
eine untere (obere) Schranke S.

Supremum: sup X, kleinste obere Schranke, obere Grenze der Menge X
Infimum: infX, grofte untere Schranke, untere Grenze der Menge X

1.2.2 Mengenoperationen

Inklusion, Aist Teilmenge (Untermenge) von B (Obermenge)

AcB&eVx:xe A=> x€e€B echteTeilmenge: Ac B

Gleichheit

A=BoVx:xeAsxeB A=B& A<CBABCcA

Vereinigung, Disjunktion

AUB :={x|xe Av x € B}

Durchschnitt, Konjunktion
ANB:={x|xe€ AANx € B}

Aund B sind disjunkt (elementefremd): ANB = &

) )

Vereinigung AU B Durchschnitt AN B A\ BDifferenzen B\ A

Differenz zweier Mengen
A\B:={xlxe ANx¢ B} A\B=AnB

A\B#B\A  A\(B\C) # (A\B)\C
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Komplement einer Menge B in Bezug auf Grundmenge
G (Bild)

B:=G\B={xeGlx¢B}

Potenzmenge, Menge aller Teilmengen von A

PA)={X|X<c A ATeP(A

kartesisches Produkt zweier Mengen (Menge von geordneten Paaren)
AxB:={(x,plx€ AnyeB} firA#BgiltAxB#BxA

Produktmenge, Menge aller n-Tupel (x1,...,X,) : My x---xM, x; € M;
Mengenpotenz: M" .= M x M x...x M nz1
[ —

n

1.2.3 Rechenregeln fiir Mengen

(G Grundmenge)
Reflexive Beziehung: ACA A=A
Komplementgesetze: G=0 @=G AnA=@ AUA=G

Transitive Beziehung: ASBAB<cC=AcC
Teilmengenbeziehung: ANB< AuB, A\Bc A, OcA AcG

Kommutativgesetze: ANnB=BnA AUuB=BUA
Assoziativgesetze: (ANB)NC=AnBNAOC) desgl. mit U
Absorptionsgesetze: AN(AuUuB)=A AU(ANnB)=A
Distributivgesetze: AN(BUC) =(ANnB)UANC)

AUBNC)=(AuB)N(Au(C)
DE MORGANSsche Regeln: MinM; = M{UM,  M;UM; = M,nM,

Produktbeziehungen
(AUB)xC=(AxC)U(BxC) (ANB)xC=(AxC)n(BxC)
Cx(AuB)=(CxAuU(CxB) Cx(AnB)=(CxAnN(CxB)

Esgilt AxB=0© A=0VB=0 AcCABcD=AxBcCxD
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1.2.4 Relationen

Eine Relation R zwischen zwei Mengen A und B ist eine Teilmenge des
kartesischen Produktes Ax B:R< Ax B

Infix-Schreibweise: xRy fiir (x, y) € R
Definitionsbereich sind alle Elemente x, fiir die ein y mit xRy existiert.

Michtigkeit

Die Mdichtigkeit oder Kardinalitit einer Menge ist ihre Elementeanzahl.
Zwei Mengen heilen gleichmdichtig, wenn es eine bijektive (eineindeutige)
Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt.

Eine Menge, die zur Menge der natiirlichen Zahlen IN gleichméchtig ist,
heilt abzéihlbar unendlich oder kurz abzdhlbar.

N N
x Y2 ; ? yoox———n
X2 Y3 X Y5 X Y2 X N
X3 Yo X3 ———> V2 X3 >< Y3 X2 >< Y2
Vs V5 x4
mehrdeutig nacheindeutig voreindeutig eineindeutig

X3 ——> )3

1.2.5 Zahlensysteme

Heute gebréduchliche Zahlensysteme sind polyadische oder Positionssyste-
me.

Dualsystem (Zweiersystem, dyadisches System)
Grundziffern: a; € {0, 1}, k € Z Stellenwert: Potenzen von 2

n
a=+ ) ap-2¥ = +(@n2"+...+ap2 +a_; 271 +..)
k=—00
Dezimalsystem (dekadisches System)
Grundziffern: a; € {0, 1, 2, ..., 9} Stellenwert: Potenzen von 10

n
a=+ Y ap-10F = +(a,10" +...+ap10° +a_;107" +...)
k=-o00
Endlicher Dezimalbruch: 3ay. # 0 fiir k < 0, alle folgenden Ziffern sind Null
Periodischer Dezimalbruch: unendliche Wiederholung einer Ziffernfolge
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Normalisierte Gleitkommadarstellung einer reellen Zahl

a=Fm-10* aeR

Mantisse:1 < m < 10 (auch 0,1 < m < 1list iiblich), Exponent: k € Z
Hat die Mantisse t tragende Ziffern, heil3t sie t-stellig.

Ubersicht iiber hiufig verwendete Zahlensysteme

(BCD-Code: Jede Ziffer einer Dezimalzahl wird einzeln binér codiert)

dezimal dual BCD oktal hexadezimal
0 0000 0000 0000 0 0
1 0001 0000 0001 1 1
2 0010 0000 0010 2 2
3 0011 0000 0011 3 3
4 0100 0000 0100 4 4
5 0101 0000 0101 5 5
6 0110 0000 0110 6 6
7 0111 00000111 7 7
8 1000 0000 1000 10 8
9 1001 0000 1001 11 9
10 1010 0001 0000 12 A
11 1011 0001 0001 13 B
12 1100 0001 0010 14 C
13 1101 0001 0011 15 D
14 1110 0001 0100 16 E
15 1111 0001 0101 17 F
16 10000 0001 0110 20 10
usw. : : :

B 1.3 Menge der reellen Zahlen
1.3.1 Standard-Zahlenmengen

Menge der nichtnegativen ganzen (natiirlichen) Zahlen
N=1{0,123,..}
Herausnahme der Zahl 0 durch Anfiigen des Sternchens:

N*=1{1,2,3,..}
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Kardinalzahlen: Anzahl der Elemente einer abzdhlbaren Menge
Ordinalzahlen: Stelle eines Elements in einer geordneten Menge

Menge der Primzahlen
Eine Primzahl p ist eine natiirliche Zahl = 2, die ohne Rest nur durch sich
selbst oder durch 1 teilbar ist:

P={peN|pprim}=1{2,3,5711,...}
Menge der ganzen Zahlen
Z=A..,-2,-1,01,2,...}

Menge der rationalen Zahlen

Q:{x‘x: %,an,be]N*}

Sind a und b teilerfremde ganze Zahlen, d. h. ist ihr groBter gemeinsamer
Teiler gleich 1, so spricht man von der Normaldarstellung.
Q ist abzdhlbar, d. h. es gibt genauso viele rationale Zahlen wie nattirliche.
Rationale Zahlen liegen tiberall dicht auf der Zahlengeraden. Rationale
Zahlen sind

= Briiche von ganzen Zahlen

= endliche Dezimalbriiche

= unendliche periodische Dezimalbriiche
Menge der reellen Zahlen
R = Q uUMenge der irrationalen Zahlen

Irrationale Zahlen sind nichtperiodische, nicht abbrechende Dezimalbrii-
che, z.B. 7, \/5, e. Als Naherungswerte benutzt man endliche Dezimalbrii-
che, etwa 7t = 3,1415927.

Menge der positiven reellen Zahlen: R5o = {x € R | x > 0}.

R ist nicht abz&hlbar (iiberabzdhlbar). Die reelle Zahlengerade und R sind
gleichmdichtig.

Anordnungsaxiome fiir reelle Zahlen (a, b, c € R)
Stets gilt eine der drei Beziehungen zwischen zwei reellen Zahlen a und b:

a<b oder a=b oder a>bhb
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Fiir a, b > 0 gilt

a+b>0 und ab>0

Daraus:a<bAb<c=>a<c (Transitivitét)
a<b => a+c<b+c (Monotonie der Addition)
a<bAnc>0=>a-c<b-c (Monotonie der Multiplikation)

Intervalle

Offenes Intervall: (a,b)={xeR|a<x<b}
Abgeschlossenes Intervall: [a, bl ={xeR|a<x<Db}
Halboffene Intervalle: l[a,b)={xeR|la<sx<b}

(a,bl={xeR|a<x<b}

Statt (a, b) ist auch die Schreibweise ]a, b[ gebrauchlich.

1.3.2 Grundoperationen fiir reelle Zahlen

Klammern auflosen, Ausklammern, Produkte von Summen
a+(b+c-d)=a+b+c-d a-(b+c-dy=a-b-c+d
ac+bc=cla+b) ac—bc=cla-b) —ac—bc=-cla+b)

a(b-c¢) = ab—ac ,Punktvor Strich“

Bruchrechnung

a
Echter Bruch: 3 <1mit0<a<b,a beIN* Gemeiner Bruch:fiir b # 10"

Stammbruch: é (Kehrwert von a) Kehrwert von % ist Z a,b#0
Erweitern: a_ac Kiirzen: a_ a_/c b,c#0
b b-c b blc
Addieren/Subtrahieren: 4 + ‘. azxc a + £ ad+ be b,d#0
b~ b b b d bd
(Hauptnenner bd)

ac

a c
b d bd

Multiplizieren:
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aj/c a d
D" 1 N ==/ — = —+«— , C,
ividieren b/d b e b,c,d#0

&Iﬁ|@la

Nullsetzen:% =0 a=0Ab#0

Kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV)
Produkt der Potenzen der Primfaktoren mit den hdochsten Exponenten der
beteiligten Zahlen bzw. Variablen (z. B. bei Hauptnennerbestimmung).

GroRter gemeinsamer Teiler (ggT)
GrofSte natiirliche Zahl, die gemeinsamer Teiler aller beteiligten Zahlen ist.

Polynomdivision
= Ordnen von Dividend und Divisor nach fallenden Potenzen der Varia-
blen
= 1. Glied Dividend durch 1. Glied Divisor ergibt 1. Glied Quotient
= Rickmultiplikation mit Divisor

= Subtraktion, bis die Differenz null wird bzw. ein Rest bleibt

Proportionen, Verhiltnisgleichungen (b, d # 0)

a . . ..
< a-d=>b-c ,uberKreuz multiplizieren*

sa=k-chnb=k-d

QUlo qulo

b
a
b
k Proportionalitdtsfaktor, k € R
Direkte Proportionalitit (Graph: Gerade): y ~ x © y = kx
1 1
Indirekte Proportionalitét (Graph: Hyperbel): y ~ — © y = k—
x X

Mittelwerte

Arithmetisches Mittel

a+b
2

X =

Mittlere Proportionale, geometrisches Mittel (a, b = 0)

Xg = Vab
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Harmonisches Mittel \

T = 2ab - X
b e+ p

=
o

Ungleichung der Mittelwerte:
Fiir a, b > 0 gilt X, < Xg < X. Gleichheit herrscht genau dann, wenn a = b
ist.

Niherung, Rundungsregeln

Abrunden: Ziffer a; bleibt, wenn die folgende Ziffer a;,; € {0, 1, 2, 3, 4}
Aufrunden: Ziffer a; wird um 1 erh6ht, wenn a;., € {5,6, 7, 8,9}
absoluter Fehler ¢: |¢| < 0,5-107, i sichere (giiltige) Stellen/Dezimalen

Betrag einer reellen Zahl
x firx=0
=4
-x fiirx<o0
Regeln: [x| =0, [x|=0< x=0

lx-y1 = lx]- 1yl
|[x+yl < |x|+|yl Dreiecksungleichung

Signum einer reellen Zahl

1 fiirx>0
sgnx:=<0 flrx=0

-1 firx<o0
Regeln: sgnx = % flirx #0

sgn(x-y) =sgnx-sgny

Summen- und Produktzeichen (i, m, n € Z)

n n
ms<n: Z Xi=Xm+Xme1t+...+Xp ]_[ Xi 1= Xm Xmal:-.."Xn

i=m i=m

i Laufvariable, Index
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n n
m> n: Z x; := 0 (leere Summe) H x; := 1 (leeres Produkt)

i=m i=m
n n n n
Regeln: Y (xj+y) =Y xi+ Y yi H Xiyi) = Hxl Hy,
i=m n i=m i=m ; i=m
:Cin chi:cnnxi
i=m

i=1

s

i
3
i

M=

o

[

3

S

|

jam B

o

[

S

S

I
—
Il
—

n n n
Im Allgemeinenistaber Y a;-b; # Y. a;- Y. b;.
i=m i=m =m
1.3.3 Potenzen, Wurzeln

Natiirliche Exponenten (a € R)

a-a-a-...-a firn=1
————

a = n Faktoren

1 flirn=0
a Basis, n Exponent
Speziell 0" = 0 fiir n € IN*, aber 0° ist nicht definiert.

Gebrochene Exponenten (a € R()

an := {/a, wobeib = ¥/a < b" =a
¥ = (V3"

a Radikand, n Ordnung der Wurzel

Negative Exponenten (a € R)

1 1
a*:= — speziell Kehrwert: a™' = —
a* a

Wurzelgesetze (m, n € IN)

Yo=0 ¥V1i=1 ¥a>lfallsa>1
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Vam = (Wa)"  Vakm = Yam

Statt &a schreibt man kurz v/a.

Beachte: v/a ist stets nichtnegativ, also z. B. V4 = 2, und nicht —2 oder gar
+2.

Potenzgesetze (x, y € R, a, b € Ro)

a*-a¥ = a**V a*-b* = (a-b)*
X X

@ ey @ _(ay

a¥ b* b

(@)Y = (@@")* =a*?

1.3.4 Logarithmen

b Basis, b € R+, b #1
a Numerus, Logarithmand, a € Rx¢
x Exponent, x € R

log,a=x<e b =a

In Worten: Der Logarithmus von a zur Basis b ist diejenige reelle Zahl x,
mit der man b potenzieren muss, um a zu erhalten.

Regeln:

o8> = x log, b* = x

log,1=0 log, b=1
Logarithmengesetze (u, v € Rg)

log,(u-v) = log, u+log, v log,, % =log, u—log, v

log,, % = —log, % log,, % = —log, v

log, u® = clog,u, ce R log, Vu = %logh u n=2

Dekadische (gemeine, BRIGGSsche) Logarithmen

lga :=logya

lga=x<10"=a Iglo*=x 108%=a xeR,a>0
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Gleitkommadarstellung einer reellen Zahl: a = m- 10F mit m € [1;10),
darauslga = lgm+ k mitlgm € [0;1), a> 0
m Mantisse, k € 7. Kennzahl

Natiirliche Logarithmen
Ina:=log,a
Ina=xoe‘*=a Ine*=x e"=a xeR,a>0

a“=eM% 450,zeR

Basis: e = liling(l +1/n)" = 2,718281828459... EULERsche Zahl
Zweierlogarithmen, binédre Logarithmen

Iba:=log,a

lba=xo2*=a b2*=x 2P2=4 xeR,a>0
Basiswechsel der Logarithmensysteme (b, c € R¢,b, ¢ # 1)

log.a

log. b

1
speziell ¢ = 10:log, a = 84

log,a = Igh

1.3.5 Binomischer Satz

Fakultit (rekursive Definition, n € IN)

\ 1 flirn=0
nl:=
(n=-D!''n firn=1

Fiir n = 1ist n! (lies: ,n-Fakultdt“) also gleich dem Produkt aller natiirlichen
Zahlenvonlbisn:n!=1-2-3-...-n.Speziel: 0! =1,11=1,2!=2,3! =6
usw.

Binomialkoeffizient (n, k € IN)

n!

n —— fur0<k<n
=<{ kl(n—-k)! (lies: ,,n iiber k“ oder , k aus n*)
k 0 flirk>n
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n
Firl<k=< 3 effiziente Berechnung moglich durch

’

n| nn-Dn-2)-...-(n—k+1)
k|~ k(k-1)(k=2)-...-1

n .
fur 5 < k < nverwende man zunéchst den Symmetriesatz

ARV

Rekursionsformel zur Berechnung:

n| [ n n—-k+1
k-1 k

Additionssatz:

n n n+1
—+ =
(k+1) (k+1)

PascaALsches Dreieck zur Bestimmung der Binomialkoeffizienten

3

=

=

n=0 1 Zeilensumme  2°
n=1 1 1 2!
n=2 1 2 1 22
: 3

n=3 1 3 3 1 2
M 4

n=4 1 4 6 4 1 2

Binomische Formeln

(@a+b)? =a?+2ab+b*> (a+b)a-b)=d®>-b* abeR
(a+b)® =d®+3a’b+3ab®+ b’

Allgemeiner binomischer Satz fiir natiirliche Exponenten
(nelN,a,beR)

n_nnnn—l nn_nnn—kk
(a+Db) —(O)a +(1)a b+...+(n)b —go(k)a b



